Obycejné diferencialni rovnice I —
— separované promenné

11. cviceni
Matematicka analyza 3, NMMA201, Ondtej Bouchala

Teorie:

VETA 1 (lemma o lepeni)
Uvazujme a,b,c € R* a < b < c. Uvazujme dvé PeSeni y; na (a,b) a y, na (b,c)
rovnice

y' = flx,y) (1)

pro Q C R? Q oteviend, f: Q — R spojitd. Nechft plati, Ze

lim y(x) = lim y,(x) =B, BeR.

x—b- x—b*

Potom funkce y: (a,c) — R,

yi(x), x <b,
y(x):= 3B, x =Db,
ye(x), x>0b

je reSenim rovnice (1) na intervalu (a, c).

VETA 2

Necht jsou funkce h: (a,b) - Ra g: (c,d) — R spojité. Necht je navic funkce g na
(c,d) nenulovd. Potok kazdym bodem obdélniku (a, b) x (c,d) prochéazi pravé jedno
reseni rovnice

POZNAMEKA 3 (algoritmus pro Fedeni rovnic se separovanymi proménnymi)
Uvazujme rovnici

y'(x) = g(y) - h(x), (2)

kde g a h jsou spojité funkce. Pri hleddni reseni postupujeme takto:

1. krok

Nalezneme v8echny maximadlni otevirené intervaly v 9(h).

2. krok

Uréime nulové body funkce g. Je-li g(c) = 0, pak je funkce y = c zjevné reSenim
rovnice (2) na kazdém z intervalt z 1. kroku. (Tato re$eni se nazyvaji staciondrni nebo
singulérni.)

Déle uréime vSechny maximdlni oteviené intervaly, na nichZ je g nenulova (a de-
finovand).



3. krok
Uvazujme interval I z 1. kroku a interval | z 2. kroku. (Tento a nasledujici krok je treba
zopakovat pro kazdou moznou dvojici intervalt.) Hleddme teSeni rovnice (2), které je
definované nékde v I s hodnotami v J.

Takova reseni splnuji

Tento vztah zintegrujeme. Necht H je (n&jakd) primitivni funkce k h a G je (né&jakd)
primitivni funkce k é. Pak z Véty o substituci plyne, Ze

Reseni tedy budou ve tvaru y(x) = G~ (H(x) + c). Nicméné jesté ndm zbyva uréit, na
jakych intervalech je toto definovdno. K tomu mdme 4. krok.

4. krok

Potrebujeme, aby G~! byla definovédna, a aby méla hodnoty v intervalu J. Tedy pro
zafixované ¢ najdeme vSechny otevrené intervaly I. v mnoziné

{x eI: H(x)+c € G(])}.
na téchto intervalech mame ze 3. kroku reseni
ye = G YH(x) +¢c), x € L.

5. krok
Zbyva uz jen slepit feSeni z 4. kroku (pro véechny moznosti intervalt I a J) se singu-
larnimi reSenimi z kroku 2 (viz Véta 1).

POZNAMKA 4
Rovnici y' = f (i—’) (tzv. homogenni rovnici) je moZné pomoci substituce z = £ prevést
na tvar rovnice se separovanymi promeénnymi.

Priklady:
Naleznéte maximalni feseni ndsledujicich diferencidlnich rovnic:
1.y =|x| 5. ¥ —y?cosx = cosx
2.y =yx

, 6. 1+e")yy =e*
5 5 = 97 1+ e¥)

, y v

4 xy —y<1+log;>=0 7. xy =xexr +y



ResSeni:

1. ¥ = |x|. Zde jde o prosté nalezeni primitivni funkce. Na intervalu (0, 00) mdme

primitivni funkce % + ¢, a na (—o0,0) funkce —%2 + d. Je vidét, Ze abychom tato

reSeni mohli v nule slepit pomoci Véty 1 je treba, aby ¢ = d. Tedy dostdvdme reseni

—Z 4¢, x€(-00,0]
y(x) = x22 , )
7+C, XE(0,00)

pro libovolné ¢ € R. MiZeme to zapsat také jako y(x) = fx|x| + c.

2. y' = yx. Postupujeme podle Pozndmky 3. Oznaéme ¢g(y) := y a h(x) := x.

1. krok
Zjevné je funkce x definovand na R, tedy I := R.
2. krok
Funkce g je nulovd pouze pro y = 0, tedy mdme jedno staciondrni reseni y(x) = 0.
Funkce g je definovand viude, a nenulovd je pro intervaly J; := (—00,0) a J, := (0, 00).
gl Jep
3. krok
Integrujme!
y'e) _ .
yx)
tedy diky vété o substituci
X2
log [y(x)] = 5 +¢
4. krok
Nejprve se zbavime logaritmu.
12 I2
lv(x)| =e?™ =e‘e™.

Abychom si zjednodusili zapis, oznaé¢me d := e°. Konstanta ¢ € R byla libovoln4,

tedy d > 0 bude libovolné.

Il

Nyni se chceme zbavit absolutni hodnoty, a pro to uz musime rozlisit, jestli resime
pripad kdy y(x) € Ji = (—00,0) nebo y(x) € J, = (0, c0).

x2 x2
Tedy, na (0, 00) méme y = de>. A vidime, Ze pro kazdé c je y(x) = ez * > 0.
x2
Obdobneé na J, dostdvdme pro kazdé c € R reSeni y(x) = —de ™.

5. krok

2
JelikoZ tedeni +e = *¢ jsou nenulovd, neni moZné navézat na singuldrni Fe$eni, a tedy
se lepit nebude a vSechna reSeni dostaneme jako

)

X

y(x)=de7,

kde d je libovolné redlné cislo. (Tim, Ze d volime libovolné redlné pokryjeme
véechny moznosti. Singuldrni fe$eni dostaneme pro volbu d = 0.)



3. ¥ = ¥/y. Opét viz Pozndmku 3, g(y) = /¥ a h(x) = 1.
1. krok
Zrejmé [ = R.
2. krok
g je definovdna vSude (tj. na R), nulovd je pouze v 0 (tedy médme te$eni y = 0) a
tedy mdme intervaly J; = (—00,0) a J, = (0, c0).
3. krok
Integrujme:

tedy

4. krok

Vidime, Ze bez ohledu na znaménko y musi byt x + ¢ > 0, tedy x € (—c, o). Je-li
y < 0 (tj. uvazujeme J;), pak y = — (£(x + c))%. Jeliy >0, pak y = (Z(x + c))%.

5. krok

Vidime, Ze v obou pripadech je lim L £ (%(x + c))% = 0, tedy zde mGZeme prilepit

x—(—c)
nulové reseni. Celkem dostaneme reseni

{O, x <c

Yiolx) = L (%(x N c))%

, X >C.
A nesmime zapomenout, Ze navic jesté mame singuldrni feseni ys(x) = 0.

4o xy —y (1 + log X) = 0. Vidime, Ze pro x = 0 to neddvd smysl, a tedy ani Zddné reseni
nemuZe nulou prochdazet. Tedy zadanou rovnici mizeme podélit x. Dostaneme

y'=§<1+log§>. (3)

Jednd se tedy o homogenni rovnici, a tedy pouzijeme substituci z(x) = @ Pak
v(x) = xz(x), a tedy y'(x) = z(x) + xz'(x). Dosadime do (3):

z+xz =z(1 +logz)
Tedy po Upravé (jiz vime, Ze x mizeme podélit):

4

z—lzlo z

To uz je rovnice se separovanymi promeénnymi, a tedy mizeme postupovat podle
Pozndmky 3.

1. krok
Vidime, Ze pro x = 0 to neni definované, a tedy madme dva intervaly I} = (—oc0,0) a
IQ = (O, OO)



2. krok
Nulovy bod funkce zlogz je 1. Tedy mame singuldrni reSeni a dva intervaly J; =
(0,1)a J, = (1,00). (Pro z < 0 neni zlog z definovdno.)

3. krok
Integrujeme pro x < 0.

tedy pomoci substituce 7 = z(x)

1
[k a
zlog Z

Dale miizeme provést substituci z = log(z), tedy % = log(z(x)). Pak
1
/ L

4

log(|log(z(x))|) = logx + c.

= logx + c.
7=z(x)

=logx + c.

Z=log?, 7=z(x)

Tedy dohromady

Zbavime se 1. logaritmu (zatim muzZe byt x a ¢ € R libovolné):

c—logx _ e

|log(z)| = e e‘x.

4. krok
Proze i, tj.0< z <1 mdme logz < 0, a tedy

Tedy pro d = e, dostaneme najednou reseni

z(x) = e®™, decR.
(Interval J; vyhodi vysledek pro d < O, interval J, vyhodi vysledek pro d > 0 a
pripad d = 0 odpovidd singuldrnimu reseni.

Pro interval I; = (—oc0,0) bychom obdobnym postupem dostali stejné feSeni. Lepit
zde nemusime, nebot e?* se prod # 0 a x # 0 se singuldrnim reSenim nikde
nepotka.

Nakonec se jesté nesmime zapomenout vratit k y. Vime, Ze y(x) = xz(x), tedy

y(x) = xe™, dcR.



5. ¥y —y?cosx = cosx. Jednoduchou tpravou si odseparujeme proménné:
y' = cos(x)(1 + p?).

Postupujeme opét podle Pozndmky 3.

1. krok
Funkce cos je definovédna na I := R.
2. krok
Funkce (1 + y?) je pro viechna redlnd y definovdna a nenulovg, tedy | = R.
3. krok
Integrujme:
1+ y(x)? '

tedy

arctany(x) = sinx + c.
Tedy

y(x) = tan(sin(x) + c),
4. krok
Toto plati na intervalech, kde sin(x) + ¢ # 7 + k.
5. krok

Lepit neni kde a neni s ¢im.

6. (1 +e")yy = e*. Vime, Ze e* bude urcité nenulové, a tedy i y musi byt nenulové.
Stejnétak i 1 + e* je nenulové. Tedy tim vS§im maZeme podélit, a dostaneme

e* 1

T 1te vy

14

y

To jsou separované proménné, tedy Pozndmka 3.

1. krok
Je vidét, zZe defini¢nim oborem funkce % je R.
2. krok
Funkce % je nenulovd, a definovand na intervalech J; = (—00,0) a J, = (0, c0).
3. krok
Pocditdme:

14 ex

ply'(x) = ——.

Tedy pomoci substituci, kde substituujeme za y(x) a za e*, dostaneme

1
55/2 = log(1 + e*) + ¢ = log(1 + e) + log(d) = log(d(1 + %)),

pro c € R libovolné aneb d > 0 libovolné.

4. krok

Je jedno, jestli y > 0 nebo y < 0. LiSit se to bude jen znaménkem pri odmocnéni.
Pro interval pro x je dileZité, ze y + 0, tedy 53> > 0 a tedy log(d(1 + e¥)) > 0. TakZze
d(1 + e*) > 1, neboli e* > é —1.Je-lid > 1, pak to plati pro vsechna x. Je-lid < 1
pak to plati pro x > log (% —1).



Celkem tedy dostdvdm y; 5(x) = ++/2log(d(1 + e*)), a to na intervale R prod > 1 a
na (log (% —1),00) prod € (0,1).

4. krok
Lepit opét neni co a kde.

. xy' = xer +y. Opét vidime, 7e x # 0, a tedy tim miZeme podélit. Dostaneme
homogenni rovnici
’ v y
y =er +=.
x
ylx)

Opét provedeme substituci z(x) =
xz'(x). Dohromady

, jiz mdme spocteno, ze pak y'(x) = z(x) +

X

z+xz =e”+z,

tedy
1
zZ = —é’.
x
Opét separované proménné, opét Pozndmka 3.
1. krok

Funkce 1 je definovéna na intervalech I = (—00,0) a I, = (0, 00).
2. krok
Funkce e” je vidy nenulovd a definovang, tedy | = R.

3. krok
Vypocet pro x € I, tj. x > 0:

Tedy

—e 2 = logx + ¢ = log(dx)
pro ¢ € R neboli prod > 0.

4. krok
Abych mohl pouzit logaritmus a zbavit se exponencidly, potrebuju aby — log(dx) > 0.
Tedy dx € (0,1). Tedy je tfeba, aby x € (0, 1). Pak

z = —log(—log(dx)) d > 0.

3. krok
Vypocet pro x € I}, tj. x < O:

Tedy
—e”? =log(—x) + ¢ = log(—dx)
pro ¢ € R neboli pro d > 0.

4. krok
Abych mohl pouzit logaritmus a zbavit se exponencidly, tak potfebuju aby platilo
—log(—dx) > 0. Tedy —dx € (0,1). Tedy je téeba, aby x € (—1,0). Pak

z = —log(—log(—dx)), d > 0.



5. krok
Lepit opét nikde nelze.

Nakonec to jesté shrneme, a vratime se k y. Dohromady to mohu napsat jako

v(x) = xz(x) = —xlog(—log(dx)), d+0

Poznamenejme jesté, zZe se to dd zapsat také pomoci konstanty ¢, tedy
y(x) = —xlog(—log(|x]) —c), ceR

na intervalech (—e~¢,0) a (0, e™°).



