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Teorie:

VETA 1 (Nutnd podminka stejnomérné konvergence rady)
Necht Y7, un(x) je fada funkei definovand na intervalu J. Pokud Y, u, =2, pak
posloupnost funkci u,(x) = 0 na J.

VETA 2 (Weirstrassovo kritérium)
Necht Y7, un(x) je Fada funkei definovanych na intervalu J. Ozna¢me

an = sup{|u,(x)|]: x € J}.
Pokud ¢iselnd tada Y., a, konverguje, pak Y7, u, =2 na J.

VETA 3 (O spojitosti Fady funkci)
loc.

Necht u, jsou funkce spojité na intervale (a,b), a necht Y > , u,(x) = na (a,b). Pak
F(x) = Y., us(x) je na intervale (a, b) spojita.

Priklady:

Odpovézte na otdzky

a) Pro jaké x rada konverguje?

b) Na jakém intervale konverguje fada stejnomérné nebo lokélné stejnomérné?
¢) Na jakém intervale je soucet rady spojitd funkce?

pro ndsledujici funkce:
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ResSeni:

1. Y x™. Zde jde o geometrickou fadu, a jak zndmo ta konverguje pravé tehdy, kdyz
n=1
x € (—1,1). Z minulych cviCeni vime, Ze posloupnost funkci x" nekonverguje k

nule stejnomérné, tedy dle nutné podminky (Véta 1) vime, Ze konvergence zadané
rady neni stejnomérnd. Nicméné konvergence je lokdlné stejnomérnd. Uvazujme
interval [—-K, K] pro K € (0,1), a na ném vySetfujme stejnomérnou konvergenci
rady. Pocditejme
a, = sup {|x"|} =K".
xe[-K,K]
Tedy Y., an konverguje (opét geometrickd tada), a tedy (z Véty 2) 3, x" = na
loc.
[-K,K]atedy Y, x™ = na (—1,1).
Z Véty 3 vime, Ze Y7, x" je na svém defini¢nim oboru (-1, 1) spojitd.
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diverguje, a pro x € R\ {0} konverguje (tteba podle limitniho srovnéavaciho kri-
téria s #). Stejnomérnd vsak tato konvergence opét neni, zase neni splnéna nutnd
podminka - Véta 3. N&jak (tady je to skoro vidét a lze si to tipnout, pripadné mi-
zeme derivovat) zvolime body x, = 1, respektive x, = —1, potom u,(x,) = 3, tedy
konvergence neni stejnomérnd na intervale (0, 0o), respektive (—oo,0).

. ,Bodovd“ konvergence rady je jednoduchd. Pro x = 1 rada zjevné

Vys$ettujme lokdlné stejnomérnou konvergenci na intervale (0, co) (pro (—oo,0) by
to bylo totéz). Méjme dén interval [K, co) pro K € (0, 00). Pak

1 1
n —xfago){n”x2+1}  K2n2+1’

tedy Y, a, konverguje (tfeba opét limitni srovndvaci kritérium), takze (z Véty 2)
loc.
Y ,un = na intervale [K,c0), a tedy Y. ,u, = na (0,00) a ze symetrie i na

(—00,0).

Z Véty 3 vime, Ze Y., u, je na intervalech (—oo,0) a (0, 0o) spojitd.

3. Y. x?e™* Je-li x = 0, pak Fada zjevn& konverguje. Je-li x < 0, pak neni splnéna
n=1

nutnd podminka konvergence lim x?e™™ = oo, a tedy Fada diverguje. A je-li x > 0,

pak jde o geometrickou radu x2Y >, (%)n, kterd konverguje. Tedy zadana rada
konverguje na intervale [0, co).

A dokonce jde i o konvergenci stejnomeérnou, coz vyplyne z vypoctu:
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Hleddme extrém, zderivujeme a zjistime, Ze na [O, %] je funkce & rostouci a na
[2, 00] Kklesajici. Tedy maximum je pro x = Z, a
A
an = 55"
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Tedy Y, a, konverguje, a tedy (diky Vété 2) zadand tada konverguje absolutné
na [0, 00).

Z Véty 3 vime, Ze Y, u, je na intervale [0, co) spojitd. (Je tPeba si rozmyslet, Ze to
plati i pro [polo)uzavieny interval].
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. Y. log <1 + l—> Nejprve je treba si vzpomenout na zndmou nerovnost
- nlog“n

log1 +y) < y.

Kdyby nds zajimal jeji dtikaz, tak si sta¢i uvédomit, ze

1+y 1 1+y
/ —dt < / dt.
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S timto poznatkem jiz vidime, Ze

Zlog <1 +

JelikoZ je napravo konvergentni tada (jednoduché pouziti kondenzaéniho kritéria),
konverguje i zadand rada pro kazdé x € R.
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Opét je vidét, ze to nekonverguje stejnomérné, nebot posloupnost x, = \/nlog®n
nasvédcuje, Ze neni splnéna nutnd podminka stejnomérné konvergence — Véta 1.
Vysettujme tedy lokdlné stejnomérnou konvergenci. Necht mdme zaddn interval
[—-K, K]. Na ném pocitejme

x? x? K?
log {1+ —5— < sup 5 = 5
nlog“n xe[-KK] [ nlog®n nlog“n
tedy Y, a, konverguje (opét kondenzacm kritérium), a tedy diky Vété 2 plati, Ze
Yoo un=nal[-K K] atedy Y7, u, :3 na R.

A z Véty 3 vime, Ze Y, u, je na R spojitd.

a, = sup {
xe[-K,K]

e 2x
. Y arctan <m> Zde to konverguje stejnomérné na R, tedy je tam i spojita.

Derivaci zjistime, Ze a, = u,(vVn®). A Y, arctan <2"2> konverguje (pro y > 0 je
arctan(y) < y).



