
Cal
ul alg�ebrique et formel

J. Davenport, T. Gautier, N. Revol, J.-L. Ro
h et G. Villard

ENSIMAG 1995



2



TABLE DES MATI

�

ERES 3

Table des mati�eres

1 Introdu
tion �a Maple 7

1.1 Maple : un syst�eme de 
al
ul formel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.2 Pr�esentation de Maple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.2.1 L'interpr�eteur Maple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.2.2 Cal
uler ave
 des symboles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.2.3 Pr�e
isions sur la syntaxe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.2.4 Les op�erateurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.2.5 Les instru
tions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

1.2.6 Instru
tion 
onditionnelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

1.2.7 Les stru
tures de donn�ees . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

1.3 Les fon
tions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

1.3.1 D�e
laration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

1.3.2 Compl�ement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

1.4 Manipulation des expressions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

1.4.1

�

Evaluation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

1.4.2 Conversion des stru
tures de donn�ees . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

1.4.3 Simpli�
ation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

1.4.4 Repr�esentation des expressions : les fon
tions op, nops et whattype . . . . . . 34

1.4.5 Modi�
ation des expressions : les fon
tions subsop et subs . . . . . . . . . . . 35

1.4.6 Appliquer une fon
tion sur tous les �el�ements d'une stru
ture de donn�ees : la

fon
tion map . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

1.5 Les fon
tions de la biblioth�eque de Maple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

1.5.1 Aide en ligne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

1.5.2 Organisation de la biblioth�eque Maple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

1.5.3 Alg�ebre lin�eaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

1.5.4 Sortie graphique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

1.6 Comment faire pour. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

1.6.1 . . . mesurer les performan
es d'un algorithme . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

1.6.2 . . . �e
rire une page d'aide sous Maple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

1.6.3 . . . �etudier un algorithme d'une fon
tion de la biblioth�eque . . . . . . . . . . . 40

2 Alg�ebre lin�eaire 41

2.1 Fon
tionnalit�es de base . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

2.1.1 Initialisation et �evaluation de matri
es . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

2.1.2 Constru
tion de matri
es, sous-matri
es . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

2.1.3 Op�erations �el�ementaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

2.1.4 Limitations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45



4 TABLE DES MATI

�

ERES

2.2 Syst�emes lin�eaires et inversion de matri
es . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

2.2.1 M�ethode de Bareiss . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

2.2.2 M�ethode p-adique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

2.3 Valeurs propres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

2.4 Formes 
anoniques : similitude . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

2.5 Formes 
anoniques : �equivalen
e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

2.5.1 Premi�eres notions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

2.5.2 Premi�eres notions de 
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Chapitre 1

Introdu
tion �a Maple Thierry Gautier

1.1 Maple : un syst�eme de 
al
ul formel

Les di��erents livres surMaple d�e�nissent 
elui-
i 
omme un environnement de 
al
ul math�ematique.

Qu'est-
e qu'un environnement de 
al
ul math�ematique sur un ordinateur? Dans les exemples de


e 
hapitre nous allons en montrer deux aspe
ts. Premi�erement, Maple permet de faire du 
al-


ul num�erique 
omme tous les langages 
lassiques (Fortran, Pas
al) et poss�ede aussi des fon
tions

beau
oup plus �evolu�ees. Ensuite, un tel logi
iel permet de manipuler des expressions tr�es g�en�erales


omme des polynômes, des s�eries formelles et aussi des syst�emes d'�equations di��erentielles ou

des programmes. Le regroupement, dans un même environnement, de 
es deux outils de 
al
ul

num�erique et symbolique, asso
i�es �a des outils graphiques �evolu�es, fait l'originalit�e et la puissan
e

de 
e type de logi
iel.

Nous allons, dans 
e premier 
hapitre, pr�esenter Maple �a travers des exemples. Ces exemples,

bien que parfois na��fs, doivent permettre au d�ebutant de se familiariser ave
 les prin
ipales notions

et de mâ�triser un 
ertain nombre de fon
tionnalit�es de base. Ils permettront aussi de montrer la

di��eren
e entre les possibilit�es de Maple et 
elles de Pas
al. Si la manipulation symbolique des

expressions est quelque 
hose de tr�es puissant, en
ore faut-il pouvoir simpli�er 
es expressions et

les 
omparer entre elles. Nous terminerons 
es exemples sur un paradigme de l'utilisation de tels

environnements de 
al
ul math�ematique : ils ne se substitueront jamais �a l'�etude d'un probl�eme

avant sa (( r�esolution )).

Cal
ul formel et 
al
ul num�erique

Soit l'�equation x

2

+ 12x � 5, quelles sont ses ra
ines? Ave
 un programme �e
rit en Pas
al il

est possible de les 
al
uler num�eriquement, ave
 une erreur de l'ordre de 10 
hi�res signi�
atifs on

obtiendrait le r�esultat suivant :

x

0

� �12:40312424; x

1

� 0:4031242374:

Ave
Maple, si on demande la r�esolution de 
ette �equation (le symbole > est le (( prompt )) indiquant

que l'on travaille sous Maple) par la fon
tion solve qui retourne une liste des solutions

1

:

> solve(x^2 + 12*x - 5) ;

On obtient le r�esultat (sqrt = square root = ra
ine 
arr�ee) :

-6 + sqrt(41), -6 - sqrt(41)

1. dans 
e 
as simple
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La r�esolution de 
ette �equation est exa
te, le r�esultat obtenu n'est pas une approximation

num�erique, mais une repr�esentation formelle de la solution sous forme de radi
aux.

Un environnement de 
al
ul math�ematique manipule des objets (entiers, rationnels, polynômes,

s�eries. . . ) de mani�ere formelle ; on appelle aussi 
es logi
iels des syst�emes de 
al
ul formel. La

fra
tion rationnelle 1002=13 ne sera pas appro
h�ee, 
omme en Pas
al, soit par le quotient de la

division eu
lidienne des entiers, soit par un d�eveloppement d�e
imal de la forme 77:07692 : : : ave


un 
ertain nombre de 
hi�res :

> 1002/13;

1002

----

13

N�eanmoins, on peut for
er une �evaluation num�erique par la fon
tion evalf (eval 
oating point)

qui retourne une approximation num�erique de son argument :

> evalf(1002/13);

77.07692308

En rajoutant un se
ond argument (qui est optionnel), on peut aussi pr�e
iser le nombre de 
hi�res

de l'approximation num�erique :

> evalf(1002/13, 50) ; # ave
 50 
hiffres !!!

77.076923076923076923076923076923076923076923076923

Sur la ligne Maple 
i-dessus, le symbole # signale un d�ebut de 
ommentaire, 
e 
ommentaire se

�nissant ave
 la ligne.

Cette repr�esentation formelle des objets a un avantage ind�eniable par rapport au 
al
ul num�erique :

au
une approximation n'�etant faite au 
ours des 
al
uls, les r�esultats ne sont pas enta
h�es d'erreurs

num�eriques.

Consid�erons la suite (
et exemple est dû �a Jean-Mi
hel Muller[40℄) :

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

a

n+1

= 111�

1130

a

n

+

3000

a

n

a

n�1

a

0

=

11

2

a

1

=

61

11
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La limite de 
ette suite est 6.

�

E
rivons un programme Pas
al qui aÆ
he les approximations

num�eriques des it�er�es su

essifs. Les treize premi�eres valeurs sont reproduites dans la table 1.1.1.

n valeur 
al
ul�ee

0 5:500000000000000

1 5:545454545454546

2 5:590163934426229

3 5:633431085043981

4 5:674648620510027

5 5:713329052378342

6 5:749120919664605

7 5:781810919824309

8 5:811314226859892

9 5:837656352257866

10 5:860948153832368

11 5:881319751541142

12 5:898177025615013

Table 1.1.1 Convergen
e

de la suite vers 6.

n valeur 
al
ul�ee

13 5:897965247556456

14 5:647011084038567

15 0:968339944529745

16 �507:321605162467449

Table 1.1.2 Changement du


omportement de la suite.

n valeur 
al
ul�ee

17 107:120635232806222

19 100:023518606060165

21 100:000083852795825

23 100:000000299887063

25 100:000000001074625

27 100:000000000003865

29 100:000000000000014

30 100:000000000000000

Table 1.1.3 Convergen
e

vers une autre limite.

Initialement, la suite semble 
onverger vers 6, mais �a partir de a

13

la suite d�e
rô�t jusqu'�a des

valeurs (
ompl�etement erron�ees

2

) (table 1.1.2). Ensuite la suite semble 
onverger vers une autre

2. Les nombres manipul�es i
i ne sont que des approximations num�eriques, aussi sont-ils for
�ement faux. Mais dans


e 
as au
un 
hi�re n'est 
orre
t, la perte de pr�e
ision est 
ompl�ete.
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limite qui est 100 (table 1.1.3). Que s'est-il pass�e?

n valeur 
al
ul�ee approximation num�erique

0

11

2

5:500000000

1

61

11

5:545454545

2

341

61

5:590163934

3

1921

341

5:633431085

4

10901

1921

5:674648621

.

.

.

.

.

.

.

.

.

12

14281397141

2420922961

5:899153906

13

84467679721

14281397141

5:914524951

14

500702562701

84467679721

5:927741408

15

2973697798081

500702562701

5:939050485

16

17689598897861

2973697798081

5:948687492

17

105374653934041

17689598897861

5:956870732

.

.

.

.

.

.

.

.

.

29

222005242295348836415401

37031917801711988686421

5:994970163

30

1331100131197477539976781

222005242295348836415401

5:995804952

.

.

.

.

.

.

.

.

.

Table 1.1.4 Valeurs rationnelles 
al
ul�ees sous Maple et leurs approximations num�eriques.

Si, de la même fa�
on que le programme Pas
al, on �e
rit un programmeMaple qui 
al
ule les it�er�es

su

essifs en arithm�etique rationnelle, on obtient les valeurs de la table 1.1.4. La valeur de a

100

est :

3919911780443470697630731873534775187362173746498050984709582036730929382067381

653318631388679958306808321275343473365006007205019222633302014072286448118001

dont une approximation num�erique est 5:999999988 : : : Sous Maple et en utilisant des rationnels,

la suite semble 
onverger vers 6.

Bien entendu, si enMaple on utilise aussi l'arithm�etique r�eelle (ave
 un nombre �x�e de 
hi�res

signi�
atifs, par exemple 100), alors le ph�enom�ene observ�e ave
 le programme Pas
al se reproduira

toujours. Le probl�eme vient de la repr�esentation des nombres r�eels (un nombre �x�e de 
hi�res) qui

provoque des erreurs d'approximation, et de la nature tr�es instable du point �xe de la suite. En

utilisant les rationnels de Maple, le 
al
ul est exa
t, mais la taille de 
ha
un des it�er�es devient

de plus en plus grande et les op�erations arithm�etiques de plus en plus 
oûteuses en temps et en

o

upation m�emoire.

Cal
ulons les points �xes de la suite. Ceux-
i sont solutions de l'�equation x = 111�

130

x

+

3000

x

2

,

soit :

> solve(x = 111-1130/x+3000/(x*x)) ;

100,5,6

les points �xes sont a

0

= 100, a

00

= 5 et a

000

= 6 (on pouvait se douter que 100 et 6 �etaient solu-

tions). Maple �etant un logi
iel qui 
ontient des algorithmes de r�esolution d'�equations r�e
urrentes,

utilisons-les :

> rsolve( { a(n+1) = 111 - 1130/a(n) + 3000/a(n)/a(n-1), a(0)=11/2, a(1)=61/11 } , a(n) );
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61 1130 3000

rsolve({a(1) = ----, a(n + 1) = 111 - ---- + -------------, a(0) = 11/2}, a(n))

11 a(n) a(n) a(n - 1)

La fon
tion rsolve admet deux param�etres : le premier est un ensemble (entre les a

olades {...}),

le se
ond est le terme g�en�eral de la suite dont on 
her
he une forme expli
ite. Pour 
et exemple,

Maple ne peut pas d�eterminer une forme expli
ite, et la valeur retourn�ee est une expression non

�evalu�ee de l'appel �a la fon
tion

3

. Certaines fon
tions Maple a

eptent 
e type d'expressions non

�evalu�ees 
omme, par exemple, la fon
tion asympt qui permet de 
al
uler un d�eveloppement asymp-

totique d'une fon
tion �a une variable. Le le
teur pourra v�eri�er queMaple (au moins 
ette version

V.3) n'arrive pas �a 
al
uler un tel d�eveloppement.

Nous arrêtons i
i la 
omparaison ave
 le 
al
ul num�erique �a travers Pas
al. Les moyens mis

en �uvre en 
al
ul num�erique et en 
al
ul formel sont de natures di��erentes. Le num�eri
ien va


her
her �a dis
r�etiser le probl�eme avant de le r�esoudre (en utilisant une repr�esentation dis
r�ete

des nombres r�eels). En 
al
ul formel, on va 
al
uler une solution par un algorithme dire
t (( plus

math�ematique )). Cela se r�ev�ele au travers des algorithmes utilis�es : les m�ethodes de r�esolution

num�erique sont g�en�eralement des m�ethodes it�eratives, souvent plus stables num�eriquement, et qui

utilisent des propri�et�es sur les stru
tures de donn�ees obtenues apr�es dis
r�etisation (
f. gradient


onjugu�e qui n'utilise que l'op�eration (( produit matri
e-ve
teur ))). Ces m�ethodes sont rapides

mais parfois in
apables de r�esoudre 
ertains probl�emes �a 
ause de leurs mauvais 
onditionnements

num�eriques. Les m�ethodes du 
al
ul formel sont it�eratives (m�ethode de Newton sur des s�eries) ou

dire
tes (pas de probl�eme de stabilit�e num�erique). En revers de m�edaille, si elles sont exa
tes et ne

sont pas sujettes �a des erreurs num�eriques, elles sont plus lentes.

Il ne faut pas s'attendre au (( mira
le )) ave
 un logi
iel de 
al
ul formel tel que Maple. Ce type

de logi
iel ne rempla
era pas l'�etude math�ematique en amont de la r�esolution d'un probl�eme. Par


ontre, une fois l'�etude faite, 
e type de logi
iel permet de mener �a bien une r�esolution.

Une appro
he dire
te et na��ve 
omme nous l'avons entrepris sur l'exemple de la suite montre les

limitations des appro
hes purement num�eriques et purement symboliques (exemple de la fon
tion

rsolve). Maple, Mathemati
a ou tout autre syst�eme de 
al
ul formel sera toujours limit�e par

la puissan
e de ses algorithmes.

Cal
ul symbolique

Un logi
iel de 
al
ul formel 
omme Maple est avant tout un formidable outil de manipulation

d'expression. L'une des appli
ations industrielles d'un tel outil est la g�en�eration de 
ode de 
al-


ul num�erique pour la r�esolution d'un probl�eme physique : par une manipulation symbolique des

�equations g�en�erales qui r�egissent 
e syst�eme physique, et ave
 la des
ription d'un 
as parti
ulier,

un tel syst�eme est 
apable de g�en�erer un 
ode num�erique adapt�e et plus performant qu'un 
ode

num�erique pour des probl�emes g�en�eraux.

Montrons sur quelques exemples les 
apa
it�es de 
al
ul symbolique de Maple. Par exemple,


her
hons �a simpli�er l'expression

P

10

i=1


os(

i�

10

). Si l'on rentre sous Maple 
ette expression :

> sum(
os(i*Pi/10),i=1..10);

3. La forme g�en�erale est a

n

=

�100

n+1

+�6

n+1

+
5

n+1

�100

n

+�6

n

+
5

n

. Les 
onditions initiales 
hoisies donnent par exemple (�, � et


 �etant d�e�nies �a une 
onstante multipli
ative pr�es) � = 0, � = 
 = 1. De plus, 100 est point �xe stable alors que 6

et 5 sont instables.
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on obtient la valeur :

-1

Nous verrons dans le paragraphe 1.4.3 que Maple simpli�e toutes les expressions qui sont entr�ees.

Il fait même plus que 
ela : toutes les expressions simpli��ees peuvent être m�emoris�ees et r�eutilis�ees

de mani�ere tr�es eÆ
a
e. Cela permet d'utiliser moins de m�emoire (partage des sous-expressions


ommunes) et, parfois, moins de temps de 
al
ul.

Mais la simpli�
ation d'expressions est un probl�eme diÆ
ile. Qu'est-
e qu'une forme simpli��ee

d'une expression? Cela peut être une forme ayant un nombre minimum de termes. Ou bien, dans

le 
as d'une fra
tion rationnelle, sa forme r�eduite, ou sa d�e
omposition en �el�ements simples.

Reprenons l'�equation qui donne les points �xes de la suite d�e�nie auparavant et introduisons

un param�etre e : 111�

1130

x

+

3000

x

2

= (x� e). Nous allons 
onstruire un exemple simple, qui 
onsiste

�a 
al
uler les solutions de 
ette �equation en fon
tion du param�etre e, puis ensuite nous �xerons sa

valeur �a 0. Par 
ontinuit�e des ra
ines de 
ette nouvelle �equation en fon
tion de e, nous devrions

retrouver les solutions pr�e
�edentes (100; 5; 6).

Comme pr�e
�edemment, 
her
hons les ra
ines en fon
tion de e �a l'aide de la fon
tion solve.

Le deuxi�eme param�etre de la fon
tion solve permet de pr�e
iser par rapport �a quelle in
onnue (ou

variable) on 
her
he les solutions. Le r�esultat est sto
k�e dans la variable r par l'a�e
tation (symbole

:=) du r�esultat de la fon
tion :

> r := solve( 111 -1130/x + 3000/x^2 = (x-e), x);

on obtient alors le r�esultat :

1/3

r := %1 - %2 + 37 + 1/3 e,

1/3 1/2 1/3

- 1/2 %1 + 1/2 %2 + 37 + 1/3 e + 1/2 I 3 (%1 + %2),

1/3 1/2 1/3

- 1/2 %1 + 1/2 %2 + 37 + 1/3 e - 1/2 I 3 (%1 + %2)

2 3

%1 := 31248 + 3542/3 e + 37/3 e + 1/27 e

2 3 1/2

+ 5/9 (- 2392347 + 2971926 e + 81573 e + 360 e )

2

- 2977/3 - 74/3 e - 1/9 e

%2 := --------------------------

1/3

%1

Le r�esultat n'est pas des plus 
on
is : les trois premi�eres lignes d�e
rivent les solutions (s�epar�ees par

une virgule) de l'�equation. Les symboles %1 et %2 renvoient �a des sous-expressions 
ommunes qui

sont d�e�nies par les a�e
tations %1 := 31248 ... (sur deux lignes !) et %2 := ....

R�e
up�erons la troisi�eme solution (on a

�ede, 
omme dans un tableau, au troisi�eme �el�ement de

r - on verra plus tard que r est une (( s�equen
e d'expressions )) s�epar�ees par des virgules) :

> r3 := r[3℄ ;
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2

1/3 - 2977/3 - 74/3 e - 1/9 e

r3 := - 1/2 %1 + 1/2 -------------------------- + 37 + 1/3 e

1/3

%1

/ 2\

1/2 | 1/3 - 2977/3 - 74/3 e - 1/9 e |

- 1/2 I 3 |%1 + --------------------------|

| 1/3 |

\ %1 /

2 3

%1 := 31248 + 3542/3 e + 37/3 e + 1/27 e

2 3 1/2

+ 5/9 (- 2392347 + 2971926 e + 81573 e + 360 e )

et utilisons la fon
tion simplify de Maple :

> simplify( r3 );

2/3 2 1/3 1/3 1/2 2/3

1/6 (- %1 - 8931 - 222 e - e + 222 %1 + 2 e %1 - I 3 %1

1/2 1/2 1/2 2 / 1/3

+ 8931 I 3 + 222 I 3 e + I 3 e ) / %1

/

2 3

%1 := 843696 + 31878 e + 333 e + e

2 3 1/2

+ 15 (- 2392347 + 2971926 e + 81573 e + 360 e )

Il n'est pas �evident que le r�esultat soit plus simple. Nous verrons dans le paragraphe 1.4.3 di��erentes

dire
tives pour aider Maple �a simpli�er dans le sens que nous souhaiterons.

Continuons ave
 la ra
ine r3 et �xons la valeur du param�etre e �a 0 :

> e := 0 ;

e := 0

> print( r3 );

1/3 2977 1/2 / 1/3 2977 \

- 1/2 %1 - ------- + 37 - 1/2 I 3 |%1 - -------|

1/3 | 1/3|

6 %1 \ 3 %1 /

1/2

%1 := 31248 + 5/9 (-2392347)

Le r�esultat devrait être plus simple : une �evaluation num�erique donne (le 
ara
t�ere " est asso
i�e �a

la valeur de retour de la derni�ere fon
tion �evalu�ee par Maple) :

> evalf(") ;

-8

6.000000000 - .87*10 I



14 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

�

A MAPLE

Sur 
e 
rit�ere num�erique, on peut supposer que r3 a pour valeur 6, reste �a le v�eri�er formellement

4

.

Il semble que la valeur de l'expression de la variable r3 soit

5

6. Essayons de simpli�er 
ette

expression :

> simplify( r3 );

2/3 1/3 1/2 2/3 1/2

%1 + 8931 - 222 %1 + I 3 %1 - 8931 I 3

- 1/6 -----------------------------------------------------

1/3

%1

1/2

%1 := 843696 + 13395 I 3

Le r�esultat est loin d'être simple. Essayons de 
omparer 
ette expression �a la valeur 6 (la 
ommande

evalb permet de for
er l'�evaluation d'expression bool�eenne, i
i repr�esent�ee par le test d'�egalit�e =) :

> evalb( r3 = 6 );

false

Que penser de 
e
i ? Maple semble r�epondre (un peu trop) rapidement, puisqu'en utilisant la

fon
tion radnormal de la biblioth�equeMaple (pour 
al
uler une forme (( normale )) d'une expression


ontenant des (( radi
aux ))), on obtient la valeur d�esir�ee :

> readlib( radnormal ) ; # afin de 
harger en memoire 
ette fon
tion

> radnormal( r3 );

6

En�n, si l'on suppose que Maple 
al
ule juste (
e qui n'est pas toujours �evident, au regard de

la valeur false retourn�ee pr�e
�edemment), alors l'expression de r3 est bien 6. Comment d�e
ider?

La simpli�
ation et l'�egalit�e d'expressions sont des probl�emes tr�es diÆ
iles (insistons l�a-dessus !).

Maple, 
omme les autres logi
iels de 
al
ul formel, est un outil tr�es puissant et en perp�etuelle

�evolution. Il est tout �a fait normal qu'il reste quelques erreurs

6

. Moralit�e : penser �a v�eri�er que

toutes les simpli�
ations possibles ont �et�e e�e
tu�ees avant de se 
onvain
re d'un r�esultat.

1.2 Pr�esentation de Maple

Maple a �et�e 
on�
u vers 1980 par des 
her
heurs de l'universit�e de Waterloo (Canada) : K.

Geddes, G. Gonnet, B. Char. L'ar
hite
ture du syst�eme est modulaire, ave
 un noyau de base et

une librairie �e
rite dans le langage d�e�ni par Maple. Dans 
ette se
tion, nous allons pr�esenter le

langage o�ert par Maple.

Maple est un syst�eme intera
tif. Chaque instru
tion tap�ee par l'utilisateur est imm�ediatement

ex�e
ut�ee. Ce fon
tionnement est 
elui d'un (( interpr�eteur )).

4. Des m�ethodes num�eriques permettent de d�e
ider si la valeur que l'on 
al
ule est bien 6, pour peu que l'on sa
he


al
uler une borne sur le nombre de 
hi�res signi�
atifs qu'il faut utiliser au 
ours de l'�evaluation. En utilisant une

(( arithm�etique d'intervalle )), il serait possible d'�evaluer 
ette expression en en
adrant le r�esultat �nal par des bornes

(( au pire )) : 
ela ne permet pas de d�e
ider mais permet de valider le r�esultat obtenu.

5. Rappelons que l'exemple a �et�e 
onstruit pour qu'il en soit ainsi.

6. Comme dans tout d�eveloppement logi
iel important, il y a toujours des erreurs. L'important est de les 
erner,

puis de les 
orriger.
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1.2.1 L'interpr�eteur Maple

Une fois Maple lan
�e, le logi
iel est en attente d'une 
ommande (attente signal�ee par le 
a-

ra
t�ere > ) entr�ee par l'utilisateur. Une 
ommande peut être une expression arithm�etique, un appel

de fon
tion ou une d�e
laration de fon
tion. Une fois la 
ommande analys�ee et les erreurs syntaxiques

d�ete
t�ees, Maple l'ex�e
ute imm�ediatement (
f. �gure 1.1), aÆ
he le r�esultat et se remet en attente

d'une nouvelle 
ommande.

Analyse Analyse 


ommande

r�esultat

r�esultat

Ex�e
ution

Compilation

Code ex�e
utable

programme

Ex�e
ution

Fig. 1.1 { Fon
tionnement d'un interpr�eteur par rapport �a un 
ompilateur.

Le langage de Maple est la d�e�nition d'une syntaxe (pro
he de 
elle de Pas
al), de mots-
l�es

(
omme les stru
tures (( 
lassiques )) de 
ontrôle) et d'une s�emantique d'�evaluation des expressions.

Mais 
'est aussi un ensemble de stru
tures de donn�ees pour la repr�esentation et la manipulation

d'objets 
omplexes (
f. paragraphe 1.2.7).

Nous n'approfondirons pas la s�emantique de toutes les 
onstru
tions syntaxiques (voir les

manuels de Maple). G�en�eralement il s'agit de la (( s�emantique math�ematique ))

7

. Mais nous

d�etaillerons la s�emantique d'�evaluation de 
ertaines stru
tures de donn�ees et surtout la s�emantique

du passage des param�etres d'une fon
tion. La d�e�nition et l'appel d'une fon
tion seront �etudi�es au

paragraphe 1.3.

1.2.2 Cal
uler ave
 des symboles

En Maple, la d�e
laration des variables est automatique (sauf pour les tableaux) lors de leur

utilisation dans des expressions. Le langage n'est pas typ�e 
omme peut l'être Pas
al, mais 
haque

expression a un type interne asso
i�e �a sa stru
ture de donn�ees. Nous �etudierons les 
onversions entre

7. ou (( s�emantique du bon sens ))
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stru
tures de donn�ees au paragraphe 1.4, nous verrons aussi les di��erentes fon
tions de simpli�
ation

et de manipulation asso
i�ees. Leur repr�esentation interne sera abord�ee dans le paragraphe 1.4.4.

L'�evaluation d'une variable non asso
i�ee �a une valeur est la 
hâ�ne de 
ara
t�eres qui la repr�esente.

On parle alors d'un symbole. D�es que l'on asso
ie une expression �a une variable (en l'a�e
tant),

l'�evaluation de 
elle-
i est l'�evaluation de l'expression qui lui est a�e
t�ee (le symbole est alors atta
h�e

�a une valeur). Une variable peut être d�e-assign�ee, son �evaluation est alors la 
hâ�ne de 
ara
t�eres

qui la d�e�nit.

> a := x + y ;

a := x + y

> x := 2 ; # asso
iation a x d'une valeur

x := 2

> a ; # evaluation de a

2 + y

> readlib ( unassign ) ; # 
omme pour la fon
tion radnormal de l'exemple au-dessus

> unassign( 'x' );

> a;

x + y

La fon
tion unassign est une fon
tion qui n'est pas automatiquement 
harg�ee (
f. fon
tions de

la biblioth�eque). Pour l'utiliser il faut entrer readlib( unassign ) . Voir le paragraphe 1.5


on
ernant la biblioth�eque Maple.

On peut aussi d�e-assigner une variable en l'a�e
tant �a son symbole (son nom) ! En e�et, l'a�e
-

tation a := <expr> provoque l'�evaluation de l'expression expr puis son a�e
tation �a la variable a.

Si l'on entre a := a, alors que a est d�ej�a a�e
t�ee, 
ela ne mar
he pas puisque l'�evaluation du a �a

droite de l'a�e
tation retourne sa valeur qui est r�e-a�e
t�ee �a la variable a. En Maple il existe un

op�erateur qui permet de bloquer une (et une seule) �evaluation d'expression : il suÆt d'entrer une

expression entre les symboles (( ' )) (quote, ou apostrophe).

> x:=2 ;

x := 2

> y:=3;

y := 3

> a := x+y ;

a := 5

> a := 'x+y'; # on differe l'evaluation de x+y qui devrait etre 5

a := x + y

> a; # l'evaluation de a est l'evaluation de l'expression qui lui est asso
iee

5

> x := 'x' : # de-affe
tation de x

> a ; # evaluation de a

x + 3

Ce m�e
anisme, qui 
onsiste �a manipuler des symboles et �eventuellement leur atta
her des ex-

pressions, 
oupl�e �a une s�emantique d'�evaluation, est �a la base du 
al
ul symbolique. Ce m�e
anisme

est aussi �a la base du langage Lisp.
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1.2.3 Pr�e
isions sur la syntaxe

Constantes et 
hâ�nes de 
ara
t�eres

Les 
onstantesMaple sont les 
onstantes num�eriques et les 
hâ�nes de 
ara
t�eres. Une 
onstante

num�erique est un entier, un rationnel ou un nombre r�eel.

Exemple :

> 12345678910111213141516171819202122232425262728 ; # 
'est un entier

12345678910111213141516171819202122232425262728

> - " / 345 ; # formation d'un rationnel a partir du resultat pre
edent (symbole ")

12345678910111213141516171819202122232425262728

- -----------------------------------------------

345

> b := `
e
i est une 
haine de 
ara
teres`;

b := 
e
i est une 
haine de 
ara
teres

Les 
hâ�nes de 
ara
t�eres sont s�epar�ees par le 
ara
t�ere (( ` )) (attention 
e n'est pas le même symbole

que le quote (( ' )) du paragraphe 1.2.2). On peut 
on
at�ener deux 
hâ�nes de 
ara
t�eres ave
 la

fon
tion 
at : 
at( `qwerty`, `azerty`); retourne la 
hâ�ne de 
ara
t�eres `qwertyazerty`.

Le nombre de 
hi�res de 
es nombres est arbitraire. Par d�efautMaple 
al
ule ave
 des nombres

r�eels sur 10 
hi�res signi�
atifs. Pour 
hanger 
e nombre, il suÆt d'a�e
ter une nouvelle valeur �a

la variable (globale) Digits.

Exemple :

> Digits ; # Evaluation de la variable `Digits`

10

> evalf(Pi); # Pi : 
onstante predefinie en Maple

3.141592654

> Digits := 30;

Digits := 30

> evalf(Pi);

3.14159265358979323846264338328

La table suivante r�esume les prin
ipales 
onstantes math�ematiques pr�e-d�e�nies sous Maple :


onstantes nom sous Maple

vrai, faux true, false

� Pi

e E

i =

p

�1 I, (-1)^(1/2)

1 infinity


 (
onstante d'Euler) gamma

Table 1.2.5 Prin
ipales 
onstantes math�ematiques pr�e-d�e�nies.
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Les variables

Les variables sont des suites de 
ara
t�eres 
ommen�
ant par une lettre ou le 
ara
t�ere _ (soulign�e),

suivi de lettres, du 
ara
t�ere _ ou de 
hi�res.

Exemple :

> une_variable ;

une_variable

> _a12;

_a12

> _ := 4;

_ := 4

Remarque : les noms des variables propres �a Maple 
ommen�
ant par un 
ara
t�ere soulign�e (_), il

est 
onseill�e de ne pas d�e
larer ses variables par des noms qui 
ommen
ent par 
e 
ara
t�ere.

Toutes les instru
tions Maple retournent une expression qui est leur (( �evaluation )) (
f. para-

graphe 1.4.1). Comme le montre l'exemple 
i-dessus, l'�evaluation d'une variable non a�e
t�ee est la

variable elle-même. Par exemple :

i> une_
haine := `
e
i est une 
haine de 
ara
teres` ; # une affe
tation

une_
haine := 
e
i est une 
haine de 
ara
teres

> a := 123*x +2 ; # une autre affe
tation

a := 123 x + 2

> a + une_
haine ; # une addition

123 x + 2 + 
e
i est une 
haine de 
ara
teres

Peu importe le sens des expressions manipul�ees, la 
onstru
tion de la derni�ere expression est

syntaxique. Ce probl�eme est 
ara
t�eristique de deux 
on
eptions d'un langage : pouvoir d'expressi-

vit�e (
omme Maple) et �abilit�e des 
onstru
tions syntaxiques (par exemple, Pas
al). C'est 
e qui

fait la (( fa
ilit�e d'utilisation )) de Maple, mais aussi sa faiblesse dans la 
on
eption de fon
tions

de biblioth�eques.

S�eparateur d'instru
tions, 
ara
t�ere ", 
ommentaire

N�eanmoins, il est possible de 
ontrôler la valeur retourn�ee par une expression. Suivant le 
a-

ra
t�ere de terminaison d'une instru
tion, le 
omportement est di��erent :

(( inst1 ; )) : l'expression asso
i�ee �a l'instru
tion inst1 est aÆ
h�ee �a l'�e
ran, 
omme 
i-dessus.

(( inst2 : )) : l'expression n'est pas aÆ
h�ee �a l'�e
ran :

> b:=12222112:

> # pas d'affi
hage du resultat

Maple m�emorise dans une variable sp�e
iale la derni�ere expression �evalu�ee. On y a

�ede par le


ara
t�ere (( " )) (guillemet) :

> 10!; # '!' 
ara
tere de la fa
torielle
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3628800

> ifa
tor( " ); # fa
torisation de l'entier 3628800

8 4 2

(2) (3) (5) (7)

> deux := 2:

> " ; # re-evaluation du dernier resultat

2

De même, les 
hâ�nes de 
ara
t�eres (( "" )) (deux guillemets) et (( """ )) (trois guillemets) 
orres-

pondent aux p�enulti�eme et ant�ep�enulti�eme r�esultats.

Le 
ara
t�ere # (di�ese) marque le d�ebut d'un 
ommentaire Maple qui se termine �a la �n de la

ligne.

1.2.4 Les op�erateurs

L'op�erateur le plus important est l'op�erateur d'a�e
tation : var := expression . Nous l'avons

d�ej�a ren
ontr�e et il n'y a rien �a ajouter si 
e n'est que l'op�erande de droite (expression) est �evalu�e

avant a�e
tation �a la variable var.

Maple d�e�nit un ensemble d'op�erateurs arithm�etiques standards (voir table 1.2.6). Ces op�erateurs

a

eptent des arguments num�eriques (entiers, r�eels,. . . ), mais aussi des expressions plus g�en�erales.

La pr�e
�eden
e des 
es op�erateurs 
orrespond �a la pr�e
�eden
e des (( standards )) : (( a + b * 
 ))

est 
ompris 
omme a + (b * 
). En 
as d'ambigu��t�e il est n�e
essaire de for
er l'asso
iativit�e des

op�erateurs par l'utilisation de parenth�eses. Cet op�erateur * de multipli
ation est 
ommutatif. Nous

verrons plus tard le symbole de l'op�erateur de la multipli
ation matri
ielle.

op�erateur symbole exemple

addition + 2 + 3

soustra
tion - -2 - 3

multipli
ation * x * y * 5

division / x / 123

exponentiation ^ ou ** 10^(-5)

fa
torielle ! 123!

valeur absolue abs(...) abs( -521.9 )

arrondi �a l'entier le plus pro
he round(...) round( -521.2 )

plus petit entier plus grand que a 
eil( a ) 
eil( -521.2 )

plus grand entier plus petit que a floor( a ) floor( -521.2 )

arrondi vers 0 trun
(...) trun
( -521.2 )

Table 1.2.6 Sommaire des op�erateurs arithm�etiques.

Dans le 
as des arguments non num�eriques, l'�evaluation de 
es op�erateurs est, g�en�eralement, la

fon
tion en entr�ee (
omme dans l'exemple de l'a�e
tation de l'expr 
i-dessous).

Exemple :

Outre les �eventuelles simpli�
ations, on remarquera queMaple aÆ
he di��eremment les expressions

entr�ees : le symbole de multipli
ation est supprim�e.

> x+y * z ; # 
onstru
tion d'une expression polynomiale

x + y z
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> expr:= 
eil( " - x^2 ) ;

2

expr := 
eil(x + y z - x )

> x:= Pi ; y := exp(1) ; z := 0.1 ;

x := Pi

y := exp(1)

z := .1

> print(expr) ;

-6

En plus de 
es op�erateurs (( arithm�etiques )), Maple d�e�nit (table 1.2.7) des op�erateurs rela-

tionnels et bool�eens.

op�erateur symbole exemple

�egalit�e = 2 = 3

di��erent de <> x <> y+2

inf�erieur �a < x^2 < 5

sup�erieur �a > x > 123

inf�erieur ou �egal �a <= -10 <= 5

sup�erieur ou �egal �a >= -10 >= 5

(( et )) logique and (a < b) and (
 = 0)

(( ou )) in
lusif logique or (a < b) or (
 = 0)

n�egation logique not not ( (a < b) or (
 = 0) )

Table 1.2.7 Sommaire des op�erateurs relationnels et bool�eens.

Les valeurs bool�eennes false (faux) et true (vrai) sont retourn�ees par 
es op�erateurs logiques. La

pr�e
�eden
e des op�erateurs logiques est plus faible que la pr�e
�eden
e des op�erateurs relationnels (i.e.

le test a < b and 
 = 0 sera 
ompris 
omme (a < b) and (
 = 0)), mais a�n d'�eviter toute

ambigu��t�e de le
ture, il est 
onseill�e de mettre entre parenth�eses 
e type d'expressions.

1.2.5 Les instru
tions

L'it�eration

L'it�eration en Maple (l'�equivalent des stru
tures de 
ontrôle repeat until, while et for de

Pas
al) se pr�esente sous la forme suivante :

for variable

(

in expression

from valeur1 [ by pas ℄ to valeur2

while 
ondition do instru
tions od
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A part le blo
 d'instru
tions do instru
tions od tout le reste est fa
ultatif ! La table 1.2.8 montre

les 
onstru
tions �equivalentes entre Maple et Pas
al.

Maple Pas
al

for i from 1 to n do . . . od for i :=1 to n do begin . . . end

while 
ondition do . . . od while 
ondition do begin . . . end

do . . . if 
ond then break (ou exit ) � od repeat . . . until 
ond

Table 1.2.8

�

Equivalen
e entre Maple et Pas
al des instru
tions d'it�erations.

Montrons sur des exemples les utilisations les plus 
ourantes.

Exemple :

Cal
ul de la somme des 
arr�es des termes de la somme p suivante.

> p := x+y+z;

p := x + y + z

> s:=0 : for i in p do s := s + i^2 od : s ;

2 2 2

x + y + z

Exemple :

Remplissons une matri
e d'ordre 4 par des valeurs al�eatoires.

> A := array(1..4,1..4) : # de
laration d'un tableau de dimension 4x4

> for i from 1 to 4 do

> for j from 1 to 4 do

> A[i,j℄ := rand(); # fon
tion qui retourne aleatoirement un entier

> od;

> od ;

> print (A);

[ 32062222085 722974121768 604305613921 745580037409 ℄

[ ℄

[ 259811952655 310075487163 797179490457 39169594160 ℄

[ ℄

[ 88430571674 960498834085 812920457916 453747019461 ℄

[ ℄

[ 644031395307 920624947349 951053530086 146486307198 ℄

1.2.6 Instru
tion 
onditionnelle

Comme Pas
al, Maple poss�ede des instru
tions 
onditionnelles. Leur syntaxe est donn�ee par

(les 
ro
hets indiquent une 
onstru
tion fa
ultative) :

if 
ond1 then inst1 [ elif 
ond2 then inst2℄ [ else int3℄ �
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La 
onstru
tion syntaxique elif permet d'embô�ter des instru
tions 
onditionnelles. On peut en

embô�ter autant qu'on le d�esire (ou plutôt autant que n�e
essaire). Par exemple :

> if var = 2 then print(`var vaut 2`) else print(`var ne vaut pas 2`); fi;

var ne vaut pas 2

> var := 2 ;

var := 2

> if var = 2 then print(`var vaut 2`) else print(`var ne vaut pas 2`); fi;

var vaut 2

> # Cal
ul de la somme des inverses des nombres premiers inferieurs a 10

> s := 0 :

> for i from 1 to 10 do if isprime(i) then s := s + 1/i fi od : s ;

247

---

210

1.2.7 Les stru
tures de donn�ees

S�equen
e d'expressions

Une s�equen
e d'expressions en Maple est une liste ordonn�ee d'objets s�epar�es par des virgules

(,), 
omme par exemple a1, a2, a3. La s�equen
e vide est repr�esent�ee par le symbole NULL.

On peut 
on
at�ener des s�equen
es par l'op�erateur (( , )), par exemple si seq1 est d�e�nie par :

> seq1 := a,b,
,d ;

seq1 := a, b, 
, d

On peut 
onstruire seq2 
omme suit :

> seq2 := seq1, x, y, d ;

seq2 := a, b, 
, d, x, y, d

Lors de l'�evaluation de l'op�erande de droite de l'a�e
tation, la variable seq1 est �evalu�ee et 
on
at�en�ee

�a la s�equen
e x, y, d. On remarquera qu'une s�equen
e peut 
ontenir des doublons (d dans l'exemple


i-dessus).

La fon
tion seq de Maple permet de 
onstruire des s�equen
es qui d�ependent d'un indi
e.

Exemple :

Construisons la suite des i

3

pour i allant de 1 �a 5, et sommons les termes en utilisant l'instru
tion

for vue pr�e
�edemment :

> seq3 := seq( i^3 , i=1..10 ) ;

seq3 := 1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512, 729, 1000

> s := 0 : for j in seq3 do s := s + j : od : s ;

3025
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Une s�equen
e d'expressions peut 
ontenir n'importe quelle expression Maple, par exemple,


onstruisons les neuf monômes x

i

y

j

pour i; j 2 f0; 1; 2g.

Exemple :

> seq4 := seq ( seq ( x^i * y^j, i=0..2), j=0..2);

2 2 2 2 2 2

seq4 := 1, x, x , y, x y, x y, y , x y , x y

On peut a

�eder au i-�eme �el�ement d'une s�equen
e par l'op�erateur d'indexation [i℄, 
omme par

exemple seq4[4℄ qui est y. Cet op�erateur n'est �a utiliser qu'en le
ture, pour modi�er un �el�ement

d'une s�equen
e il faut utiliser la fon
tion subsop (
f. paragraphe 1.4).

Les ensembles

Un ensembleMaple est d�e�ni par une s�equen
e d'expressions entour�ee d'a

olades : {a, b, 
, d}.

On peut d�e�nir des ensembles d'ensembles, alors qu'une s�equen
e de s�equen
es est une s�equen
e

(( �a plat )) : 
'est la s�equen
e des �el�ements de 
ha
une des s�equen
es.

Un ensemble est une s�equen
e d'objets sans doublon (�a la di��eren
e des s�equen
es). Un ordre,

donn�e par le syst�eme, est d�e�ni sur toutes les listes. Mais 
elui-
i peut, pour un même ensemble,

varier d'une session de travail �a une autre. Cela est dû �a la repr�esentation interne d'un ensemble

sous Maple, aussi ne faut-il pas s'y �er. Par exemple, lors d'une session un ensemble ens pourra

être repr�esent�e par {x,y,z} et lors d'une autre session par {x,z,y}.

Exemple :

> ens1 := {a, b, 
, d} ;

ens1 := {a, b, 
, d}

> ens2 := {a, b, 
, d, d};

ens2 := {a, b, 
, d}

Les op�erations ensemblistes sont :

a union b : union des deux ensembles a et b, i.e. a [ b,

a interse
t b : interse
tion des deux ensembles a et b, i.e. a \ b,

a minus b : di��eren
e des deux ensembles a et b, i.e. a n b.

Remarque : les op�erateurs union et interse
t peuvent être n-aires. Il faut alors les �e
rire sous la

forme : `union` (s1, s2, s3, ..., sn)

Exemple :

Si nous reprenons les deux variables ens1 et ens2 pr�e
�edemment d�e�nies :

> ens3 := ens1 union {x, y, z} ;

ens3 := {a, x, y, z, b, 
, d}

> ens3 union ens1 ;

{a, x, y, z, b, 
, d}

> ens3 interse
t ens1 ;

{a, b, 
, d}

> ens3 minus ens1;

{x, y, z}
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De même que pour les s�equen
es, on peut a

�eder, en le
ture seulement, �a un i-�eme �el�ement

d'un ensemble, par exemple ens3[4℄ retourne le symbole z. Voir le paragraphe 1.4 pour modi�er

un �el�ement d'un ensemble par la fon
tion subsop.

Les listes

Une liste enMaple est une suite ordonn�ee d'objets entour�ee de 
ro
hets, par exemple [a,b,
,d℄.

�

A la di��eren
e des ensembles l'ordre des �el�ements est respe
t�e.

Les listes sont pro
hes �a la fois des s�equen
es et des ensembles. Elles permettent de repr�esenter

des listes d'objets ave
 des doublons et de mani�ere r�e
ursive (liste de listes). En e�et, on peut

d�e�nir des listes de listes, 
omme pour les ensembles, alors qu'on ne le peut pas ave
 des s�equen
es.

Exemple :

D�e�nissons des listes de la même mani�ere que le premier exemple des s�equen
es.

> liste1 := [a,b,
,d℄ ;

liste1 := [a, b, 
, d℄

> liste2 := [liste1, x,y,d℄ ;

liste2 := [[a, b, 
, d℄, x, y, d℄

> liste2[1℄ ;

[a, b, 
, d℄

> liste2[2℄ ;

x

Comme pour les s�equen
es et les ensembles, on ne peut pas 
hanger un �el�ement d'une liste en

utilisant l'op�erateur d'indexation (liste[3℄ := ...). Nous verrons au paragraphe 1.4 
omment

modi�er des listes.

Les tables

Une table sous Maple est une 
olle
tion d'informations similaire au type stru
tur�e (re
ord)

de Pas
al. On appelle aussi 
e type de stru
ture de donn�ees des (( tableaux asso
iatifs )). Chaque

information est a

essible grâ
e �a une 
l�e de re
her
he (l'indi
e du tableau). Par exemple, on peut

d�e�nir une table qui asso
ie un nombre �a 
haque 
ouleur :

> 
ode_
ouleur := table( [rouge=1, blan
= -2, noir = 0, vert = 3℄ ) ;


ode_
ouleur := table([

rouge = 1

blan
 = -2

noir = 0

vert = 3

℄)

> 
ode_
ouleur[blan
℄ ;

-2
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L'op�erateur d'indexation table [ index ℄ permet de lire une entr�ee de la table, mais aussi de la

modi�er. On peut ajouter des �el�ements dans la table par une a�e
tation d'une nouvelle entr�ee :

> 
ode_
ouleur[ beige ℄ := 1/2 * Pi ;


ode_
ouleur[beige℄ := 1/2 Pi

> print( 
ode_
ouleur );

table([

rouge = 1

blan
 = -2

noir = 0

vert = 3

beige = 1/2 Pi

℄)

Les �el�ements et les indi
es peuvent être de types di��erents (nombre, variable, expression).

> 
ode_
ouleur[x+y℄ := x->sin(x) ;


ode_
ouleur[x + y℄ := sin

> print(
ode_
ouleur);

table([

rouge = 1

blan
 = -2

noir = 0

vert = 3

beige = 1/2 Pi

x + y = sin

℄)

> 
ode_
ouleur[x+y℄;

sin

Pour supprimer un �el�ement d'une table il faut supprimer l'expression asso
i�ee �a l'entr�ee 
orres-

pondante. Pour 
ela on peut utiliser la fon
tion unassign vue pr�e
�edemment (ne pas oublier les

apostrophes a�n que l'argument ne soit pas �evalu�e, 
f. paragraphe 1.3) :

> readlib ( unassign ) :

> unassign( '
ode_
ouleur[rouge℄' );

> print( 
ode_
ouleur ) ;

table([

blan
 = -2

noir = 0

vert = 3

beige = 1/2 Pi

℄)

Les tableaux

Les tableaux sont similaires aux tables, ex
ept�e que leurs indi
es sont des entiers 
ompris dans

un intervalle. La d�e
laration des tableaux se fait en pr�e
isant 
et intervalle.

> ve
t := array ( -1..1 ); # tableau ayant les indi
es -1, 0 et 1
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ve
t := array(-1 .. 1, [℄)

> ve
t[-1℄ := 0 : ve
t[1℄ := 1 : print(ve
t) ;

array(-1 .. 1, [

-1 = 0

0 = ve
t[0℄

1 = 1

℄)

On peut d�e�nir des tableaux ave
 un nombre quel
onque de dimensions, 
ha
une d'entre elles �etant

asso
i�ee �a un intervalle d'indi
es. L'a

�es �a un �el�ement d'un tableau se fait par l'op�erateur d'in-

dexation tableau [i1, i2, ..., in℄. L'exemple 
i-dessus montre une modi�
ation des �el�ements

d'indi
es �1 et 1 de la variable ve
t. L'�el�ement d'indi
e 0 n'est pas modi��e et est aÆ
h�e sous sa

forme (( litt�erale )).

Remarque importante. La s�emantique d'a�e
tation de deux tableaux (( A := B; )) est propre �a

Maple. Si on modi�e le tableau A, la modi�
ation est report�ee dans B. En fait, les deux tableaux

partagent le même espa
e m�emoire. L'a�e
tation ne 
r�ee pas une 
opie du tableau B. Pour re
opier

le tableau B et sto
ker la 
opie dans la variable A il faut �e
rire : A := 
opy(B). Cela est aussi vrai

pour les matri
es et les ve
teurs.

Les matri
es et les ve
teurs

Les tableaux sont la stru
ture de donn�ees privil�egi�ee pour toutes les fon
tions d'alg�ebre lin�eaire

de la biblioth�eque linalg. On peut pr�e
iser la stru
ture du tableau (
reux, sym�etrique, anti-

sym�etrique). Les matri
es et les ve
teurs sont des tableaux dont les indi
es 
ommen
ent �a 1. Pour

les d�e
larer, il existe des fon
tions pr�ed�e�nies :

> with(linalg) : # utilisation de la bibliotheque des fon
tions d'algebre lineaire

Warning: new definition for norm

Warning: new definition for tra
e

> A := matrix(3,3) ; # 
reation d'une matri
e de taille 3x3

A := array(1 .. 3, 1 .. 3, [℄)

> V := randve
tor(3); # 
reation d'un ve
teur aleatoire de taille 3

V := [ -85, -55, -37 ℄

Les op�erations arithm�etiques entre matri
es et ve
teurs se pr�esentent sous deux formes : fon
-

tionnelle (par exemple add (A, B), multiply (A, V)), ou op�erationnelle (A + B pour l'addition,

A &* B pour la multipli
ation). Le symbole (( &* )) utilis�e pour 
e dernier op�erateur est assez parti-


ulier et n'a pas d'expli
ation autre qu'historique, il rappelle qu'il s'agit d'une multipli
ation non


ommutative.

Toutes les op�erations arithm�etiques entre matri
es ne sont pas �evalu�ees. Si l'on veut le r�esultat

d'une expression arithm�etique 
ontenant des matri
es, il faut for
er l'�evaluation par la fon
tion

evalm (pour (( �evaluation sur des matri
es ))).

> A := randmatrix(2,2) ;B := randmatrix(2,2);
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[ -62 1 ℄

A := [ ℄

[ -47 -91 ℄

[ -47 -61 ℄

B := [ ℄

[ 41 -58 ℄

> A &* B ;

A &* B

> evalm( " );

[ 2955 3724 ℄

[ ℄

[ -1522 8145 ℄

La biblioth�eque d'alg�ebre lin�eaire 
ontient de nombreuses fon
tions qui seront d�e
rites au pa-

ragraphe 1.5.3.

1.3 Les fon
tions

1.3.1 D�e
laration

La d�e
laration d'une fon
tion a la forme suivante :

fon
 := pro
 ( param�etres )

lo
al variables lo
ales ;

option liste d'options ;

instru
tions (
orps de la fon
tion)

end

Les (( variables lo
ales )) sont des noms de variables s�epar�es par des virgules. Un seul mot 
l�e

lo
al est autoris�e. Les param�etres de la fon
tion permettent le passage d'expressions en arguments

et en retour. Toutes les fon
tions retournent une expression (�eventuellement vide). Les options ne

seront pas abord�ees i
i et nous laissons au le
teur le soin de 
onsulter le manuel de r�ef�eren
e du

langage Maple.

Par exemple, la fon
tion x 7! x

2

peut être a�e
t�ee �a la variable sqr (pour square, 
arr�e) et

r�eutilis�ee sous 
e nom :

> sqr := pro
(x) x^2 end ;

2

sqr := x -> x

> x := 2 : sqr(x+y+z);

2

(2 + y + z)

Dans la d�e�nition de la fon
tion, la variable x joue le rôle d'un param�etre formel. Lors de l'appel

d'une fon
tion de la forme f ( args ), le nom f est �evalu�e, ensuite les arguments le sont �a leur
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tour. Ils sont alors asso
i�es aux param�etres formels de la fon
tion. En�n les instru
tions du 
orps de

la fon
tion sont �evalu�ees et la derni�ere �evaluation est asso
i�ee �a la valeur de retour de la fon
tion.

La fon
tion renvoyant 
omme r�esultat la valeur de 
ette derni�ere instru
tion, il importe de bien

pla
er �a la �n de la fon
tion le r�esultat d�esir�e.

Dans l'exemple pr�e
�edent, la d�e�nition de la fon
tion sqr est rappel�ee (�evalu�ee), puis l'argument

x+y+z de sqr est �evalu�e, 
e qui donne 2+y+z, qui est ensuite asso
i�e au param�etre formel x de sqr

(
e param�etre formel x n'est pas 
onfondu par Maple ave
 la variable globale, x, qui est a�e
t�ee

�a 2). Le 
orps de la fon
tion sqr ne 
omporte qu'une instru
tion qui �el�eve au 
arr�e le param�etre

formel x. C'est 
ette derni�ere expression qui 
onstitue la valeur de retour de la fon
tion.

Exemple :

La fon
tion suivante fibo retourne le n-i�eme nombre de Fibona

i.

fibo := pro
 (n) # definition de(s) parametre(s) formel(s)

if n = 0 then 1 ;

elif n = 1 then 1 ;

else fibo(n-1) + fibo(n-2) ;

fi ;

end; # la valeur de retour sera la derniere expression

# evaluee (0 ou 1)

Exer
i
e. L'�e
riture r�e
ursive de la fon
tion fibo engendre un nombre exponentiel d'appels

r�e
ursifs. Modi�ez l'exemple a�n d'�e
rire une fon
tion utilisant une instru
tion d'it�eration.

Exer
i
e. Produit de deux matri
es par la m�ethode de Strassen-Winograd. Soient en entr�ee deux

matri
es A et B, �e
rivons une fon
tion qui retourne le produit A:B par la m�ethode rapide de

Strassen-Winograd (1973). La 
omplexit�e de 
et algorithme

8

est n

log

2

7

multipli
ations et 5n

log

2

7

�

5n

2

additions, ave
 log

2

7 � 2:807. En 
omparaison la m�ethode 
lassique requiert n

3

multipli
ations

et n

3

� n

2

additions. La m�ethode 
onsiste en la formulation suivante :

C = AB =

"

M

0

+M

1

M

0

+M

4

+M

5

�M

6

M

0

�M

2

+M

3

�M

6

M

0

+M

3

+M

4

�M

6

#

M

0

= A

1;1

B

1;1

M

1

= A

1;2

B

2;1

M

2

= A

2;2

(B

1;1

�B

1;2

�B

2;1

+B

2;2

)

M

3

= (A

1;1

�A

2;1

) (B

2;2

�B

1;2

)

M

4

= (A

2;1

+A

2;2

) (B

1;2

�B

1;1

)

M

5

= (A

1:1

+A

1;2

�A

2;1

�A

2;2

) B

2;2

M

6

= (A

1;1

�A

2;1

�A

2;2

) (B

1;1

+B

2;2

�B

1;2

)

L'exer
i
e 
onsiste en l'�e
riture d'une fon
tion r�e
ursive qui r�ealise 
ette m�ethode. On 
onsid�erera

que les matri
es en entr�ees sont 
arr�ees et de taille une puissan
e de 2.

�

Evaluez et dis
utez la per-

forman
e de votre algorithme par rapport �a l'algorithme de la fon
tion multiply de la biblioth�eque

d'alg�ebre lin�eaire. (On pourra se servir des fon
tions 
on
at et sta
k de la biblioth�eque d'alg�ebre

lin�eaire).

8. Le premier algorithme rapide est dû �a Strassen (1969). Il est de 
omplexit�e n

log

2

7

multipli
ations et 6n

log

2

7

�6n

2

additions.
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1.3.2 Compl�ement

Les fon
tionsMaple peuvent avoir un nombre quel
onque d'arguments. Les variables suivantes,

qui sont a

essibles dans le 
orps de toute fon
tion, permettent de les manipuler.

pro
name : la valeur de 
ette variable est le nom de la fon
tion.

nargs : nombre d'arguments lors de l'appel �a la fon
tion.

args : s�equen
e des nargs arguments d'appel.

Notons qu'ave
 
es variables, on pourrait d�e�nir des fon
tions ave
 au
un param�etre formel (
e

n'est pas 
onseill�e). On peut aussi retourner l'appel (fon
tion + arguments) si une op�eration de la

fon
tion n'est pas possible suivant les arguments pr�esents (
omme la fon
tion rsolve dans l'exemple

introdu
tif, page 11). Une telle fon
tion est de la forme suivante :

rsolve := pro
 ( .... ) # les parametres eventuels

lo
al pas_possible, # variable lo
ale booleenne qui vaut true si la

# resolution n'est pas possible

... ; # autres variables lo
ales

...

... # algorithme de resolution

...

if pas_possible

then

RETURN ( 'pro
name(args)' ) ;

fi ;

... # suite de l'algorithme

end:

L'instru
tion RETURN permet de sortir pr�ematur�ement de la fon
tion. L'expression en argument

de RETURN est entre apostrophes pour qu'elle ne soit pas �evalu�ee, sinon son �evaluation engendre un

appel r�e
ursif �a rsolve qu'il n'est plus possible d'arrêter (en fait le programme Maple provoque

une erreur telle que le syst�eme d'exploitation de la ma
hine l'arrête).

Exemple :

�

E
rivons une fon
tion, �a nombre quel
onque d'arguments, qui 
al
ule le maximum des �el�ements

pass�es en argument.

maxi := pro
() # au
un parametre n'est de
lare

lo
al result , # 
ontient le resultat

i ; # variable temporaire

if nargs =0 then ERROR (`et les arguments ? `) ;

else

result := args[1℄ ;

for i in nargs

do

# on pourrait rajouter un test sur le type des objets

# afin de verifier que la 
omparaison est possible

if result < args[i℄ then result := args[i℄ fi ;

od ;

result ; # evaluation de la variable lo
ale qui sera

# la valeur de retour de la fon
tion.

fi ;

end:
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Le 
omportement de 
ette fon
tion est :

> maxi(1,2,3,3,1,-2,9);

9

> maxi();

Error, (in maxi) et les arguments ?

> maxi(a,43,2);

Error, (in maxi) 
annot evaluate boolean

Exer
i
e. Rajoutez l'id�ee pr�e
is�ee dans le 
ommentaire de la fon
tion pr�e
�edente a�n de v�eri�er

le type des arguments. On pourra se servir de la fon
tion type et ne 
onsid�erer que les types

num�eriques (regarder la des
ription sous l'interpr�eteur par la 
ommande ? type[numeri
℄).

1.4 Manipulation des expressions

Toutes les 
onstru
tions syntaxiques de Maple sont des expressions. Une expression est un

graphe sans 
y
le. Chaque n�ud du graphe est �etiquet�e. Les �etiquettes sont de deux natures :

les 
onstantes ou les op�erateurs (les op�erateurs arithm�etiques, ou l'op�erateur (( appel �a une fon
-

tion )). . . ).

�

A 
ha
un des n�uds est asso
i�e un type. MaisMaple n'est pas un langage typ�e dans le

sens o�u au
une d�e
laration (sauf les tableaux) ou v�eri�
ation de type n'est faite par l'interpr�eteur.

Si l'on e�e
tue une op�eration ensembliste sur des listes une erreur sera g�en�er�ee, mais 
'est le 
ode

de la fon
tion asso
i�ee �a l'op�erateur, et non l'interpr�eteur Maple, qui la g�en�ere.

Nous verrons plus en d�etail la repr�esentation des expressions en Maple au paragraphe 1.4.4.

Dans 
ette partie nous pr�esenterons sommairement les prin
ipales fon
tions de manipulation des

expressions.

1.4.1

�

Evaluation

Il existe plusieurs fon
tions qui permettent d'�evaluer expli
itement des expressions dans des


ontextes di��erents. Cette des
ription sommaire ne rempla
e en rien le manuel de r�ef�eren
e de

Maple.

{ eval ( e, niv ) : �evaluation expli
ite. En utilisant 
ette fon
tion, toutes les variables glo-

bales de l'expression e sont �evalu�ees. Les variables lo
ales d'une pro
�edure sont �evalu�ees �a 1

niveau seulement. Par exemple, sous l'interpr�eteur (i.e. pas lors de l'ex�e
ution d'une fon
tion),


onsid�erons la suite d'a�e
tations suivante :

> a := b ; b := 
 ; 
 := d ; d := 1 ;

a := b

b := 



 := d

d := 1

> a;

1

> eval(a);

1

> eval(a,1);

b
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> eval(a,2);




Sous l'interpr�eteur, l'instru
tion eval( a ); est similaire �a a; . Dans une fon
tion o�u a est

une variable lo
ale, l'instru
tion a ; est synonyme de eval(a, 1). Il est parfois n�e
essaire

de rajouter dans une fon
tion l'instru
tion eval( a );. Une 
ertaine exp�erien
e de Maple

est n�e
essaire pour assimiler 
es di��eren
es.

{ evalb ( e ) ; : for
e l'�evaluation d'une expression bool�eenne. Par exemple si l'on entre

x = x; sous l'interpr�eteur, au
une simpli�
ation n'est faite pour retourner true. Si l'on veut

une telle r�eponse, il est alors n�e
essaire for
er l'�evaluation par la fon
tion evalb.

{ eval
 ( e ) ; : essaie de d�e
omposer les nombres 
omplexes apparaissant dans une expres-

sion en leurs parties r�eelles et imaginaires. Cet �evaluateur 
ontient une (( base de donn�ees ))

sur des d�e
ompositions de fon
tions 
lassiques. On peut rajouter des fon
tions dans 
ette

(( base )). Par exemple eval
( exp( I ) ) retourne 
os(1) + I sin(1).

{ evalf ( e ) ; : retourne une approximation num�erique de l'expression e en tenant 
ompte

de la valeur de la variable Digits pour le nombre de 
hi�res signi�
atifs.

{ evalhf ( e ) ; ; retourne une approximation num�erique en utilisant les fon
tions num�eriques

du pro
esseur sur lequel fon
tionne Maple. Cette fon
tion est d�ependante de la ma
hine.

G�en�eralement la pr�e
ision est d'environ 15 
hi�res signi�
atifs.

�

A noter que les 
al
uls num�eriques

par 
ette fon
tion sont, pour la même pr�e
ision, beau
oup plus rapides que par la fon
tion

evalf.

{ evalm ( e ) ; : �evalue l'expression e 
ontenant des op�erateurs entre matri
es (
omme &*).

Voir le paragraphe sur les stru
tures de donn�ees des matri
es et ve
teurs (
f. page 26).

Nous ne parlerons pas des autres �evaluateurs 
omme evaln, evala et renvoyons le le
teur aux

aides en ligne 
orrespondantes (?evaln, et ?evala sous l'interpr�eteur).

1.4.2 Conversion des stru
tures de donn�ees

Certaines fon
tions de la biblioth�eque de Maple retournent des stru
tures de donn�ees qui

peuvent être in
ompatibles ave
 leurs utilisations ult�erieures. Il s'agit alors de 
onvertir une stru
-

ture de donn�ees en une autre.

La fon
tion r�ealisant 
e
i sous Maple est la fon
tion 
onvert ( exp, type, opts) ; : elle

essaie de 
onvertir l'expression expr dans la stru
ture de donn�ees type, des arguments optionnels

opts permettent de sp�e
i�er plus �nement la 
onversion. Par exemple :

> 
onvert( 1.23456, fra
tion );

3858

----

3125

> s := series(exp(x),x,4);

2 3 4

s := 1 + x + 1/2 x + 1/6 x + O(x )

> 
onvert(s,polynom); # supprime le terme O(..)

2 3

1 + x + 1/2 x + 1/6 x
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Le se
ond argument de la fon
tion est obligatoirement l'un des types suivants :

`+` `*` D base binary binomial


onfra
 de
imal degrees diff double equality

exp expln expsin
os fa
torial float fra
tion

GAMMA hex horner hostfile hypergeom lessthan

lessequal list listlist ln matrix metri


mod2 multiset name o
tal parfra
 polar

polynom radians radi
al rational ratpoly RootOf

set sin
os sqrfree tan trig ve
tor

La ri
hesse de 
ette fon
tion est telle que nous laissons au le
teur le soin de regarder les des
riptions


orrespondantes. Par exemple, pour avoir la des
ription de la 
onversion vers le type rational, il

suÆt de taper :

> ? 
onvert[ rational ℄

1.4.3 Simpli�
ation

La fon
tion simplify

La simpli�
ation de base d'une expression ne suÆt pas toujours. Dans les exemples suivants,

Maple retourne des expressions qui valent z�ero :

> zero1 := 4^(1/2) - 2;

1/2

zero1 := 4 - 2

> zero2 := sin(x)^2 + 
os(x)^2 - 1;

2 2

zero2 := sin(x) + 
os(x) - 1

> zero3 := (f(x)^2-1)/(f(x)-1) - f(x) -1 ;

2

f(x) - 1

zero3 := --------- - f(x) - 1

f(x) - 1

La fon
tion Maple simplify e�e
tue des simpli�
ations plus �evolu�ees, ave
 au besoin un argu-

ment suppl�ementaire pr�e
isant le domaine de simpli�
ation (trig,sqrt,exp,powr,...). Sur les

exemples 
i-dessus :

> simplify( zero1 );

0

> simplify( zero2, trig );

0

> simplify( zero3 );

0

Sans le se
ond argument, Maple e�e
tue une re
her
he du type de domaine �a 
onsid�erer. Lors

d'une simpli�
ation, on peut pr�e
iser des 
ontraintes sur les variables. Par exemple simpli�ons :

> (x^2)^(1/2) ;
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2 1/2

(x )

> simplify( " );


sgn(x) x

> simplify( ", assume = positive );

x

�

A noter que dans les premi�eres versions deMaple, la premi�ere simpli�
ation de l'exemple retournait

x.

Mettre sous une forme normale une expression : la fon
tion normal

La fon
tion normal deMaple permet de mettre des expressions faisant intervenir des op�erateurs

arithm�etiques sous la forme normale (( num�erateur-d�enominateur )). Ave
 
ette fon
tion il est

possible de tester l'�egalit�e �a z�ero d'expressions rationnelles. Appliqu�ee sur des expressions plus

g�en�erales, 
ette fon
tion par
ourt r�e
ursivement la stru
ture et normalise (dans le sens pr�e
�edent)

toutes les sous-expressions rationnelles.

> normal( (x^2-y^2)/(x-y)^3 );

y + x

----------

2

(- x + y)

> normal( (f(x)^2-1)/(f(x)-1) );

f(x) + 1

> normal( sin(x*(x+1)-x) );

2

sin(x )

Regrouper les termes d'un polynôme par rapport �a une variable : la fon
tion 
olle
t

La fon
tion 
olle
t permet de regrouper des termes d'un polynôme �a une ou plusieurs variables

par rapport �a une variable. On peut pr�e
iser une liste de variables et la fon
tion e�e
tue alors le

regroupement de mani�ere r�e
ursive par rapport �a 
ha
une des variables, en 
ommen�
ant par la

premi�ere de la liste.

> p := (x+1)*y + x*(z-1);

p := (x + 1) y + x (z - 1)

> 
olle
t( p, x);

(y + z - 1) x + y

> 
olle
t( p, z);

x z + (x + 1) y - x

D�evelopper une expression polynomiale : la fon
tion expand

Lorsqu'on entre un polynôme 
ontenant des produits de polynômes,Maple ne d�eveloppe pas les

produits, il les garde sous une forme fa
toris�ee. Cela peut poser 
ertains probl�emes �a des fon
tions

pour lesquelles la forme d�evelopp�ee est n�e
essaire. C'est le 
as de la fon
tion 
oeff qui retourne le
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oeÆ
ient d'un monôme pass�e en argument. Maple o�re don
 la fon
tion expand qui d�eveloppe

tous les produits pr�esents dans une expression polynomiale.

> p := 1+x+x^2 ;

2

p := 1 + x + x

> q := 1+y+y^2 ;

2

q := 1 + y + y

> r := p * q ;

2 2

r := (1 + x + x ) (1 + y + y )

> 
oeff( r, x, 2) ; # pour avoir le terme en x^2 du polynome r

Error, unable to 
ompute 
oeff

> expand( r );

2 2 2 2 2 2

1 + y + y + x + x y + x y + x + x y + x y

> 
oeff( ", x, 2);

2

1 + y + y

1.4.4 Repr�esentation des expressions : les fon
tions op, nops et whattype

Les expressions Maple sont repr�esent�ees par des arbres n-aires : 
haque n�ud de l'arbre a un

nombre �ni de �ls, la nature du n�ud �etant soit un op�erateur (+,-,*,/,&*, appel de fon
tion,

indexation dans un tableau,. . . ), soit une 
onstante (num�erique ou 
hâ�ne de 
ara
t�eres).

De plus 
haque n�ud poss�ede un type (qui est le type de sa stru
ture de donn�ees) : un n�ud

op�erateur est de type . . . l'op�erateur ! Par exemple l'expression a * b - 
 est de type (( + )). La

stru
ture de l'arbre d�epend de la priorit�e des op�erateurs, i
i * est plus prioritaire que -.

On a

�ede �a 
es informations par les fon
tions suivantes :

whattype( e ) ; : retourne le type de l'expression e. Cette fon
tion est moins utilis�ee que la

fon
tion type qui permet de tester le type d'une expression.

nops ( e ) ; : retourne le nombre de �ls de l'expression (ou nombre d'op�erandes). Par exemple

(( nops( a * b - 
 ) )) vaut 2, (( nops ( a*b*
 ) )) vaut 3 (les termes sont regroup�es au

sein d'un même n�ud, * dans 
et exemple).

op( i, e ) ; : retourne le i-�eme op�erande du n�ud e. Par exemple, la valeur de (( op( 2, a * b - 
 ) ))

est (( b )), 
elle de (( op( 3, a*b*
 ) )) est (( 
 )). Notons que op (0, e) est d�e�ni et d�epend

de la stru
ture de donn�ees.

Par exemple 
onsid�erons l'expression :

> p := a+x*2 ;

p := a + 2 x

> whattype( p ) ;

+

> op(p);

a, 2 x

> op(0,p);
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+

> op(1,p);

a

> op(2,p);

2 x

> whattype ( x -> x^2 );

pro
edure

> whattype( a,b,
 ) ;

exprseq

> whattype( [a,b,
,d℄ );

list

Ave
 
es fon
tions on peut par
ourir toutes les stru
tures de donn�ees deMaple. Voir �a 
e sujet

le 
hapitre qui 
on
erne les stru
tures de donn�ees internes de Maple dans le manuel de r�ef�eren
e

du langage.

1.4.5 Modi�
ation des expressions : les fon
tions subsop et subs

Maple o�re une fon
tion sp�e
iale qui permet de modi�er le i-�eme op�erande d'une expression :

subsop ( eq1, eq2,...,eqn, expr ). Cha
une des expressions eqI est de la forme indI = exprI.

La valeur de retour de 
et appel est une nouvelle expression 
orrespondant �a expr dans laquelle


haque op�erande d'indi
e indI est rempla
�e par exprI. Par exemple, pour rempla
er le 3-�eme

op�erande de liste1 d�e�nie par :

> liste1 := [a,b,
,d℄ ;

liste1 := [a, b, 
, d℄

> subsop(3=`indi
e 3`, liste1);

[a, b, indi
e 3, d℄

> liste1;

[a, b, 
, d℄

Cette fon
tion permet de modi�er des �el�ements parti
uliers pour les stru
tures de donn�ees

s�equen
e, ensemble, liste. Pour une variable a d'une de 
es stru
tures, nous avons vu que l'op�erateur

d'indexation, (( a [i℄ )), retournait son i-�eme �el�ement. En fait, pour 
es stru
tures, (( a[i℄ )) est

�equivalent �a (( op(i, a) )). La fon
tion subsop permet alors de 
onstruire une 
opie de la stru
ture

apr�es substitution de op (i,a) par l'expression pr�e
is�ee.

Maple o�re une autre fon
tion, subs, qui permet des substitutions plus �evolu�ees. Le prin
ipe

est le même que pour la fon
tion subsop, ex
ept�e que 
e n'est pas un op�erande rep�er�e par son indi
e

qui est substitu�e, mais une sous-expression rep�er�ee par sa 
onstru
tion syntaxique (on appelle 
e
i

du pattern-mat
hing, 
e qui pourrait se traduire litt�eralement par (( mise en 
orrespondan
e de

motifs ))).

La forme d'appel de 
ette fon
tion est : subs( motif = remp, expr ) ; . La valeur retourn�ee

est l'expression 
orrespondant �a expr dans laquelle la sous-expression motif est rempla
�ee par

l'expression remp. Si au
une sous-expression n'est trouv�ee alors la fon
tion retourne expr.

> ens1 := { a,b,
,d,e,f };

ens1 := {a, b, d, 
, e, f}

> subs( {e=q, b=q}, ens1 );

{a, q, d, 
, f}
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L'exemple 
i-dessous montre bien que la re
her
he de la sous-expression �a modi�er ne se fait

que sur des 
rit�eres syntaxiques :

> expr := 
os(x)^2 + y^2 - 1 ;

2 2

expr := 
os(x) + y - 1

> subs( 
os(x)^2 = z^2, expr );

2 2

z + y - 1

> subs( 
os(x)^2-1 = z, expr );

2 2


os(x) + y - 1

1.4.6 Appliquer une fon
tion sur tous les �el�ements d'une stru
ture de donn�ees :

la fon
tion map

La fon
tion map permet d'appliquer une même fon
tion sur tous les �el�ements d'une stru
ture

de donn�ees. Par exemple, �etant donn�ee une matri
e A, l'instru
tion map( x-> x^2, A) ; retourne

une nouvelle matri
e dont les 
oeÆ
ients sont 
eux de A au 
arr�e.

1.5 Les fon
tions de la biblioth�eque de Maple

La biblioth�eque deMaple est immense : 95% des fon
tionsMaple sont �e
rites dans son langage.

Le nombre de fon
tions de la biblioth�eque est de plusieurs 
entaines. Chaque fon
tion o�rant en

g�en�eral plusieurs options, le nombre total de 
ombinaisons est tr�es important (voir la taille du

manuel de r�ef�eren
e de la biblioth�eque Maple. . . ).

Maple 
lasse ses fon
tions dans :

library : ensemble de fon
tions qui ne sont pas automatiquement 
harg�ees lors du lan
ement de

Maple. Ces fon
tions n'ont pas for
�ement de liens les unes ave
 les autres. Pour avoir un

aper�
u de 
es fon
tions, entrer la 
ommande ? library. On 
harge une fon
tion de la library

par la 
ommande (( readlib ( le nom de la fon
tion); )).

pa
kage : ou module.Maple o�re plusieurs modules (alg�ebre lin�eaire, 
al
ul de bases de Gr�obner,

aÆ
hage graphique) qui sont des ensembles de fon
tions d'un même domaine d'appli
ation.

1.5.1 Aide en ligne

Pour re
her
her eÆ
a
ement une do
umentation sur une fon
tion, ou un groupe de fon
tions

(par exemple toutes les fon
tions d'alg�ebre lin�eaire), Maple o�re une aide en ligne, a

essible

depuis l'interpr�eteur. Pour re
her
he une aide sur une fon
tion de nom fon
tion, il suÆt d'entrer

l'instru
tion :

> ? fon
tion

Maple re
her
he dans sa base de donn�ees une des
ription de 
ette fon
tion. Si jamais 
elle-
i

n'existe pas, il retourne (parfois) une liste de fon
tions lexi
ographiquement pro
hes.
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Cette 
ommande ? permet aussi d'avoir une des
ription de l'index (?index), de l'index des

fon
tions de la biblioth�eque (?library), ou bien la liste des modules de Maple (?pa
kages).

> ? index

HELP FOR: Index of help des
riptions

CALLING SEQUENCE:

?index[<
ategory>℄ or help(index, <
ategory>);

SYNOPSIS:

- The following 
ategories of topi
s are available in the help subsystem.

library Index of des
riptions for standard library fun
tions

pa
kages Index of des
riptions for library pa
kages of fun
tions

libmis
 Index of des
riptions for mis
ellaneous lib fun
tions

statements Index of des
riptions for Maple statements

expressions Index of des
riptions for Maple expressions

datatypes Index of des
riptions for Maple datatypes

tables Index of des
riptions for tables and arrays in Maple

pro
edures Index of des
riptions for Maple pro
edures

mis
 Index of des
riptions for mis
ellaneous fa
ilities

1.5.2 Organisation de la biblioth�eque Maple

Cette 
ommande (?) est 
ertainement la plus utilis�ee de Maple. Aussi pour re
her
her une

information est-il bon de 
onnâ�tre les di��erents modules de Maple.

A�n de ne pas trop utiliser de m�emoire, les fon
tions de 
es modules ne sont pas a

essibles

d�es que l'on lan
e Maple : il faut les 
harger en m�emoire par la 
ommande with( module ): o�u

module est le nom du module en question (linalg, plots,. . . ). Sur les ma
hines UNIX, un �
hier

.mapleinit permet de 
harger automatiquement, lors du lan
ement de Maple, les pa
kages dont

on se sert le plus souvent. Il est 
onseill�e de regarder 
omment faire 
e
i suivant les syst�emes

d'exploitation de la ma
hine.

Maple poss�ede aussi une library, pour 
harger une fon
tion de nom fon
tion de la library il

faut faire readlib( fon
tion ). Voi
i la liste des pa
kages de Maple V.3 :

> ?pa
kages

HELP FOR: Index of des
riptions for pa
kages of library fun
tions

SYNOPSIS:

- The following pa
kages are available:

numapprox: numeri
al approximation


ombinat: 
ombinatorial fun
tions

DEtools: differential equation tools

difforms: differential forms

Gauss: 
reate domains of 
omputation

GaussInt: Gaussian integers

geom3d: three-dimensional Eu
lidean geometry

geometry: two-dimensional Eu
lidean geometry

grobner: Grobner bases

group: permutation and finitely-presented groups

liesymm: Lie symmetries

linalg: linear algebra

logi
: Boolean logi
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networks: graph networks

np: Newman-Penrose formalism

numtheory: number theory

orthopoly: orthogonal polynomials

padi
: p-adi
 numbers

plots: graphi
s pa
kage

powseries: formal power series

projgeom: proje
tive geometry

simplex: linear optimization

stats: statisti
s

student: student 
al
ulus

totorder: total orders on names

- For information see ?<pa
kage> where <pa
kage> is from the above list. This

will give a list of the fun
tions available in the pa
kage. To 
ause all

fun
tions in a pa
kage to be defined in the session, do: with(<pa
kage>);

1.5.3 Alg�ebre lin�eaire

La biblioth�eque des fon
tions d'alg�ebre lin�eaire de Maple est bien fournie. Ces fon
tions sont

soit des fon
tions de 
al
ul (d�eterminant, rang, produit de matri
es, 
al
ul de formes normales. . . )

soit des fon
tions de d�e
laration et manipulation des matri
es (matri
e diagonale, matri
e iden-

tit�e. . . ).

> with(linalg):

Warning: new definition for norm

Warning: new definition for tra
e

> A := diag( 1, 2, 3, 4);

[ 1 0 0 0 ℄

[ ℄

[ 0 2 0 0 ℄

A := [ ℄

[ 0 0 3 0 ℄

[ ℄

[ 0 0 0 4 ℄

> B := x - A ;

B := x - A

> det(B);

(- 1 + x) (- 2 + x) (- 3 + x) (- 4 + x)

> 
harpoly(A,X);

(X - 1) (X - 2) (X - 3) (X - 4)

1.5.4 Sortie graphique

Le pa
kage plots permet d'aÆ
her des graphiques (
ourbes, ensemble de 
ourbes, 
ourbes de

niveau) en deux dimensions ou bien en trois dimensions. Des fon
tions d'animation permettent

d'en
hâ�ner les graphiques. Nous verrons 
es fon
tions lors des TPs.



1.6. COMMENT FAIRE POUR. . . 39

1.6 Comment faire pour. . .

1.6.1 . . .mesurer les performan
es d'un algorithme

Un algorithme de 
al
ul formel 
onsomme deux ressour
es importantes : du temps et de la

m�emoire. Maple o�re une fon
tion time() (sans arguments) qui retourne le temps pass�e dans les


al
uls depuis le lan
ement de Maple. Mesurer le temps d'ex�e
ution de l'appel �a une fon
tion f

ave
 des arguments arg peut se faire 
omme suit :

> # t est une variable temporaire qui 
ontient la date de debut d'exe
ution

> t := time() : R := f ( args ): t := time() - t ;

La variable globale status (une s�equen
e d'expression) permet d'avoir des informations sur

l'utilisation des ressour
es utilis�ees par Maple. Les prin
ipales ressour
es sont :

status[1℄ : total du nombre de demandes d'allo
ation m�emoire en (( mots )). La taille d'un

mot est de 4 o
tets ( 1 o
tet = 8 bits). Cette information 
ompte le nombre de requêtes

�a l'allo
ateur m�emoire de Maple, 
'est une information sur la taille m�emoire physique qui

serait n�e
essaire s'il n'y avait au
une r�eutilisation de 
elle-
i.

status[2℄ : total du nombre de (( mots )) physiquement allou�es par Maple. Cette information

est la (( 
onsommation )) r�eelle en m�emoire par Maple.

status[3℄ : temps pass�e dans les 
al
uls.

Les autres �el�ements (de status[4℄ �a status[8℄) sont des informations qui 
on
ernent l'utili-

sation du gestionnaire de m�emoire de Maple.

Le le
teur int�eress�e pourra 
onsulter l'aide en ligne �a propos de la fon
tion showtime.

1.6.2 . . . �e
rire une page d'aide sous Maple

Un 
ode informatique quel qu'il soit est toujours d'autant plus 
lair qu'il est bien do
ument�e.

On a d�ej�a pu voir 
omment utiliser la 
ommande help (aussi not�ee ?) pour a

�eder �a la do
u-

mentation disponible par d�efaut. Il est aussi possible �a l'utilisateur d'�e
rire ses propres �
hiers de

do
umentation et d'y a

�eder par la même 
ommande help. C'est 
e que nous d�e
rivons mainte-

nant.

Soit �a do
umenter la fon
tion manuel qui �a partir d'un �
hier de texte retourne un �
hier au

format de la do
umentation Maple. On �e
rit un texte des
riptif dans un �
hier (( �
hdo
 )) :

FUNCTION: manuel - transforme un fi
hier texte au format maple

CALLING SEQUENCES:

manuel(nom,fi
hier);

PARAMETERS:

- "nom" : le nom de la fon
tion a do
umenter

- "fi
hier" : le fi
hier texte des
riptif

SYNOPSIS:

manuel lit un fi
hier texte do
umentaire d'une fon
tion

donnee et retourne un fi
hier de do
umentation au format maple.

EXAMPLES:
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> makehelp(makehelp,fi
hdo
);

On transforme maintenant le �
hier (( �
hdo
 )) en un �
hier au format Maple :

> readlib(makehelp);

> makehelp(manuel,fi
hdo
);

et on sauvegarde 
e �
hier dans un nouveau �
hier (( �
hdo
maple )) :

> save `help/text/manuel`, fi
hdo
maple;

On peut alors a

�eder �a la do
umentation de la fon
tion manuel en tapant :

> ? manuel

Bien entendu, 
ette do
umentation n'est pas rajout�ee aux �
hiers du syst�eme. Elle reste 
hez

l'utilisateur et doit être re
harg�ee �a 
haque nouvelle session. Le mieux est don
 d'in
lure le �
hier

(( �
hdo
maple )) dans le �
hier 
ontenant le 
ode de la fon
tion elle-même : �a 
ha
une de ses

utilisations la fon
tion est alors do
ument�ee.

1.6.3 . . . �etudier un algorithme d'une fon
tion de la biblioth�eque

Il est toujours int�eressant de savoir quel est l'algorithme utilis�e par Maple pour 
al
uler une

fon
tion.

�

Etant donn�e que tr�es peu d'informations existent �a propos des algorithmes utilis�es, il est

parfois n�e
essaire de se plonger dans le (( listing )) des fon
tions. Heureusement, Maple o�re des fon
-

tions permettant d'aÆ
her 
e listing. La 
ommande interfa
e permet de positionner la variable

verbosepro
 a�n de pouvoir lire une fon
tion f par l'instru
tion print ( eval(f) ) ; (l'ins-

tru
tion print( f ), pour une fon
tion ne suÆt pas, puisque l'�evaluation simple de f est f !).

Il est instru
tif de faire l'essai sur une fon
tion quel
onque : le moindre listing tient sur plusieurs

pages ! Voi
i l'exemple d'une petite fon
tion de la biblioth�eque linalg :

> interfa
e( verbosepro
=2 );

> print(eval(JordanBlo
k));

pro
(t,size)

lo
al i,j,Jb;

options `Copyright 1993 by Waterloo Maple Software`;

if not type(size,'integer') then ERROR(`matrix size must be integer`) fi;

if nargs <> 2 then ERROR(`must have 2 arguments`) fi;

Jb := array(1 .. size,1 .. size);

for i to size-1 do

for j to i do Jb[i,j℄ := 0 od;

Jb[i,i℄ := t;

Jb[i,i+1℄ := 1;

for j from i+2 to size do Jb[i,j℄ := 0 od

od;

for j to size-1 do Jb[size,j℄ := 0 od;

Jb[size,size℄ := t;

RETURN(op(Jb))

end

Exer
i
e. Trouvez 
e que fait la fon
tion JordanBlo
k 
i-dessus.

Exer
i
e.

�

Etudiez le listing de la fon
tion multiply de la biblioth�eque linalg (produit de ma-

tri
es). Comparez l'algorithme utilis�e par rapport �a 
elui de l'exer
i
e sur la m�ethode de Strassen-

Winograd au paragraphe 1.3.
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Maple est l'un des syst�emes de 
al
ul formel les plus performants en alg�ebre lin�eaire. De

la r�esolution de syst�emes lin�eaires au 
al
ul de valeurs propres, jusqu'au 
al
ul de fon
tions de

matri
es ou la mise sous forme 
anonique, large est la gamme des fon
tions disponibles pour la

manipulation et le 
al
ul matri
iels. Vu les di��erents types de donn�ees qui peuvent être utilis�es,

on saura mettre �a pro�t 
es possibilit�es pour des matri
es dont les 
oeÆ
ients appartiennent �a des

domaines vari�es. On peut pratiquer le 
al
ul num�erique sur des matri
es �a 
oeÆ
ients 
ottants. On

peut aussi surtout utiliser des algorithmes exa
ts par exemple pour des matri
es bool�eennes, sur

des 
orps �nis, sur les rationnels, sur des extensions alg�ebriques ou en
ore sur des polynômes.

Dans 
e 
hapitre, nous allons faire un tour d'horizon rapide des notions de base importantes pour

utiliser 
es possibilit�es en alg�ebre lin�eaire. Loin de nous de vouloir être exhaustifs, nous voulons sur-

tout fa
iliter la tâ
he du d�ebutant. Les fon
tions que nous allons utiliser sont a

essibles d'une part

par l'interm�ediaire du pa
kage linalg. Don
 en parti
ulier il est toujours plus que re
ommand�e

d'utiliser le manuel en ligne : ?linalg pour un survol du pa
kage et la liste de toutes les fon
tions

disponibles, ou par exemple ?linalg[determinant℄ pour des renseignements sur une fon
tion par-

ti
uli�ere, i
i le 
al
ul du d�eterminant. D'autre part, nous ferons appel �a des fon
tions trouv�ees dans

la biblioth�eque utilisateur, share library. Rappelons que with(share) permet d'a

�eder �a 
ette

derni�ere, et que par exemple on peut 
harger un pa
kage par readshare (`linalg/normform`)

pour le 
al
ul de formes 
anoniques de matri
es.

Voil�a en guise de br�eve introdu
tion. Outre 
ertaines fon
tions deMaple qui seront pr�esent�ees,

nous �etudierons quelques algorithmes an
iens ou tr�es r�e
ents propres au domaine du 
al
ul for-

mel. Ces exemples ont pour but d'introduire 
ertaines m�ethodes utilis�ees fondamentalement pour

limiter les temps pratiques de r�esolution des probl�emes. Plus pr�e
is�ement, nous 
ommen
erons au

paragraphe 2.1 par apprendre �a 
r�eer des matri
es et �a les manipuler. Au paragraphe 2.2 nous

aborderons la r�esolution de syst�emes lin�eaires. Nous traiterons ensuite au paragraphe 2.3 du 
al
ul

de valeurs propres. Les paragraphes 2.4 et 2.5 aborderont alors un th�eme 
her au 
al
ul alg�ebrique

qui est 
elui du 
al
ul de formes 
anoniques de matri
es. Nous le verrons dans deux 
as : quand

la relation d'�equivalen
e utilis�ee est la similitude puis ave
 l'�equivalen
e sur un anneau prin
ipal.

Au paragraphe 2.6 nous montrerons 
omment (( reprogrammer )) 
ertaines fon
tions pour qu'elles

puissent s'ex�e
uter quand les matri
es ont des 
oeÆ
ients dans des domaines tels que les extensions

alg�ebriques ; 
e
i pour outre-passer les limitations a
tuelles du syst�eme. Pour 
on
lure, et �a partir

de 
es di��erents exemples, nous proposerons un TP.

Avertissement. Nous ne donnerons que de brefs aper�
us des preuves des r�esultats que nous utili-

serons. Le le
teur pourra se reporter aux r�ef�eren
es que nous proposons tout au long du texte pour
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approfondir telle ou telle d�emonstration ou notion.

2.1 Fon
tionnalit�es de base

Pour une session utilisant le pa
kage d'alg�ebre lin�eaire, le plus fa
ile pour disposer de toutes

les fon
tions est de taper

with(linalg);

2.1.1 Initialisation et �evaluation de matri
es

Une fois que la biblioth�eque est 
harg�ee, des matri
es peuvent alors être initialis�ees par :

a:=matrix(3,3,[1,2,3,4,5,6,7,8,9℄);

b:=matrix([[1,0,0℄,[0,1,1℄,[1,1,1℄℄);

[ 1 2 3 ℄

[ ℄

a := [ 4 5 6 ℄

[ ℄

[ 7 8 9 ℄

[ 1 0 0 ℄

[ ℄

b := [ 0 1 1 ℄

[ ℄

[ 1 1 1 ℄

Attention, une des parti
ularit�es des matri
es est que les symboles les repr�esentant ne sont a priori

pas �evalu�es par l'interpr�eteur. Leur �evaluation doit don
 être appel�ee expli
itement par l'utilisateur.

Taper le seul symbole de la matri
e ne produit (( rien )) :

a;

a

Il faut utiliser la fon
tion eval pour (( voir )) la matri
e :

eval(a)

[ 1 2 3 ℄

[ ℄

[ 4 5 6 ℄

[ ℄

[ 7 8 9 ℄

De même, dans une fon
tion utilisateur, un RETURN(a) ne produirait (( rien )) �a part le symbole a.

En revan
he, un RETURN(eval(a)) renverrait e�e
tivement la valeur de la matri
e a.

Le mot matrix est un type 
onnu du syst�eme :

type(a,matrix);

true

type(b,'matrix'('integer'));

true
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et peut don
 être utilis�e dans le 
orps d'une fon
tion pour pr�evenir des erreurs.

Ce que nous avons dit pour l'�evaluation des matri
es pr�evaut aussi au moment de leur re
opie.

L'instru
tion 
:=b (puisqu'il n'y a pas �evaluation de b) ne re
opie pas physiquement la matri
e b

mais d�e�nit simplement une identit�e de symboles. Don
 attention : une modi�
ation ult�erieure de

b modi�erait 
 par la même o

asion. Pour une re
opie physique :


:=
opy(b);

Nous pouvons maintenant produire des expressions arithm�etiques de matri
es. Les op�erateurs

usuels sont disponibles. On peut utiliser les op�erations matri
ielles et s
alaires, ainsi �elever au 
arr�e

puis ajouter 2 fois l'identit�e s'exprime par a

2

+ 2. Le m�e
anisme d'�evaluation doit toujours être

appel�e �a la main, evalm est la fon
tion 
orrespondante :

evalm(a^2+2);

[ 40 40 48 ℄

[ ℄

[ 74 83 96 ℄

[ ℄

[ 116 126 152 ℄

Le symbole parti
ulier &* doit être utilis�e pour la multipli
ation non 
ommutative :

evalm(3*a&*b);


al
ule l'expression o�u la premi�ere multipli
ation est s
alaire (
ommutative) et la deuxi�eme est

matri
ielle. En d'autres termes une 
onstante est entendue 
omme un multiple 
onstant de l'identit�e,

�a la dimension d�eduite du 
ontexte.

2.1.2 Constru
tion de matri
es, sous-matri
es

Bien souvent une matri
e est obtenue 
omme 
onstruite �a partir d'autres matri
es ou 
omme

sous-matri
e. Plusieurs fon
tions fournissent don
 des ra

our
is bien agr�eables quand il s'agit de


onstruire une matri
e donn�ee. Cela peut être augment qui (( 
olle )) plusieurs matri
es entre elles

ou sta
k qui les (( empile )) :

augment(sta
k(a,diag(1,1,1)),matrix(6,3,-4));

[ 1 2 3 -4 -4 -4 ℄

[ 4 5 6 -4 -4 -4 ℄

[ 7 8 9 -4 -4 -4 ℄

[ 1 0 0 -4 -4 -4 ℄

[ 0 1 0 -4 -4 -4 ℄

[ 0 0 1 -4 -4 -4 ℄

ou en
ore extend(a,3,4,-1) qui rajouterait 3 lignes et 4 
olonnes �a a pour les remplir de �1.

Plusieurs stru
tures de matri
es sont 
onnues du syst�eme. Une matri
e diagonale est 
r�e�ee par la

fon
tion diag. On peut 
r�eer un blo
 
ompagnon �a partir d'un polynôme (
oeÆ
ient de tête �egal

�a 1 et sous forme d�evelopp�ee) ou 
r�eer un blo
 de Jordan :

diag(
ompanion(x^3-2*x+1/4,x),JordanBlo
k(3**{1/2},2));

[ 0 0 -1/4 0 0 ℄

[ 1 0 2 0 0 ℄

[ 0 1 0 0 0 ℄

[ {1/2} ℄

[ 0 0 0 3 1 ℄

[ {1/2} ℄

[ 0 0 0 0 3 ℄
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Nous laissons au le
teur la d�e
ouverte des matri
es de Toeplitz, Sylvester, Vandermonde ou

autres. En�n, on dispose de la fon
tion randmatrix pour g�en�erer des matri
es al�eatoirement. Pour

une matri
e polynomiale, on se donne 
omme outil une fon
tion qui g�en�ere des polynômes de degr�e

4 aux 
oeÆ
ients 
ompris entre 0 et 10 :

mes_poly := pro
() Randpoly(4, x) mod 10 end;

A:=randmatrix(3,3,entries=mes_poly,sparse);

[ 4 2 4 3 2 4 3 ℄

[ 6 x + 9 x + x + 9 5 x + x + 9 x + 3 x + 8 6 x + x + 6 x + 1 ℄

[ ℄

A := [ 0 0 0 ℄

[ ℄

[ 4 3 2 ℄

[ 0 9 x + 5 x + 5 x + 7 x + 5 0 ℄

2.1.3 Op�erations �el�ementaires

Voil�a, forts de toutes les matri
es que nous pouvons 
onstruire, nous pouvons e�e
tuer des


al
uls. Les paragraphes qui suivent traiteront d'algorithmes (( �elabor�es )). Mais toute op�eration


omplexe est plus fa
ilement mise au point si elle est sp�e
i��ee en terme d'op�erations plus simples

ou �el�ementaires. Voyons don
 
es derni�eres.

On peut 
ommen
er par a

�eder aux �el�ements de la matri
e. Ce
i se fait naturellement en

sp�e
i�ant l'indi
e de ligne et de 
olonne du 
oeÆ
ient vis�e, par exemple A[1,2℄:=x^3-1/2 a�e
te

le deuxi�eme 
oeÆ
ient de la premi�ere ligne. Les op�erations �el�ementaires sont ensuite �e
rites �a l'aide

des fon
tions rowdim et 
oldim qui retournent les nombres de lignes et de 
olonnes :

rowdim(A);

3

et �a l'aide de row et 
ol qui permettent d'a

�eder aux lignes et aux 
olonnes s�epar�ement :


ol(A,2);

4 3 2 4 3 2

[ 5 x + x + 9 x + 3 x + 8, 0, 9 x + 5 x + 5 x + 7 x + 5 ℄

On peut aussi multiplier une ligne ou une 
olonne d'une matri
e par un s
alaire ave
 mulrow

et mul
ol. On peut multiplier une ligne (ou une 
olonne) par un s
alaire et l'ajouter �a une autre.

Initialisons une matri
e et ajoutons k fois la troisi�eme ligne �a la deuxi�eme :

B:=matrix([[u,v,w℄,[0,k*x,k*y℄,[0,-x,-y℄℄); B:=addrow(B,3,2,k);

[ u v w ℄ [ u v w ℄

[ ℄ [ ℄

B := [ 0 k x k y ℄ [ 0 0 0 ℄

[ ℄ [ ℄

[ 0 - x - y ℄ [ 0 - x - y ℄

On peut aussi transposer une matri
e par transpose et appliquer une même fon
tion �a tous ses


oeÆ
ients, 
'est 
e qu'il faut utiliser pour simpli�er une matri
e : appliquer la fon
tion simplify

�a tous ses 
oeÆ
ients. Pour �elever au 
arr�e les 
oeÆ
ients de la pr�e
�edente matri
e, on peut faire

par exemple :
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map(z-> z^2,B);

[ 2 2 2 ℄

[ u v w ℄

[ ℄

[ 0 0 0 ℄

[ ℄

[ 2 2 ℄

[ 0 x y ℄

2.1.4 Limitations

Pour terminer 
e paragraphe (( d�ebuts ave
 l'alg�ebre lin�eaire )), on peut mettre en �eviden
e


ertaines limitations a
tuelles de 
e qui est fourni par le syst�eme (et non les limitations du syst�eme

en lui-même). Nous voulons noter i
i que les fon
tions fournies par Maple ne s'ex�e
utent pas sur

n'importe quel domaine de 
al
ul. Si l'on se donne par exemple le nombre � 
omme �etant une

ra
ine du polynôme (irr�edu
tible) x

2

+ x+ 1 et que l'on 
onstruit une matri
e �a l'aide de � :

alpha:=RootOf(x^2+x+1);

U:=matrix([[alpha,alpha+1℄,[alpha+2,alpha℄℄);

[ 2 2 ℄

[ RootOf(_Z + _Z + 1) RootOf(_Z + _Z + 1) + 1 ℄

U := [ ℄

[ 2 2 ℄

[ RootOf(_Z + _Z + 1) + 2 RootOf(_Z + _Z + 1) ℄

l'appel �a la fon
tion de 
al
ul du rank de Maple (rank) produit une erreur :

rank(U);

Error, (in linalg[gausselim℄) matrix entries must be rational polynomials

Heureusement 
e probl�eme sera ais�ement 
ontourn�e au paragraphe 2.6.

2.2 Syst�emes lin�eaires et inversion de matri
es

Dans le 
adre de 
e paragraphe rentreraient toutes les 
onsid�erations 
on
ernant la r�esolution

d'un syst�eme lin�eaire, le 
al
ul du rang, l'inversion d'une matri
e ou le 
al
ul du polynôme 
a-

ra
t�eristique. Toutes 
es fon
tions existent en Maple: linsolve, rank, inverse et 
harpoly.

Le le
teur int�eress�e pourra se reporter au livre remarquable de Bini et Pan [15℄ qui dresse un

survol (presque exhaustif) des di��erentes m�ethodes employ�ees en 
al
ul formel pour r�esoudre 
es

probl�emes.

Comme exemples repr�esentatifs des te
hniques employ�ees, nous allons voir i
i 
omment trian-

gulariser une matri
e exa
tement tout en limitant le grossissement des 
oeÆ
ients qui apparaissent

au 
ours des 
al
uls. Nous montrerons ensuite 
omment r�esoudre un syst�eme lin�eaire �a un 
oût

asymptotiquement �a peine plus �elev�e qu'en 
al
ul num�erique.

2.2.1 M�ethode de Bareiss

On 
onsid�ere une matri
eA �a 
oeÆ
ients dans un anneau (l'anneau des entiers par la suite). Pour

simpli�er, la matri
e est suppos�ee 
arr�ee de dimension n et inversible (sans perte de g�en�eralit�e). Le

probl�eme 
onsiste �a 
al
uler une matri
e �equivalente �a A qui soit triangulaire sup�erieure et obtenue

par des op�erations sur les lignes. Une 
ontrainte suppl�ementaire est que tous les 
al
uls doivent rester
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dans l'anneau des 
oeÆ
ients de A. Une m�ethode na��ve 
onsiste, en guise de pivotage, �a multiplier

all�egrement les 
oeÆ
ients de 
ertaines lignes par des entiers bien 
hoisis, pour en annuler d'autres.

Sur un exemple :

A:=matrix([[3,4℄,[5,2℄℄); A:=mulrow(A,2,3);A:=addrow(A,1,2,-5);

[ 3 4 ℄ [ 3 4 ℄

A := [ ℄ [ ℄

[ 15 6 ℄ [ 0 -14 ℄

Malheureusement, on peut fa
ilement montrer qu'un tel algorithme est exponentiel, non du

point de vue du nombre d'op�erations e�e
tu�ees sur les entiers (
'est une �elimination, 
ela reste

polynomial), mais du point de vue binaire. En e�et la longueur du 
odage des entiers (logarithme

de leurs valeurs) qui interviennent est grosso modo doubl�ee �a 
haque �etape (z�eros dans la 
olonne

k) et augmente don
 exponentiellement. Si les entiers sont initialement born�es en valeur absolue

par � et que l'on note B

(k)

une borne sur les entiers �a l'�etape k, 1 � k � n� 1, on a une relation

du type

B

(k)

= O

�

[B

(k�1)

℄

2

�

= O(�

2

k

):

Un moyen tr�es utilis�e pour rem�edier �a 
e ph�enom�ene est d'utiliser une triangularisation (( �a la

Bareiss )) [16℄. Cela 
onsiste �a introduire des simpli�
ations (divisions exa
tes : n'oublions pas que

nous voulons garder des entiers) pour limiter la taille des nombres. L'algorithme se pr�esente alors

(quitte �a permuter des lignes, on suppose que les 
oeÆ
ients diagonaux ren
ontr�es sont non nuls) :

simp:=1;

for k from 1 to n-1 do

for i from k+1 to n do

for j from k to n do

A[i,j℄:=(A[k,k℄*A[i,j℄-A[i,k℄*A[k,j℄)/simp;

od;

od;

simp:=A[k,k℄;

od;

Si l'on note A

(k)

i;j

le 
oeÆ
ient (i; j) de la matri
e apr�es l'annulation de tous les 
oeÆ
ients en


olonne k sous la diagonale, on a :

A

(k)

i;j

=

�

1=A

(k�2)

k�1;k�1

�

2

4

A

(k�1)

k;k

A

(k�1)

k;j

A

(k�1)

i;k

A

(k�1)

i;j

3

5

:

Qu'advient-il maintenant des entiers au 
ours de l'�elimination? Regardons sur un exemple 3 � 3.

La matri
e apr�es la premi�ere �etape est :

A

(2)

=

2

6

4

A

1;1

A

1;2

A

1;3

0 A

1;1

A

2;2

�A

1;2

A

2;1

A

1;1

A

2;3

�A

1;3

A

2;1

0 A

1;1

A

3;2

�A

1;2

A

3;1

A

1;1

A

3;3

�A

1;3

A

3;1

3

7

5

:

Apr�es la deuxi�eme �etape, le 
oeÆ
ient (3; 3) est seul modi��e une deuxi�eme fois :

(A

1;1

A

2;2

�A

1;2

A

2;1

) � (A

1;1

A

3;3

�A

1;3

A

3;1

)� (A

1;1

A

2;3

�A

1;3

A

2;1

) � (A

1;1

A

3;2

�A

1;2

A

3;1

)

= A

1;1

�

3;3
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o�u �

3;3

est le d�eterminant de A. La division par A

1;1

demand�ee par l'algorithme est don
 exa
te

et l'on obtient :

A

(2)

3;3

= �

3;3

:

D'apr�es Bareiss [16℄ on sait que toutes les divisions e�e
tu�ees au 
ours de l'algorithme sont

exa
tes (les 
oeÆ
ients restent entiers). De plus, notons �

i;j

le mineur d'ordre i de la matri
e A


onstruit sur les i premi�eres lignes et ave
 les i� 1 premi�eres 
olonnes 
ompl�et�ees de la j-i�eme. On

sait qu'�a la �n de l'algorithme, tous les 
oeÆ
ients de la matri
e triangulaire sont des mineurs de

la matri
e A, plus pr�e
is�ement :

A

(n�1)

i;j

= �

i;j

:

Nous avons suppos�e qu'il n'y avait pas de permutation �a e�e
tuer, tout se g�en�eralise sans diÆ
ult�e

au 
as d'une matri
e quel
onque.

Si les 
oeÆ
ients de la matri
e A en entr�ee sont born�es en valeur absolue par un entier �,

on peut utiliser la borne d'Hadamard pour borner tous les mineurs qui interviennent. En ef-

fet un d�eterminant 
onstruit sur k ve
teurs donn�es est born�e par le volume qu'indiqueraient


es ve
teurs s'ils �etaient orthogonaux, don
 tous les mineurs sont born�es par O(�

n

n

n=2

). Au-

trement dit, la longueur du 
odage des entiers qui interviennent (logarithme des valeurs) est

born�ee par O(n log(n�)) et reste polynomiale. On montre que le 
oût total de l'�elimination est

en O(n

5

log

2

(n�)) (arithm�etique standard) [17℄.

2.2.2 M�ethode p-adique

Le d�etail de 
e paragraphe peut être trouv�e dans l'arti
le de Dixon [20℄ ou le livre de Gregory et

Krishnamurthy [21℄. Pour r�esoudre un syst�eme lin�eaire, on se pla
era maintenant sur un 
orps, 
elui

des rationnels. On pourrait utiliser la m�ethode pr�e
�edente, en e�et, une fois la matri
e triangularis�ee,

il est fa
ile de r�esoudre un syst�eme triangulaire. Cependant on peut donner d'autres m�ethodes de


oûts moindres. Une premi�ere alternative serait d'utiliser une arithm�etique multi-modulaire [17℄.

Mais on peut en
ore faire mieux.

� Pr�eliminaire. Soit un nombre rationnel in
onnu x. Pour un nombre premier p et un entier positif

m donn�es, on sait seulement que x = ab

�1

� � mod p

m

. On se propose d'appliquer l'algorithme

d'Eu
lide g�en�eralis�e pour 
al
uler la fra
tion x �a partir de son r�esidu � modulo p

m

. Soient deux


ouples d'entiers (a

�1

; b

�1

) et (a

0

; b

0

), on 
onsid�ere la suite (a

i

; b

i

), pour i � 1, donn�ee par :

(

a

i

= a

i�2

� q

i

a

i�1

b

i

= b

i�2

� q

i

b

i�1

;

o�u q

i

est le quotient de la division enti�ere de a

i�2

par a

i�1

. On sait que pour tout i � 1, (a

0

b

i

�b

0

a

i

) �

(a

�1

b

0

� b

�1

a

0

) mod p

m

.

On 
onstruit la suite pr�e
�edente ave
 (a

�1

; b

�1

) = (p

m

; 0) et (a

0

; b

0

) = (�; 1). On sait don
 que

pour tout i � 1 on a

a

i

b

�1

i

� � mod p

m

:

On admettra que si les deux entiers re
her
h�es a et b v�eri�ent

jaj; jbj � �p

m=2

(2.1)

o�u � est une 
onstante major�ee par 0:619 (�

2

+ �� 1 = 0), alors (a; b) = (a

I

; b

I

) pour I le premier

indi
e tel que ja

I

j < p

m=2

.
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Appliquons le raisonnement pour 
al
uler a et b tels que x = a=b sa
hant que x � 49 mod 13

2

et que jaj; jbj � 13�. On trouve a = 5 et b = 7.

� Appli
ation �a la r�esolution de syst�emes lin�eaires. Soit A une matri
e n�n et b un ve
teur

de dimension n tous deux �a 
oeÆ
ients entiers major�es en valeur absolue par un entier �. On


her
he �a r�esoudre le syst�eme Ax = b. Soit p un nombre premier tel que l'inverse de A modulo p

existe, on la note C : AC = CA = Id mod p.

On 
onstruit pour 
ette r�esolution deux suites de ve
teurs f�

k

g et fb

k

g pour k � 0 par :

8

>

<

>

:

b

0

= b

�

k

= Cb

k

mod p

b

k+1

= (b

k

�A�

k

)=p:

Remarquons que les b

k

, k � 0, ont des 
omposantes enti�eres :

b

k

�A�

k

= A(Cb

k

� �

k

) � 0 mod p:

Si pour un entier m on pose

� =

m�1

X

k=0

�

k

p

k

;

on voit que A� � b mod p

m

. En e�et,

A� =

P

m�1

k=0

p

k

A�

k

=

P

m�1

k=0

p

k

(b

k

� pb

k+1

) = b

0

� p

m

b

m

= b� p

m

b

m

:

Cette relation permet don
 de 
al
uler le r�esidu � du ve
teur in
onnu x modulo p

m

. Suivons

maintenant le pr�eliminaire pour trouver les valeurs rationnelles des 
omposantes de x. Il faut que p

m

,

don
 le nombre d'it�erations, soit assez grand en fon
tion d'une borne 
onnue sur les 
omposantes.

En utilisant la borne d'Hadamard O(�

n

n

n=2

) pour borner les num�erateurs et les d�enominateurs,

l'in�egalit�e 2.1 du pr�eliminaire dit qu'il faut 
hoisir le nombre d'it�erations m tel que :

�

n

n

n=2

� �p

m=2

soitm de l'ordre deO(n log(n�)).

�

Evaluons pour terminer le 
oût de 
ette r�esolution. Par r�e
urren
e,

on obtient fa
ilement que que les 
omposantes des b

k

restent born�ees en valeur absolue par 2n�.

En utilisant le fait que le 
oût du produit modulo p de deux entiers born�es en valeur absolue par

M est log(M), le 
oût d'une it�eration (un produit matri
e-ve
teur) est en O(n

2

log(n�)), don
 le


oût de toutes les it�erations est en :

O(n

3

log

2

(n�)):

C'est en fait le 
oût total de l'algorithme (on montre que les remont�ees des 
omposantes de x en

appliquant le pr�eliminaire m�enent �a la même 
omplexit�e).

Il faut bien voir que 
e 
oût est assez remarquable : la r�esolution d'un syst�eme lin�eaire par une

m�ethode num�erique quel
onque en arithm�etique standard est en O(n

3

). C'est dire que l'on vient de

r�esoudre le probl�eme de mani�ere exa
te dans un fa
teur asymptotiquement seulement logarithmique


ompar�e aux m�ethodes appro
h�ees !
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2.3 Valeurs propres

On sait 
ombien le probl�eme du 
al
ul des valeurs propres d'une matri
e est fondamental en

analyse num�erique. Nous allons voir 
omment Maple se 
omporte dans 
e domaine, et quels sont

les apports du 
al
ul formel �a la 
ompr�ehension des ph�enom�enes.

Soit la matri
e propos�ee en exemple par C. Moler [22℄ :

[ -149 -50 -154 ℄

A := [ 537 180 546 ℄

[ -27 -9 -25 ℄

En utilisant la fon
tion eigenvals, on voit que A poss�ede trois valeurs propres distin
tes r�eelles :

eigenvals(A);

1,2,3

Observons 
e qui se passe sous l'a
tion d'une petite perturbation de A, 
e
i nous 
onduit �a :

P:=epsilon -> matrix([[130*epsilon-149,-50-390*epsilon,-154℄,

[537+43*epsilon,180-129*epsilon,546℄,[133*epsilon-27,-9-399*epsilon,-25℄℄);

I
i nous avons d�e�ni une nouvelle fon
tion sous Maple qui nous retourne pour tout � donn�e, une

matri
e P (�) telle que P (0) = A. Par exemple :

print(P(-0.0005),P(0.0001));

[ -149.0650 -49.8050 -154 ℄ [ -148.9870 -50.0390 -154 ℄

[ 536.9785 180.0645 546 ℄, [ 537.0043 179.9871 546 ℄

[ -27.0665 -8.8005 -25 ℄ [ -26.9867 -9.0399 -25 ℄

La �gure 2.1 montre alors 
omment se 
omportent la partie r�eelle et la partie imaginaire de la

premi�ere valeur propre de P (�) en fon
tion de � (la valeur propre est 1 en z�ero). En (( zoomant )),

on se rendrait 
ompte qu'�a partir d'une valeur positive de � pro
he de z�ero, appelons-la �

0

, la partie

imaginaire devient stri
tement positive. Que s'est-il pass�e?

Pour 
omprendre, on peut 
al
uler le polynôme 
ara
t�eristique �

�

(x) de P (�) �a l'aide de la

fon
tion 
harpoly :


hi:=
harpoly(P(epsilon),x);

3 2 2


hi := x - 6 x + 11 x - epsilon x + 492512 epsilon x - 1221271 epsilon - 6

son dis
riminant est lui-même 
al
ul�e �a l'aide de la fon
tion dis
rim :

delta:=dis
rim(
hi,x);

2

delta := 4 - 5910096 epsilon + 1403772863224 epsilon

3 4

- 477857003880091920 epsilon + 242563185060 epsilon



50 CHAPITRE 2. ALG

�

EBRE LIN

�

EAIRE

  

  

Fig. 2.1 { Partie r�eelle et partie imaginaire de la premi�ere valeur propre de P (�).
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Et les ra
ines (
al
ul�ees par fsolve) de 
e dis
riminant sont :

fsolve(delta);

-6 7

.7837924906*10 , .1970031041*10

Le premier de 
es nombres 
orrespond au � 
ritique de tout �a l'heure, �

0

� 0:0000007837924. En

�

0

le dis
riminant s'annule : deux valeurs propres r�eelles se joignent en �

0

pour n'en former qu'une

seule, soit �

0

, double et 
omplexe. Si l'on veut �etudier maintenant la matri
e P (�

0

), on peut 
al
uler

ses valeurs propres :

eigenvals(P(0.0000007837924906));

1.546279509, 1.548938630, 2.904782575

On a beau savoir (grâ
e au 
al
ul exa
t) qu'il y a une valeur propre double, quelle que soit la

pr�e
ision de 
e dernier 
al
ul, tant qu'il est appro
h�e (et de plus e�e
tu�e en arithm�etique 
ottante)

la valeur propre double est toujours 
ontamin�ee par les erreurs. Elle apparâ�t seulement par les

valeurs tr�es pro
hes de deux des valeurs propres, soient �

0

0

et �

00

0

, qui ont �et�e 
al
ul�ees : il faut faire

tr�es attention pour donner un sens �a l'�egalit�e. Dans la situation pr�esente on peut s'en a

ommoder

sans 
ons�equen
e, un 
al
ul de rang par d�e
omposition en valeurs singuli�eres fournirait un tr�es bon

test d'�egalit�e. Cependant, si maintenant la question est de savoir si l'on trouve un ou deux ve
teurs

propres asso
i�es �a la valeur propre double �

0

ainsi 
ara
t�eris�ee, le 
al
ul num�erique devient plus

qu'ambig�u. Essayons de faire les 
al
uls exa
tement. Le premier besoin est de savoir manipuler �

0

exa
tement. Qu'�a 
ela ne tienne, on de�nit �

0

(e0 
i-dessous en Maple) 
omme �etant ra
ine du

dis
riminant (il est irr�edu
tible), et on 
onstruit la matri
e P (�

0

) 
orrespondante :

e0:=RootOf(delta):

Pe0:=P(e0):

print(Pe0);

[ 130 %1 - 149 - 50 - 390 %1 -154 ℄

[ 537 + 43 %1 180 - 129 %1 546 ℄

[ 133 %1 - 27 - 9 - 399 %1 -25 ℄

%1 := RootOf(

2 3 4

1 - 1477524 _Z + 350943215806 _Z - 119464250970022980 _Z + 60640796265 _Z)

Un moyen radi
al de 
onnâ�tre la stru
ture de P (�

0

) est de 
al
uler sa forme de Jordan. La

fon
tion 
orrespondante de linalg ne permet pas de le faire. On peut en revan
he faire appel au

pa
kage normform de la biblioth�eque utilisateur :

with(share); readshare(`linalg/normform`);

J:=jordan(Pe0,{RootOf(delta)});

11031929259781122453495 3 283005565738990253 1792424167831498089735

[- ----------------------- %1 + ------------------ - ---------------------- %1

96703623305979008 96703623305979008 8791238482361728

21733243079681277776111127375 2

+ ----------------------------- %1 , 0, 0℄

96703623305979008

297216174096883795 21733243079681277776111127375 2

[0, ------------------ - ----------------------------- %1

193407246611958016 193407246611958016

11031929259781122453495 3 1792432959069980451463
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+ ----------------------- %1 + ---------------------- %1, 1℄

193407246611958016 17582476964723456

297216174096883795 21733243079681277776111127375 2

[0, 0, ------------------ - ----------------------------- %1

193407246611958016 193407246611958016

11031929259781122453495 3 1792432959069980451463

+ ----------------------- %1 + ---------------------- %1℄

193407246611958016 17582476964723456

%1 := RootOf(

2 3 4

1 - 1477524 _Z + 350943215806 _Z - 119464250970022980 _Z + 60640796265 _Z)

L'expression 
i-dessus est bien entendu tr�es 
ompliqu�ee. On peut l'interpr�eter fa
ilement en

l'�evaluant (maintenant a posteriori) en une valeur appro
h�ee de �

0

:

JJ:=map(x->subs(%1=0.000000784,x),J);

[ 2.904815336 0 0 ℄

JJ := [ 0 1.547592724 1 ℄

[ 0 0 1.547592724 ℄

pour se rendre 
ompte qu'elle poss�ede un blo
 de dimension deux asso
i�e �a la valeur propre double.

La r�eponse �a la question que l'on s'�etait pos�ee est que la valeur propre �

0

est asso
i�ee �a un unique

ve
teur propre.

On aurait pu, pour fournir un peu moins d'e�orts, se 
ontenter de la forme de Frobenius :

F:=frobenius(Pe0,{RootOf(delta)});

[ 0 0 1221271 %1 + 6 ℄

F := [ 1 0 - 11 - 492512 %1 ℄

[ 0 1 6 + %1 ℄

%1 := RootOf(

2 3 4

1 - 1477524 _Z + 350943215806 _Z - 119464250970022980 _Z + 60640796265 _Z)


ette derni�ere poss�ede un seul blo
 
ompagnon, la valeur propre double ne peut don
 pas être

asso
i�ee �a deux ve
teurs propres distin
ts.

Nous venons de traiter par le d�etail un exemple qui montre la port�ee du 
al
ul formel en alg�ebre

lin�eaire. Quand les limites du 
al
ul appro
h�e sont atteintes, l'outil apparâ�t irrempla�
able. Mais ne

soyons pas irr�ealistes, ne nous trompons surtout pas de question : on ne r�esoudra pas exa
tement

un probl�eme de valeurs propres en vraie grandeur (plusieurs milliers d'�equations). Ce qu'il faut

entendre (dans 
e 
as pr�e
is), 
'est que le 
al
ul formel peut et doit aider �a la 
ompr�ehension des

probl�emes auxquels se trouve 
onfront�e l'ing�enieur, �eventuellement de mani�ere plus qualitative que

quantitative, puisqu'il peut et doit aider le même ing�enieur �a 
on
evoir les m�ethodes num�eriques

qu'il utilisera.

2.4 Formes 
anoniques : similitude

Le 
al
ul des formes 
anoniques ou formes normales de matri
es est un probl�eme 
entral de

l'alg�ebre lin�eaire. Il est diÆ
ile de donner une vraie d�e�nition, on peut tout de même dire qu'une

forme est dite normale modulo une 
ertaine relation d'�equivalen
e quand elle repr�esente les �el�ements

de sa 
lasse et qu'elle en r�ev�ele une (( 
ertaine propri�et�e )) 
ommune. En 
orollaire, en r�ev�elant 
ette

propri�et�e 
ommune, la forme 
anonique revêt elle-même, en g�en�eral, une stru
ture (( simple )) et

permet de simpli�er d'autant les 
al
uls.
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Ainsi, si la relation d'�equivalen
e vis�ee est la similitude de matri
es sur un 
orps, les formes

auxquelles on se trouve 
onfront�e sont la forme poly
y
lique (forme d'Hessenberg �a d�e
alage), la

forme 
anonique rationnelle (forme de Frobenius, forme de Jordan rationnelle) et la forme de

Jordan. La stru
ture r�ev�el�ee des 
lasses d'�equivalen
e est i
i la stru
ture de l'espa
e d�e
ompos�e en

di��erents types de sous-espa
es invariants par les appli
ations lin�eaires asso
i�ees.

Tout 
e
i est largement 
onnu d'un point de vue th�eorique (le probl�eme de l'�epreuve du 
on
ours

aux ENSI en Maths Appli. en traitait en 94). En revan
he, d'un point de vue algorithmique, en

parti
ulier en 
al
ul formel, de nombreuses diÆ
ult�es se posent toujours. Nous n'entrerons pas i
i

dans les d�etails. L'algorithmique a
tuelle repose en grande partie sur les livres 
lassiques tels que


elui de Ma
 Du�ee [27℄, de Newman [26℄, de Gantma
her [23℄ et 
eux de Gohberg, Lan
aster et

Rodman 
on
ernant les matri
es polynomiales [25, 24℄. Rappelons i
i en
ore le livre de Bini et Pan

[15℄. Pour aborder un th�eme appli
atif, 
elui de la th�eorie du 
ontrôle, nous ferons appel �a l'ouvrage

de Kailath [28℄.

Quant �a Maple, nous avons eu l'o

asion, au paragraphe pr�e
�edent, d'utiliser les formes de

Frobenius et de Jordan, nous n'y reviendrons pas. Les premiers algorithmes polynomiaux exa
ts

pour les 
al
uler ont �et�e donn�es assez r�e
emment [29, 30℄. Le th�eme est en plein d�eveloppement

depuis.

Maple permet aussi d'aller plus loin ave
 par exemple le 
al
ul de l'exponentielle d'une matri
e.

Les formes normales sont en e�et une 
l�e possible pour 
al
uler des fon
tions de matri
es. Les

appli
ations sont nombreuses notamment pour 
e qui est de la r�esolution d'�equations di��erentielles.

Pour terminer 
e bref survol, on peut dire que les d�eveloppements les plus r�e
ents de la re
her
he

visent �a mettre au point l'algorithmique des fais
eaux de matri
es [23, 31℄. Il s'agit de 
al
uler des

formes normales de n-uplets de matri
es, par l'obtention d'une transformation et son appli
ation

simultan�ee �a toutes les matri
es du n-uplet.

2.5 Formes 
anoniques : �equivalen
e

�

A la mani�ere de Gantma
her [23℄, la th�eorie du paragraphe pr�e
�edent peut aussi être appr�ehend�ee

par le biais de l'�equivalen
e de matri
es polynomiales.

�

A nouveau nous nous restreindrons i
i aux

matri
es 
arr�ees inversibles, mais sans perte de g�en�eralit�e. Nous allons 
onsid�erer des matri
es dont

les 
oeÆ
ients sont des polynômes sur un 
orps K, par exemple le 
orps des rationnels.

2.5.1 Premi�eres notions

D�e�nition 1 Une matri
e unimodulaire sur K[x℄ est une matri
e inversible. Elle est don
 
arr�ee

et son d�eterminant est un �el�ement non nul de K.

D�e�nition 2 Deux matri
es A(x) et B(x) sur K[x℄ sont dites asso
i�ees ou �equivalentes �a gau
he

s'il existe une matri
e unimodulaire U(x) telle que A(x) = U(x)B(x). Les deux matri
es sont dites

�equivalentes s'il existe deux matri
es unimodulaires U(x) et V (x) telles que A(x) = U(x)B(x)V (x).

Ces notions d'�equivalen
e nous permettent d'introduire les formes normales d'Hermite et de Smith

des matri
es sur K[x℄.

Th�eor�eme 1 Une matri
e A(x) de K[x℄ est dite sous forme normale d'Hermite si elle est trian-

gulaire sup�erieure, ses polynômes diagonaux sont unitaires et les polynômes hors diagonaux sont

de degr�es inf�erieurs �a 
elui du polynôme diagonal de la même 
olonne. Toute matri
e est asso
i�ee

�a gau
he �a une unique matri
e H(x) sous forme d'Hermite, H(x) = U(x)A(x).
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[ x - 1 x x + 1 ℄

[ 2 ℄

A := [ x - 1 x x ℄

[ x - 1 x + 2 x - 2 ℄

hermite(A,x);

[ x - 1 0 5/2 x + 1 ℄

[ 0 1 -3/2 ℄

[ 2 ℄

[ 0 0 2/5 x + x + 2/5 ℄

Th�eor�eme 2 Une matri
e A(x) de K[x℄ est dite sous forme normale de Smith si elle est diagonale,

ses polynômes diagonaux sont unitaires et 
ha
un divise le suivant. Toute matri
e est �equivalente

�a une unique matri
e S(x) sous forme de Smith, S(x) = U(x)A(x)V (x).

smith(A,x);

[ 1 0 0 ℄

[ 0 1 0 ℄

[ 2 ℄

[ 0 0 1/5 (x - 1) (2 x + 5 x + 2) ℄

Les polynômes diagonaux de la forme de Smith sont appel�es polynômes invariants de la matri
e

A(x). Ils 
ara
t�erisent 
ompl�etement une 
lasse d'�equivalen
e : deux matri
es �equivalentes ont les

mêmes polynômes invariants. Comme dit plus haut, le lien ave
 les formes 
anoniques sous la

relation de similitude est 
lassique :

Th�eor�eme 3 Soit B une matri
e 
arr�ee sur K et F sa forme de Frobenius. Alors les polynômes

invariants de la matri
e 
ara
t�eristique B � xI sont les polynômes asso
i�es aux blo
s 
ompagnons

de F .

[ 193/58 53/116 255/116 213/58 9/58 ℄

[ -95/29 25/58 -231/58 -79/29 55/58 ℄

B := [ -48/29 12/29 -55/29 -68/29 -9/29 ℄

[ 53/29 41/58 100/29 63/29 47/116 ℄

[ 72/29 -40/29 68/29 44/29 -30/29 ℄

frobenius(B); smith(B-x,x);

[ 0 -1 0 0 0 ℄ [ 1 0 0 0 0 ℄

[ ℄ [ 0 1 0 0 0 ℄

[ 1 0 0 0 0 ℄ [ 0 0 1 0 0 ℄

[ 0 0 0 0 3 ℄ [ 2 ℄

[ ℄ [ 0 0 0 x + 1 0 ℄

[ 0 0 1 0 -1 ℄ [ ℄

[ ℄ [ 3 2 ℄

[ 0 0 0 1 3 ℄ [ 0 0 0 0 x - 3 x + x - 3 ℄

Voil�a pour quelques aspe
ts th�eoriques, int�eressons-nous maintenant aux aspe
ts algorithmiques.

Certains r�esultats rel�event du domaine de la re
her
he puisque les 
omplexit�es des probl�emes ne

sont pas en
ore pleinement mâ�tris�ees.
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2.5.2 Premi�eres notions de 
oût

Le 
al
ul des r�edu
tions (
al
ul de la forme normale et des matri
es de passage) est polynomial

depuis le travail de Kannan [36℄ pour la forme d'Hermite et depuis une 
ontribution de l'auteur

[35℄ pour la forme de Smith.

� Forme d'Hermite : 
al
ul dire
t.

La premi�ere diÆ
ult�e, 
on
ernant la forme d'Hermite, r�eside dans la 
roissan
e des tailles des 
oef-

�
ients des polynômes au 
ours des 
al
uls (rappelons-nous 
e que nous avons vu ave
 les syst�emes

lin�eaires : 
roissan
e exponentielle versus polynomiale). Le probl�eme est analogue �a 
elui qui se pose

ave
 l'algorithme d'Eu
lide quand il s'agit de 
al
uler le pg
d de deux polynômes (�a une variable).

Nous supposons que l'algorithme d'Eu
lide est bien 
onnu. Le nombre d'op�erations n�e
essaires

pour 
al
uler le pg
d de deux polynômes de degr�e n dans K[x℄ est en O(n

3

) (algorithme na��f) en

terme d'op�erations dans K [17℄, mais en terme de 
oût binaire, par exemple sur les rationnels, les


oeÆ
ients des polynômes sou�rent en g�en�eral d'une 
roissan
e exponentielle de leur taille.

Le probl�eme se pose de fa�
on �equivalente si l'on 
al
ule la forme d'Hermite par triangularisation

dire
te de la matri
e. On entend par l�a un algorithme de triangularisation de la matri
e via, par

d�e�nition, des matri
es unimodulaires dire
tement dans K[x℄ (
'est ainsi que fon
tionne la fon
tion

Maple hermite). Plus pr�e
is�ement pour mettre un z�ero en position (2; 1) de la matri
e

A(x) =

"

p r

q s

#

on peut 
onsid�erer l'identit�e de Bezout : up + vq = g o�u g est le pg
d de p et q, et 
onstruire la

matri
e :

U(x) =

"

u v

�q=g p=g

#

qui est bien unimodulaire et qui 
onduit �a

H

0

(x) = U(x)A(x) =

"

g ur + vs

0 (�qr + ps)=g

#

Les 
oeÆ
ients de H

0

(x) sont tous des polynômes puisque la transformation U(x) est unimodu-

laire. En g�en�eralisant 
e
i, une �elimination de (( type Gauss )) 
onduit fa
ilement �a une matri
e

triangulaire.

�

Eventuellement, 
ette matri
e n'est pas en
ore sous forme d'Hermite : nous l'avons

not�ee H

0

(x) 
i-dessus : les polynômes hors-diagonaux peuvent ne pas être r�eduits en degr�es. On se


onvain
ra que des op�erations de lignes suppl�ementaires peuvent être e�e
tu�ees pour r�eduire les

degr�es mais sans modi�er la stru
ture triangulaire d�ej�a atteinte.

Cette m�ethode parâ�t satisfaisante, il n'en n'est rien. Il a fallu beau
oup d'astu
e �a Kannan [36℄

pour parvenir �a d�emontrer qu'un tel point de vue permettait d'obtenir un algorithme polynomial

((( ave
 des bornes astronomiques )) aux dires mêmes de l'auteur).

� La matri
e de Sylvester.

Une solution beau
oup plus �el�egante 
onsiste �a se ramener �a un probl�eme d'alg�ebre lin�eaire sur

le 
orps K (le paragraphe 2.2 a essay�e de montrer pourquoi alors la r�esolution peut être men�ee

eÆ
a
ement). L'id�ee est assez r�e
ente [28℄, elle a �et�e mise en �uvre pour la forme d'Hermite par

Labhalla, Lombardi et Marlin [34℄. Nous la pr�e
iserons au paragraphe suivant, essayons i
i de la


omprendre dans le 
as d'une matri
e 2� 1, 
'est-�a-dire pour deux polynômes. Notons au passage
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qu'un 
al
ul de forme d'Hermite peut être vu 
omme un (( gros 
al
ul de pg
d )) : 
'est d'ailleurs un


al
ul de pg
d de matri
es.

Pour le 
al
ul du pg
d de polynômes don
, la te
hnique utilis�ee est 
elle des sous-r�esultants

[18, 19℄. Pour une tr�es vague { et impr�e
ise { id�ee : soit �a 
al
uler le pg
d des deux polynômes

suivants :

print(p,q);

4 3 2 4 3 2

x - 10 x + 35 x - 50 x + 24, x - 15 x + 73 x - 129 x + 70

D'apr�es l'identit�e de Bezout, il existe deux polynômes u et v de degr�es au plus 4 (i
i) tels que

up+vq soit �egal au pg
d re
her
h�e. Consid�erons l'espa
e ve
toriel des polynômes de degr�es au plus

8 (donn�es par les ve
teurs de leurs 
oeÆ
ients). C'est don
 dire que le pg
d appartient �a l'espa
e

ve
toriel engendr�e par p; xp; x

2

p; x

3

p; x

4

et q; xq; x

2

q; x

3

q; x

4

q. En 
onsid�erant 
es ve
teurs par ligne

on 
onstruit la matri
e suivante, dite matri
e de Sylvester :

S:=sylvester(p,q,x);

[ 1 -10 35 -50 24 0 0 0 ℄

[ 0 1 -10 35 -50 24 0 0 ℄

[ 0 0 1 -10 35 -50 24 0 ℄

[ 0 0 0 1 -10 35 -50 24 ℄

[ 1 -15 73 -129 70 0 0 0 ℄

[ 0 1 -15 73 -129 70 0 0 ℄

[ 0 0 1 -15 73 -129 70 0 ℄

[ 0 0 0 1 -15 73 -129 70 ℄

Dire que le pg
d est dans l'espa
e ve
toriel des lignes de S indique que par 
ombinaison (( ju-

di
ieuse )) de 
es lignes, on doit pouvoir retrouver le ve
teur donnant le pg
d. Il suÆt en fait de

triangulariser la matri
e :

gausselim(S);

[ 1 -10 35 -50 24 0 0 0 ℄

[ 0 1 -10 35 -50 24 0 0 ℄

[ 0 0 1 -10 35 -50 24 0 ℄

[ 0 0 0 1 -10 35 -50 24 ℄

[ 0 0 0 0 -5 38 -79 46 ℄

[ 0 0 0 0 0 1 -3 2 ℄

[ 0 0 0 0 0 0 0 0 ℄

[ 0 0 0 0 0 0 0 0 ℄

la derni�ere ligne nous indique que le pg
d est g = x

2

�3�x+2. Mais arrêtons-nous l�a ! Les r�ef�eren
es

sur le sujet se trouvent fa
ilement. Retenons que : le 
al
ul du pg
d se ram�ene, ou plutôt se r�eduit

{ en terme de 
omplexit�e { �a la mise sous forme triangulaire d'une matri
e : pour deux polynômes

p = p

n

x

n

+ p

n�1

x

n�1

+ : : :+ p

1

x+ p

0

et q = q

m

x

m

+ q

m�1

x

m�1

+ : : :+ q

1

x+ q

0

la matri
e asso
i�ee

est :

S(p; q) =

2

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

4

p

n

p

n�1

: : : : : : p

1

p

0

0 : : : : : : 0

0 p

n

p

n�1

: : : : : : p

1

p

0

0 : : : 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 : : : 0 p

n

p

n�1

: : : : : : p

1

p

0

0

0 : : : : : : 0 p

n

p

n�1

: : : : : : p

1

p

0

q

m

q

m�1

: : : : : : q

1

q

0

0 : : : : : : 0

0 q

m

q

m�1

: : : : : : q

1

q

0

0 : : : 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 : : : 0 q

m

q

m�1

: : : : : : q

1

q

0

0

0 : : : : : : 0 q

m

q

m�1

: : : : : : q

1

q

0

3

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

5

2 K

m+n;m+n

: (2.2)
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Probl�eme : quid de la r�e
iproque?

Nous allons voir au paragraphe suivant que 
ette te
hnique, d�evelopp�ee initialement pour le


al
ul du pg
d de polynômes, peut être g�en�eralis�ee pour 
al
uler la forme d'Hermite.

� Forme de Smith : davantage de probl�emes.

Pour la forme de Smith la situation est un peu plus 
ompliqu�ee. Les premiers algorithmes (i.e.

les appli
ations dire
tes des m�ethodes math�ematiques) 
onsistent �a utiliser le 
al
ul de la forme

d'Hermite 
omme (( bô�te noire )). On peut s
h�ematiser les 
hoses ainsi : on 
al
ule la forme d'Her-

mite H

1

(x) de A(x) puis la forme d'Hermite H

2

(x) de

t

H

1

(x), puis la forme d'Hermite de

t

H

2

(x)

. . . jusqu'�a obtenir une matri
e diagonale. On montre que 
e pro
essus se termine en O(n

3

) �etapes

au pire (A(x) de dimension et de degr�e n).

Une telle appro
he n'est pas satisfaisante du point de vue algorithmique : le probl�eme de la


roissan
e des 
oeÆ
ients (ave
 lequel nous 
ommen�
ons �a être familiers) se pose i
i dramatique-

ment. Est-il seulement possible de montrer que 
es it�erations ne 
onduisent pas �a une 
roissan
e

exponentielle ? La question �etait pos�ee. Elle a �et�e 
ontourn�ee et 
e sont d'autres m�ethodes qui

permettent de 
al
uler la forme de Smith en temps polynomial.

2.5.3 Algorithmes d�eterministes

Nous allons voir 
omment la m�ethode utilisant la matri
e de Sylvester peut être g�en�eralis�ee au


as des matri
es de polynômes [37, 34℄. On se pla
era toujours dans le 
as 
arr�e r�egulier. Auparavant,

voyons-en un th�eme appli
atif.

� Un exemple d'appli
ation.

Un grand domaine appli
atif pour la forme d'Hermite est 
elui de l'automatique. Nous renvoyons i
i

au livre de Kailath [28℄. Par exemple, il peut s'agir en th�eorie du 
ontrôle d'�etudier le 
omportement

d'un syst�eme lin�eaire 
onstant du type :

(

x

0

(t) = Ax(t) +Bu(t)

v(t) = Cx(t)

Le ve
teur u(t) 2 K

m

est dit ve
teur d'entr�ees, le ve
teur v(t) 2 K

p

est dit ve
teur de sorties et

x 2 K

n

est le ve
teur d'�etats. La donn�ee des trois matri
es (C;A;B) (ave
 les dimensions ad�equates)

est la donn�ee d'une r�ealisation de la matri
e de transfert du syst�eme :

H(s) = C(sI �A)

�1

B:

Par transform�ee de Lapla
e 
ette matri
e de transfert transforme les entr�ees en les sorties.

Le probl�eme des formes 
anoniques est i
i 
lassique et s'applique aux r�ealisations : il s'agit de

trouver des r�ealisations 
anoniques. Cela peut être une r�ealisation ave
 les dimensions les plus

petites possibles et dont les matri
es ont une stru
ture parti
uli�ere. Nous voyons que le lien ave


les formes 
anoniques de matri
es est (( imm�ediat )). Le le
teur se reportera �a l'ouvrage de Kailath

[28℄ pour un expos�e limpide sur le sujet. Retenons simplement, pour l'illustration, que la matri
e

de transfert est une matri
e de fra
tions rationnelles qui peut s'�e
rire 
omme quotient de deux

matri
es polynomiales :

H(s) = N(s)=D(s)



58 CHAPITRE 2. ALG

�

EBRE LIN

�

EAIRE

et que, de même que l'on r�eduit une fra
tion de polynômes en simpli�ant par le pg
d, aller vers une

r�ealisation 
anonique du syst�eme demande i
i de simpli�er H(s) par un 
al
ul de pg
d matri
iel

ave
 N(s) et D(s). Cette simpli�
ation, qui a en fait pour e�et de (( normaliser )) les degr�es des

polynômes, permet de 
al
uler une r�ealisation ave
 A de dimension minimale. Le test de primalit�e

de matri
es aussi est important pour les tests PBH ( Popov-Belevit
h-Hautus) de 
ontrôlabilit�e ou

d'observabilit�e. Intuitivement, le syst�eme est dit 
ontrôlable si �etant donn�e un �etat il existe une

entr�ee qui 
onduit �a lui, il est dit observable si �etant donn�ees entr�ees et sorties, il existe un �etat

qui leur soit 
ompatible. Les tests PBH nous disent que le syst�eme est 
ontrôlable si sI � A et B

sont premi�eres entre elles �a gau
he, qu'il est observable si C et sI �A sont premi�eres entre elles �a

droite.

� Le pg
d de matri
es. Le le
teur se reportera au livre de Ma
 Du�ee [27℄ pour les d�e�nitions

que nous reprenons.

D�e�nition 3 Un pg
d de matri
e A(x) et B(x) �a droite (not�e pg
dd) est une matri
e G(x) qui

v�eri�e :

- G(x) est un diviseur �a droite de A(x) et B(x) : il existe

�

A(x) et

�

B(x) telles que

A(x) =

�

A(x)G(x); B(x) =

�

B(x)G(x)

- si G

1

(x) est un autre diviseur 
ommun �a droite alors (G(x) en est un multiple) il existe une

matri
e W (x) telle que G(x) =W (x)G

1

(x).

De même que le p
gd de deux polynômes n'est unique que quand on 
hoisit un repr�esentant (par

exemple 
elui qui est unitaire) parti
ulier dans la 
lasse des pg
d possibles, le pg
d de matri
es

n'est pas unique, le 
hoix d'un repr�esentant parti
ulier peut être 
elui de la forme d'Hermite :

Lemme 1 Pour deux matri
es A(x) et B(x) (
arr�ees r�eguli�eres) 
al
ulons la forme d'Hermite de

t

[A(x); B(x)℄:

H(x) =

"

U

11

(x) U

12

(x)

U

21

(x) U

22

(x)

# "

A(x)

B(x)

#

=

"

G(x)

0

#

alors G(x) est un pg
dd de A(x) et B(x).

Preuve. La matri
e U(x) est unimodulaire, soit V (x) son inverse, en �e
rivant

t

[A(x); B(x)℄ =

V (x)

t

[G(x); 0℄ on obtient que G(x) est un diviseur �a droite. On a aussi G(x) = U

11

(x)A(x) +

U

12

(x)B(x) (identit�e de Bezout) don
 siG

1

(x) est un autre diviseur �a droite, ave
 A(x) = A

1

(x)G

1

(x)

et B(x) = B

1

(x)G

1

(x) on arrive �a G(x) = [U

11

(x)A

1

(x) + U

12

(x)B

1

(x)℄G

1

(x), 
e qui termine la

d�emonstration.

print(A,B);

[ 2 ℄

[ x - 1 x - 1 ℄ [ x - 1 x - 1 ℄

[ x x ℄ [ x x ℄

hermite(sta
k(A,B),x);

[ 1 1 ℄

[ 2 ℄

[ 0 x - x ℄

[ 0 0 ℄

[ 0 0 ℄

G:=submatrix(",1..2,1..2);

[ 1 1 ℄

[ 2 ℄

[ 0 x - x ℄
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D�e�nition 4 Deux matri
es A(x) et B(x) sont dites premi�eres entre elles �a droite si leurs pg
dd

sont des matri
es unimodulaires.

RightCoPrime(A,B,x);

false

print(C,F);

[ x + 1 x - 1 ℄ [ x + 1 x ℄

[ x x ℄ [ x x + 2 ℄

RightCoPrime(C,F,x);

true

(Cet extrait est en Maple grenoblois . . . il n'est pas livr�e ave
 la version publique . . . ). Voil�a, nous

n'irons pas plus loin dans 
ette partie de la th�eorie. Sa
hons seulement que beau
oup des te
hniques

polynomiales s'appliquent aux matri
es, 
'est 
e que nous allons voir en parti
ulier ave
 l'utilisation

de la matri
e de Sylvester.

� Un algorithme pour les formes d'Hermite et de Smith. Nous n'allons pas rentrer dans

les d�etails, mais nous esp�erons qu'ave
 
e qui pr�e
�ede (identit�e (2.2)) tout sera un tant soit peu

intuitif !

Pour deux matri
es A(x) et B(x) on 
onstruit une matri
e de Sylvester g�en�eralis�ee sur le mod�ele

de la matri
e de Sylvester pour deux polynômes donn�ee par l'�equation (2.2). On suppose que les

deux matri
es sont de degr�e n. Si l'on d�e�nit pour un polynôme :

S(p) =

2

6

6

6

6

4

p

n

p

n�1

: : : : : : p

1

p

0

0 : : : : : : 0

0 p

n

p

n�1

: : : : : : p

1

p

0

0 : : : 0

.

.

.

.

.

.

.

.
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 : : : 0 p

n

p

n�1

: : : : : : p

1

p

0

0

0 : : : : : : 0 p

n

p

n�1

: : : : : : p

1

p

0

3

7

7

7

7

5

2 K

n

2

;n+n

2

(2.3)

la matri
e de Sylvester g�en�eralis�ee asso
i�ee �a A(x) et B(x) est :

S(A;B) =

2

6

6

6

6

6

4

S(A

11

) S(A

12

) : : : S(A

1n

)

: : : : : : : : : : : :

S(A

n1

) S(A

n2

) : : : S(A

nn

)

S(B

11

) S(B

12

) : : : S(B

1n

)

: : : : : : : : : : : :

S(B

n1

) S(B

n2

) : : : S(B

nn

)

3

7

7

7

7

7

5

2 K

n

3

;n

2

+n

3

(2.4)

On peut alors montrer que par triangularisation par op�erations de lignes, la forme normale

d'Hermite

t

[G(x); 0℄, i.e. le pg
dd de A(x) et B(x) peut être 
al
ul�e. Regardons sur un exemple de

dimension 2 (toujours ave
 des instru
tions grenobloises) :

print(A,B);

[ 2 ℄

[ x - 1 x - 1 ℄ [ x - 1 x - 1 ℄

[ x x ℄ [ x x ℄

G:=RightGenSylvester(A,B,x);

[ 0 1 -1 0 0 1 -1 0 ℄

[ 0 0 1 -1 0 0 1 -1 ℄

[ 0 1 0 0 0 1 0 0 ℄

[ 0 0 1 0 0 0 1 0 ℄

[ 0 1 -1 0 1 0 -1 0 ℄

[ 0 0 1 -1 0 1 0 -1 ℄

[ 0 1 0 0 0 1 0 0 ℄
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[ 0 0 1 0 0 0 1 0 ℄

gausselim(G);

[ 0 1 -1 0 0 1 -1 0 ℄

[ 0 0 1 -1 0 0 1 -1 ℄

[ 0 0 0 1 0 0 0 1 ℄

[ 0 0 0 0 1 -1 0 0 ℄

[ 0 0 0 0 0 1 -1 0 ℄

[ 0 0 0 0 0 0 0 0 ℄

[ 0 0 0 0 0 0 0 0 ℄

[ 0 0 0 0 0 0 0 0 ℄

En utilisant 
omme (( patron de stru
ture )) la d�e�nition de la matri
e de Sylvester g�en�eralis�ee,

on d�e
oupe la matri
e r�esultat en deux blo
s de 
olonnes et deux blo
s de lignes :

print(G11,G12); print(G21,G22);

[ 0 1 -1 0 ℄ [ 0 1 -1 0 ℄

[ 0 0 1 -1 ℄, [ 0 0 1 -1 ℄

[ 0 0 0 1 ℄ [ 0 0 0 1 ℄

[ 0 0 0 0 ℄ [ 1 -1 0 0 ℄

[ 0 0 0 0 ℄ [ 0 1 -1 0 ℄

[ 0 0 0 0 ℄, [ 0 0 0 0 ℄

[ 0 0 0 0 ℄ [ 0 0 0 0 ℄

[ 0 0 0 0 ℄ [ 0 0 0 0 ℄

les derni�eres lignes de 
haque blo
 nous donnant le 
oeÆ
ient 
orrespondant du pg
dd (nous l'avions

d�ej�a 
al
ul�e plus haut) :

(0; 0; 0; 1) ! g

11

= 1

(0; 0; 0; 1) ! g

12

= 1

(0; 0; 0; 0) ! g

21

= 0

(0; 1;�1; 0) ! g

22

= x

2

� x

Don
 : nous avons donn�e l'id�ee du fait que le 
al
ul d'une forme d'Hermite d'une matri
e poly-

nomiale de dimensions et degr�e n se ram�ene �a une �elimination de Gauss sur une matri
e 
onstante

de dimensions O(n

3

) et pouvons, pour en d�eduire la 
omplexit�e, utiliser les r�esultats 
on
ernant 
e

dernier probl�eme.

Pour le 
al
ul de la forme de Smith, on pourrait montrer que si pour Hermite, une �elimination

de Gauss suÆt, on aurait besoin de mettre au point une �elimination de type Gauss-Jordan, mais


'est un autre sujet.

2.5.4 Algorithmes probabilistes

Pour terminer 
e paragraphe sur les diÆ
ult�es �a mettre au point des algorithmes peu on�ereux,

nous allons donner deux exemples d'algorithmes probabilistes. En e�et si les algorithmes pr�e
�edents


al
ulent �a tous les 
oups une solution au probl�eme, on peut imaginer des algorithmes qui ne

produisent la bonne r�eponse qu'ave
 une 
ertaine probabilit�e. Si 
ette probabilit�e est aussi grande

que l'on veut et que l'on peut v�eri�er le r�esultat, alors 
e peut être un bon moyen d'a

�el�erer les


al
uls �a moindre risque. Pour un approfondissement de la question, le le
teur se reportera par

exemple au livre de Brassard et Bratley [39℄.

Le paragraphe est illustr�e par l'obtention d'algorithmes pour le 
al
ul de la forme normale de

Smith (nous n'en avons pas en
ore donn�e de satisfaisant).
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Une deuxi�eme illustration de 
e type d'algorithmes sera trouv�ee au paragraphe 3.1.5 ave
 la

re
her
he d'une 
hâ�ne de 
ara
t�eres dans un �
hier.

� Un exemple typique. L'exemple typique en 
al
ul formel est donn�e par l'appli
ation d'un

lemme de J.T. S
hwartz [38℄. Cet auteur a pos�e la base de la plupart des autres d�emonstrations

produites sur le sujet. Soit un polynôme in
onnu P (x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) �a n ind�etermin�ees et de degr�e

n en 
ha
une. On suppose que l'on est 
apable d'�evaluer P en n'importe quel point donn�e. La

question est de savoir si P est identiquement nul ou pas? De mani�ere d�eterministe, la r�esolution

est (( inenvisageable )) elle demanderait en e�et un nombre exponentiel d'�evaluations, de tests. Il

est i
i naturel de r�esoudre le probl�eme de mani�ere probabiliste. En 
hoisissant (( assez )) de points

X

1

; : : : X

N

d'�evaluation, on 
on
lura que si pour tous 
es points l'�evaluation retourne z�ero, alors le

polynôme est nul. Ce
i se formalise 
omme suit.

Lemme 2 Soit P (x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) un polynôme sur un 
orps K �a n ind�etermin�ees et de degr�e n en


ha
une. Soit I un sous-ensemble �ni de K de 
ardinal 
 et X = (�

1

; �

2

; : : : ; �

n

) un n-uplet tir�e

uniform�ement dans I

n

alors :

Prob(P (�

1

; �

2

; : : : ; �

n

) = 0) � n=
:

Cette propri�et�e permet de mettre au point un algorithme de test de Monte-Carlo.

Dans 
e 
as l'algorithme de test de nullit�e 
onsiste �a �evaluer le polynôme en un nombre suÆ-

sament grand de points. Si toutes les �evaluations donnent z�ero, alors le polynôme est (( d�e
r�et�e ))

nul. On peut montrer que 
ela peut se faire ave
 une probabilit�e d'�e
he
 tendant vers z�ero quand

la dimension du probl�eme augmente. Cet algorithme sera dit de Monte-Carlo, au 
ontraire de Las

Vegas, en 
e sens que l'on n'a au
un moyen (autre que 
elui de tester un nombre exponentiel de

points) d'être sûr que le polynôme est vraiment nul.

D�e�nition 5 L'algorithme probabiliste est dit de Monte-Carlo s'il peut donner une r�eponse erron�ee

sans indi
ation d'�e
he
, mais 
ela ave
 une probabilit�e plus petite qu'une 
onstante (disons 1=2).

Ce
i peut être en
ore per�
u 
omme peu satisfaisant (bien que tr�es puissant dans 
ertaines

situations). Il existe une autre 
lasse d'algorithmes probabilistes, 
omme nous le verrons pour la

forme de Smith, les algorithmes dits de Las Vegas. Ave
 
es derniers, il est possible de v�eri�er la

r�eponse (ouf !).

D�e�nition 6 L'algorithme probabiliste est dit de Las Vegas s'il d�elivre, soit la bonne r�eponse,

soit l'indi
ation qu'il lui est impossible de donner le r�esultat. Un �e
he
 ne se produit qu'ave
 une

probabilit�e plus petite qu'une 
onstante (disons 1=2).

� Vers Monte-Carlo. Essayons d'appliquer 
e
i au 
al
ul de la forme normale de Smith. En

suivant Kaltofen, Krishnamoorthy et Saunders [32℄, nous avons pour 
ela besoin d'une nouvelle


ara
t�erisation de la forme (la forme a �et�e d�e�nie au paragraphe 2.5.1).

Lemme 3 Soit A(x) et S(x) = diag(s

1

(x); : : : ; s

n

(x)) sa forme de Smith. Les s

i

(x) sont don
 les

polynômes invariants de A(x). Notons s

�

i

, 1 � i � n, le pg
d des tous les mineurs i � i de A(x).

Alors les polynômes invariants sont donn�es par s

1

= s

�

1

et s

i

= s

�

i

=s

�

i�1

, 2 � i � n.
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L'analogie ave
 le test de nullit�e du polynôme est (( imm�ediate )). En e�et, vouloir 
al
uler de

mani�ere sûre la forme de Smith par 
ette 
ara
t�erisation, par exemple 
al
uler s

i

(x), am�enerait

�a 
al
uler tous les mineurs d'ordre i et 
eux d'ordre i � 1, or . . . . . . il y en a exponentiellement

beau
oup !

Don
 : on probabilise. Nous ne ferons pas la preuve de l'algorithme, mais donnons son fon
-

tionnement. Fondamentalement, pour appliquer le lemme 2, il faut se ramener �a la situation dans

laquelle la matri
e A(x) est (( g�en�erique )), 
'est-�a-dire qu'en 
al
ulant le pg
d sur seulement quelques

mineurs d'ordre i il faut que l'on ait une bonne 
han
e de 
al
uler la valeur 
orre
te de s

i

�. En fait,

on peut faire beau
oup mieux et se limiter �a 
al
uler seulement deux mineurs d'ordre i.

On tire au hasard quatre matri
es P

1

, Q

1

, P

2

et Q

2


onstantes inversibles (on peut les prendre

triangulaires �a diagonale unit�e). Cela nous donne deux 
opies perturb�ees de A(x) :

(

A

1

(x) = P

1

A(x)Q

1

;

A

2

(x) = P

2

A(x)Q

2

:

Bien sûr, par 
onstru
tion, A

1

(x) et A

2

(x) sont �equivalentes �a A(x) et ont la même forme de

Smith. Pour 
al
uler s

i

�, 1 � i � n, on 
al
ule les mineurs prin
ipaux �

(1)

i

(x) et �

(2)

i

(x) d'ordre

i de A

1

(x) et A

2

(x). On montre qu'ave
 une bonne probabilit�e, si les 
oeÆ
ients de P

1

, Q

1

, P

2

et

Q

2

sont tir�es dans un ensemble assez grand en fon
tion de A(x), alors s

i

� est le pg
d de �

(1)

i

(x)

et �

(2)

i

(x) [32℄. De l�a on 
al
ule les fa
teurs invariants, don
 la forme de Smith, en n divisions

suppl�ementaires.

print(A);

[ 2 ℄

[ x - 1 x - 1 ℄

[ 2 ℄

[ x - 4 x + 3 x - 1 ℄

print(A1,A2);

[ 2 2 ℄ [ 2 2 ℄

[ 3 x - 4 + x 4 x - 6 + 2 x ℄ [ 2 x - 6 + 4 x x - 1 ℄

[ 2 2 ℄ [ 2 ℄

[ 3 x - 11 x + 8 4 x - 14 x + 10 ℄ [ 2 x - 4 x + 2 x - 1 ℄

s1star:=g
d(A1[1,1℄,A2[1,1℄); # star signifie "etoile" en anglais

s1star := x - 1

s2star:=g
d(det(A1),det(A2));

3 2 4

s2star := - 8 x + 2 x + 12 x - 8 + 2 x

s2:=quo(s2star,s1star,x);

3 2

s2 := 2 x - 6 x - 4 x + 8

smith(A,x);

[ x - 1 0 ℄

[ 3 2 ℄

[ 0 x - 3 x - 2 x + 4 ℄

Une nouvelle fois, nous avons ramen�e un probl�eme, a priori plus 
ompliqu�e, �a un probl�eme de


al
ul de d�eterminant. L'algorithme de 
al
ul de la forme de Smith a i
i un 
oût asymptotiquement

�egal �a 
elui d'une �elimination de Gauss sur l'anneau des polynômes. Certaines limitations peuvent

se pr�esenter bien sûr si le 
orps sur lequel on travaille est trop petit (e.g. un 
orps �ni), mais 
'est

une autre histoire.
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En
ore une fois, 
e
i peut n'être 
onsid�er�e 
omme �a moiti�e satisfaisant seulement puisque l'on

ne dispose pas de moyen de v�eri�er que la forme 
al
ul�ee est e�e
tivement 
elle de Smith.

� Vers Las Vegas. En suivant �a nouveau Kaltofen, Krishnamoorthy et Saunders [33℄, voyons

maintenant un autre algorithme probabiliste, mais de Las Vegas 
ette fois-
i. Si l'algorithme re-

tourne une matri
e, alors 
'est la forme de Smith. On va utiliser une nouvelle 
ara
t�erisation de la

forme d'Hermite :

Lemme 4 Soit A(x). On note h

i

, 1 � i � n, le i-�eme 
oeÆ
ient diagonal de sa forme d'Hermite.

De même, soit h

�

i

, 1 � i � n, le pg
d des tous les mineurs i�i de A(x) 
onstruits sur ses i premi�eres


olonnes. Alors les h

i

sont donn�es par h

1

= h

�

1

et h

i

= h

�

i

=h

�

i�1

, 2 � i � n.

En termes plus 
lairs, 
on
ernant le i-�eme 
oeÆ
ient diagonal on utilise les mineurs d'ordre

i et i � 1, pour la forme d'Hermite on regarde les mineurs sur les i premi�eres 
olonnes, pour la

forme de Smith on regarde sur toutes les 
olonnes. La 
l�e est l�a : dans le 
as (( g�en�erique )) les deux


ara
t�erisations 
o��n
ident. C'est dire que les 
oeÆ
ients diagonaux de la forme d'Hermite sont

aussi 
eux de la forme de Smith.

Comme dans le 
as de l'algorithme de Monte-Carlo, fondamentalement, pour appliquer le lemme

2, il faut se ramener �a la situation dans laquelle la matri
e A(x) est (( g�en�erique )). I
i, on veut

qu'en 
al
ulant la forme d'Hermite, la diagonale donne la forme de Smith !

L'algorithme 
onsiste don
 �a tirer al�eatoirement une matri
e 
onstante inversible P (on la prend

triangulaire inf�erieure �a diagonale unit�e) et on perturbe la matri
e A en A

1

= AP qui a la même

forme de Smith. Si A

1

est bien 
hoisie alors la forme d'Hermite de A

1

donne e�e
tivement la forme

de Smith [33℄.

print(A);

[ 2 ℄

[ x - 1 x - 1 ℄

[ 2 ℄

[ x - 4 x + 3 x + 2 ℄

hermite(A,x);

[ 2 ℄

[ x - 1 x - 1 ℄

[ 3 2 ℄

[ 0 - 2 x + 1 + x - 3 x ℄

Sur 
ette derni�ere sortie, la matri
e A(x) n'a pas �et�e perturb�ee, le r�esultat n'est pas 
orre
t (
e

n'est pas l'algorithme).

print(A1);

[ 2 2 ℄

[ 3 x - 4 + x 4 x - 6 + 2 x ℄

[ 2 2 ℄

[ 3 x - 11 x + 11 4 x - 14 x + 16 ℄

hermite(A1,x);

[ 38 2 122 40 3 422 ℄

[ 1 --- x + --- x - --- x + --- ℄

[ 103 309 309 309 ℄

[ 3 2 4 ℄

[ 0 - 4 x + x + 3 x - 1 + x ℄

smith(A,x);
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[ 1 0 ℄

[ 3 2 4 ℄

[ 0 - 4 x + x + 3 x - 1 + x ℄

Voyons 
omment l'algorithme est de Las Vegas. On rajoute un test de v�eri�
ation de la sortie.

Ce test 
onsiste �a essayer de mettre �a z�ero les 
oeÆ
ients hors-diagonaux de la forme d'Hermite


al
ul�ee (notons que 
'est une pro
�edure simple 
ompar�ee au reste). Si l'on y parvient et que la

matri
e r�esultante est sous forme de Smith, on la retourne en r�esultat, sinon l'algorithme retourne

�e
he
.

Remarque. Au le
teur peu familier des algorithmes probabilistes qui serait en
ore s
eptique �a leur

sujet, l'argument suivant n'est pas la preuve de quoi que 
e soit mais . . . Sous Maple ainsi que

sous les autres syst�emes de 
al
ul formel, il est fr�equent de ren
ontrer des algorithmes probabilistes.

On pense i
i �a la r�esolution de probl�emes d'arithm�etique sur les entiers (e.g. fa
torisation, test de

primalit�e), sur les polynômes (e.g. pg
d) ou �a bien d'autres. Mais les probabilit�es d'�e
he
 sont en

prin
ipe tellement faibles qu'un utilisateur (( normal )) ne se rend 
ompte de rien.

2.6 Programmer sur des domaines plus 
ompliqu�es

(Doit être 
ompl�et�e).

2.7 Con
lusion

Voil�a pour une premi�ere in
ursion dans le domaine de l'alg�ebre lin�eaire exa
te. Retenons deux

ou trois 
hoses :

� le 
al
ul formel est un outil pr�e
ieux quand il s'agit de traiter de probl�emes d'algorithmique

math�ematique, nous l'avons illustr�e ave
 la manipulation de nombres alg�ebriques. Il fait

�eventuellement primer les aspe
ts qualitatifs sur les aspe
ts quantitatifs.

� Par sa nature même, le 
al
ul formel manipule des donn�ees dans des domaines tr�es vari�es. Pour

gagner en eÆ
a
it�e il faut faire appel �a des te
hniques sophistiqu�ees, te
hniques aussi bien

math�ematiques qu'informatiques.

� En alg�ebre lin�eaire 
omme ailleurs, le probl�eme de la gestion de la taille des donn�ees est 
ru
ial.

Nous avons peu dis
ut�e des appli
ations en vraie grandeur de 
e que nous avons vu. Le do-

maine de l'automatique a �et�e e�eur�e, une autre bran
he �enorme serait 
on
ern�ee par la r�esolution

d'�equations di��erentielles. Ce sera pour une autre fois.
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2.8 Travaux pratiques

I. FORME NORMALE DE SMITH

� Utilisation des fon
tions Maple : transpose, hermite, randmatrix, gausselim.

� It�erations.

�

E
rire une fon
tion 
al
ulant la forme de Smith par it�erations su

essives �a partir

de la forme d'Hermite (
f. �n du paragraphe 2.5.2).

� Monte-Carlo.

�

E
rire une fon
tion 
al
ulant la forme de Smith par l'algorithme de Monte-Carlo

du paragraphe 2.5.4. Les mineurs seront tous 
al
ul�es par une �elimination de Gauss (
f. paragraphe

2.2).

� Las Vegas.

�

E
rire une fon
tion 
al
ulant la forme de Smith par l'algorithme de Las Vegas du

paragraphe 2.5.4. Ce
i 
omprend l'�e
riture d'une fon
tion qui teste la validit�e du r�esultat.
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Chapitre 3

Cal
ul dans les 
orps �nis et

Fa
torisation Jean-Louis Ro
h

Dans toute la suite, K d�esigne un 
orps de 
ara
t�eristique nulle ou un 
orps �ni. K[X℄ d�esigne

l'anneau des polynômes �a une ind�etermin�ee �a 
oeÆ
ients dans le 
orps K.

K[X℄ est un anneau prin
ipal et il est don
 possible de 
al
uler le pg
d de deux polynômes

(d�e�ni �a un �el�ement inversible pr�es) en utilisant l'algorithme d'Eu
lide ou ses variantes. K[X℄

�etant prin
ipal, il est aussi fa
toriel ; tout polynôme admet don
 une unique d�e
omposition en

fa
teurs irr�edu
tibles.

Ainsi, en Maple, la primitive fa
tor permet de fa
toriser un polynôme �a 
oeÆ
ients entiers

en fa
teurs irr�edu
tibles.

Exemple :

> Q := x^6 - 12*x^5 + 24*x^4 - 15*x^3 - 6*x^2 + 12*x - 8 ;

x

6

� 12x

5

+ 24x

4

� 15x

3

� 6x

2

+ 12x� 8

> fa
tor(Q) ;

�

2x

3

+ 1

�

(x� 2)

3

Le programme par d�efaut utilis�e par Maple pour e�e
tuer 
e 
al
ul est bas�e sur l'algorithme

de Berlekamp et ses variantes. Le but de 
e 
hapitre est de pr�esenter 
et algorithme, qui tire parti

du lien �etroit qui existe entre K[X℄ et l'anneau des matri
es 
arr�ees, notamment lorsque K est un


orps �ni.

L'arithm�etique dans les 
orps �nis est parti
uli�erement importante pour le probl�eme de la

fa
torisation. C'est pourquoi 
e 
ours est stru
tur�e en deux grandes parties.

{ La premi�ere pr�esente 
omment il est possible de 
al
uler dans le 
orps de Galois F

q

ave


Maple. Les propri�et�es �el�ementaires de F

q

sont rappel�ees, ainsi que le th�eor�eme 
hinois des

restes dans ses versions enti�eres et polynomiales. L'arithm�etique modulaire joue un rôle tr�es

important en 
al
ul formel pour am�eliorer la performan
e de nombreux algorithmes. Nous

montrons 
omment une telle arithm�etique peut être utilis�ee pour re
her
her toutes les o

ur-

ren
es d'une 
hâ�ne dans un �
hier.
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{ La deuxi�eme partie est 
onsa
r�ee �a l'algorithme de Berlekamp, Le premier paragraphe expli
ite

un algorithme permettant de se ramener au 
as o�u le polynôme �a fa
toriser a toutes ses

ra
ines simples. Le probl�eme de la fa
torisation dans F

p

[x℄ est ensuite abord�e. Il permet la


onstru
tion d'un algorithme pour la fa
torisation d'un polynôme �a 
oeÆ
ients entiers, en

utilisant la te
hnique de remont�ee modulaire de Hensel.

Ce 
ours 
onstitue don
 une initiation au probl�eme de la fa
torisation et est illustr�e par l'uti-

lisation de Maple. La plupart des r�esultats sont 
it�es sans d�emonstration. Des �etudes beau
oup

plus 
ompl�etes peuvent être trouv�ees dans [19, 13, 11, 7, 8℄.

Remarque

Nous nous limitons i
i �a la fa
torisation d'un polynôme �a une variable. Cet algorithme peut être

�etendu, par homomorphisme, �a la fa
torisation dans K[X

1

; : : : ;X

t

℄ qui, bien que non prin
ipal, est

un anneau fa
toriel.

3.1 Cal
ul dans un 
orps �ni

Dans toute la suite, p d�esigne un nombre premier, m � 1 un entier et F

q

le 
orps de Galois �a

q = p

m

�el�ements.

3.1.1 Cal
uler dans F

p

ave
 Maple

Grâ
e �a l'op�erateur mod, il est possible de 
al
uler la valeur modulo un entier k (i.e. dans

l'anneau ZZ=kZZ) d'une expression alg�ebrique �a plusieurs ind�etermin�ees.

Exemple :

> expr := 7 * x^3 * y + (x+9) / (y+4*z-3) ;

7x

3

y +

x+ 9

y + 4 z � 3

> expr mod 3 ;

x

3

y +

x

y + z

Si k est un nombre premier p, les op�erations arithm�etiques sont e�e
tu�ees dans le 
orps �ni F

p

,

et en parti
ulier le 
al
ul de l'inverse.

Il est possible de sp�e
ialiser le 
omportement de l'op�erateur mod pour des fon
tions de l'utili-

sateur. Ainsi, si l'on a d�e�ni la fon
tion `mod/f`, alors l'expression f(e) mod 3 est �equivalente �a

l'appel `mod/f`(e, 3).

Maple propose un 
ertain nombre de fon
tions pour e�e
tuer des 
al
uls d'arithm�etique polyno-

miale et d'alg�ebre lin�eaire dans les 
orps �nis. Ces fon
tions, re
onnues par mod, ont de mani�ere

g�en�erale leur premier 
ara
t�ere en majus
ule. Le fon
tionnement de l'op�erateur mod dans 
e 
as est

alors tr�es di��erent selon que le nom de la fon
tion appel�ee dans l'expression de gau
he 
ommen
e

ou non par une majus
ule.

Exemple :
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> P := x^2 - x + 1 ;

x

2

� x+ 1

> fa
tor(P) ; # Fa
torise P dans ZZ[x℄ : P est irr�edu
tible

x

2

� x+ 1

> fa
tor(P) mod 7 ; # Fa
torise P dans ZZ[x℄ et applique l'op�erateur mod au 
oeÆ
ient du

r�esultat

x

2

+ 6x+ 1

> Fa
tor(P) mod 7 ; # Fa
torise P dans ZZ=7ZZ[x℄ : P n'est pas irr�edu
tible

(x+ 4) (x+ 2)

3.1.2 Cal
uler dans F

q

ave
 Maple

Grâ
e �a la biblioth�eque GF,Maple permet de 
al
uler dans F

q

. Le 
orps �ni de Galois �a q = p

m

�el�ements est isomorphe au 
orps F

p

[x℄=a(x) o�u a(x) est un polynôme irr�edu
tible de degr�e m de

F

p

[x℄.

L'appel de fon
tion GF(p,m) permet de 
onstruire F

q

, q = p

m

, �a partir de 
ette remarque. Maple


hoisit de mani�ere arbitraire un polynôme a de degr�e m unitaire et irr�edu
tible dans F

p

[x℄.

L'appel GF( p, m, a) permet �a l'utilisateur de proposer lui-même un polynôme.

L'exemple suivant montre une 
onstru
tion de F

9

(not�e 
i-dessous GF9) �a partir du polynôme

irr�edu
tible de degr�e 2 dans ZZ=3ZZ[x℄ : u

2

+ 1.

Exemple :

> readlib(GF) :

> GF9 := GF( 3, 2, u^2 + 1 ) :

Il est alors possible de 
al
uler dire
tement dans F

9

.

GF9[0℄ (resp. GF9[1℄) d�esigne l'�el�ement neutre pour (( + )) (resp. (( � ))) dans F

9

.

Il est possible de passer d'un entier �a l'�el�ement asso
i�e dans F

9

(i.e. le polynôme 
orrespondant) et

r�e
iproquement. L'appel de fon
tion s := GF9[input℄(i) o�u i est un entier retourne l'�el�ement s

de F

9

indi
�e par i (qui a un sens pour 0 � i < 9). L'op�eration GF9[output℄(s) permet d'e�e
tuer

l'op�eration r�e
iproque.

De la même fa�
on, les appels t := GF9[ConvertIn℄(b) (de r�e
iproque GF9[ConvertOut℄) o�u b est

un polynôme en la variable u permet de 
onstruire l'�el�ement t de F

9


orrespondant.

Exemple :

> GF9[ConvertOut℄( GF9[input℄(0) ) ;

0

> GF9[ConvertOut℄( GF9[input℄(1) ) ;

1

> GF9[ConvertOut℄( GF9[input℄(2) ) ;

2

> GF9[ConvertOut℄( GF9[input℄(3) ) ;

u
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> GF9[ConvertOut℄( GF9[input℄(4) ) ;

u+ 1

> GF9[ConvertOut℄( GF9[input℄(5) ) ;

u+ 2

> GF9[ConvertOut℄( GF9[input℄(6) ) ;

2u

> GF9[ConvertOut℄( GF9[input℄(7) ) ;

2u+ 1

> GF9[ConvertOut℄( GF9[input℄(8) ) ;

2u+ 2

> GF9[output℄( GF9[ConvertIn℄( 2*u ) ) ;

6

> GF9[input℄(100) ;

10000000200000001

> GF9[ConvertOut℄(") ;

u

4

+ 2u

2

+ 1

Grâ
e aux fon
tions GF9[`+`℄, GF9[`-`℄, GF9[`*`℄, GF9[`/`℄, GF9[`^`℄ et GF9[inverse℄, il

est alors possible d'e�e
tuer les op�erations arithm�etiques 
orrespondantes dans le 
orps F

9

.

Exemple :

> GF9[input℄(3) ;

10000

GF9[`-`℄ ( 10000, GF9[1℄ ) ;

10002

> GF9[output℄(") ;

5

3.1.3 Propri�et�es �el�ementaires

On rappelle les propri�et�es �el�ementaires suivantes dans F

q

qui seront utilis�ees par la suite.

Proposition 1 Soit p un nombre premier, m un entier et soit F

q

le 
orps d'ordre q = p

m

.

Les propri�et�es suivantes sont v�eri��ees :

r

q

= r 8r 2 F

q

; (3.1)

r

1=p

= r

q=p

= r

p

m�1

8r 2 F

q

; (3.2)

(r + s)

p

j

= r

p

j

+ s

p

j

8r; s 2 F

q

; 0 � j � m: (3.3)

�

A partir de 
es propri�et�es, on obtient dire
tement le r�esultat suivant :

Proposition 2 Soit P (x) =

P

n

i=0

a

i

x

ip

un polynôme de F

q

[x℄. Le polynôme Q(x) =

P

n

i=0

a

1=p

i

x

i

v�eri�e :

P (x) = Q(x)

p

: (3.4)



3.1. CALCUL DANS UN CORPS FINI 71

3.1.4 Th�eor�eme 
hinois des restes

On rappelle i
i une appli
ation du th�eor�eme 
hinois qui sera utilis�ee par la suite. On travaille

dans le 
as entier et dans le 
as polynomial.

Proposition 3 Cas entier. Soient m

i

, 1 � i � n, n entiers positifs premiers deux �a deux, et soit

M =

Q

n

i=1

m

i

.

Tout entier u, 0 � u < M peut être repr�esent�e de mani�ere unique par le n-uplet de r�esidus

(u

1

; : : : ; u

n

) o�u u

i

= u mod m

i

, pour 1 � i � n.

De plus, l'op�eration de 
al
ul des r�esidus quand l'entier est donn�e { et r�e
iproquement 
elle

de remont�ee de l'entier �etant donn�es les r�esidus { peut être e�e
tu�ee ave
 un 
oût de O(log n)

multipli
ations d'entiers plus petits que M (
f. [2℄).

Remarque

Le r�esultat pr�e
�edent est bien sûr 
onserv�e si l'on prend l'entier u dans un intervalle entier quel-


onque d'amplitude M . En parti
ulier, si M = 2N +1 est impair, on 
onsid�ere souvent l'intervalle


entr�e : f�N; : : : ; 0 : : : ; Ng.

Le r�esultat pr�e
�edent se g�en�eralise au 
as polynomial.

Proposition 4 Cas polynomial. Soit K un 
orps et K[x℄ l'anneau des polynômes �a 
oeÆ
ients

dans K.

Soient p

i

(x), 1 � i � n, n polynômes de K[x℄ de degr�es respe
tifs d

i

et premiers deux �a deux.

Alors tout polynôme u(x) de K[x℄ de degr�e stri
tement inf�erieur �a d =

P

n

i=1

d

i

peut être repr�esent�e

de mani�ere unique par le n-uplet de r�esidus (u

1

(x); : : : ; u

n

(x)) o�u u

i

(x) = u(x) mod p

i

(x), pour

1 � i � n.

De plus les op�erations de passage de la repr�esentation modulaire �a la repr�esentation dense

peuvent être 
al
ul�ees ave
 un 
oût de O(log n) multipli
ations de polynômes de degr�es inf�erieurs

�a d (
f. [2℄).

3.1.5 L'exemple de la re
her
he de 
hâ�nes de 
ara
t�eres

L'arithm�etique modulaire peut être un moyen tr�es eÆ
a
e pour r�esoudre 
ertains probl�emes.

Outre l'utilisation du th�eor�eme 
hinois des restes, elle peut permettre la 
onstru
tion d'algo-

rithmes probabilistes (
f. 
hapitre pr�e
�edent au paragraphe 2.5.4) simples et performants.

Le but de 
ette partie est d'exhiber un exemple d'utilisation de l'arithm�etique modulaire.

i) Homomorphisme sur les entiers

Un algorithme probabiliste est toujours 
onstruit �a partir d'un ora
le g�en�erant des entiers

al�eatoires (ou des bits). Pour introduire des entiers dans un probl�eme P { de d�e
ision i
i

1

{ d�e�ni

dans un ensemble E, une m�ethode 
onsiste �a transformer le probl�eme initial pour le ramener �a

un probl�eme �equivalent (isomorphe) P

ZZ

dans les entiers { ou les rationnels {, en 
onstruisant un

homomorphisme � : E ! ZZ adapt�e. Si le probl�eme P

ZZ


al
ule en sortie un entier s

ZZ

, la solution

s au probl�eme P initial doit alors s'exprimer 
omme un test de nullit�e de 
et entier, par exemple

s = (s

ZZ

=?0).

1. Cette te
hnique est g�en�eralisable, 
omme nous le verrons dans l'exemple du �ltrage de 
hâ�nes, �a des probl�emes

qui ne se d�e
rivent pas initialement 
omme un probl�eme de d�e
ision.
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Pour obtenir un algorithme pour r�esoudre P, il faut 
onstruire un algorithme A

ZZ

pour r�esoudre

le probl�eme P

ZZ

. Pour simpli�er, nous supposerons dans 
e qui suit que A

ZZ

ne 
ontient pas de

bran
hements { ou au plus un nombre �ni ind�ependant de la taille des entr�ees. G�en�eralement,

les entiers manipul�es par l'algorithme A

ZZ

peuvent être grands. Par suite, même si l'algorithme

A

ZZ

a un 
oût faible en nombre d'op�erations arithm�etiques sur ZZ, il peut s'av�erer tr�es ineÆ
a
e

en arithm�etique bool�eenne, si les entiers sont plus grands que O(1)

n

. Pour limiter le 
oût de

l'arithm�etique enti�ere, on peut alors e�e
tuer les 
al
uls modulairement, i.e. 
al
uler A

ZZ

dans

ZZ=pZZ, o�u p est un entier 
hoisi al�eatoirement (plus petit que n

O(1)

). p peut être 
hoisi premier

ou non, selon les besoins (notamment si l'algorithme n�e
essite ou non des divisions). On 
onstruit

ainsi un algorithme de Monte-Carlo :

i. tirer au hasard un entier p dans f1; : : : ;Mg,

ii. e�e
tuer les 
al
uls de l'algorithme A

ZZ

dans ZZ=pZZ : on obtient en sortie s

ZZ=pZZ

= s

ZZ

modp,

iii. si s

ZZ=pZZ

6= 0 alors s

ZZ

6= 0 : on peut alors 
al
uler sans �e
he
 la solution du probl�eme P.

Sinon, on ne peut pas d�e
ider si s

ZZ

est nul ou pas, puisque, si 
et entier est un multiple

non nul de p, l'algorithme modulaire renvoie s

ZZ=pZZ

= 0 alors que s

ZZ

6= 0. On a don
 i
i une

possibilit�e d'�e
he
.

Les d�e�nitions 
on
ernant les algorithmes de Monte-Carlo et de Las Vegas ont �et�e donn�ees au

paragraphe 2.5.4. Nous montrerons, sur l'exemple des 
hâ�nes de 
ara
t�eres, que la probabilit�e

d'�e
he
 de 
et algorithme de Monte-Carlo peut être rendue petite lorsque la taille des entiers

manipul�es par l'algorithme d�eterministe A

ZZ

est born�ee par n

O(1)

.

Transformation en algorithme de Las Vegas. S'il existe un algorithme pour v�eri�er la

justesse de la solution, il peut être transform�e en algorithme de Las Vegas. Par ailleurs, il est

toujours possible de le transformer en un algorithme d�eterministe, par utilisation du th�eor�eme


hinois des restes : il suÆt de lan
er plusieurs ex�e
utions de l'algorithme ave
 suÆsamment de

nombres { relativement premiers i
i {, pour pouvoir remonter par interpolation la solution du

probl�eme sur les entiers : mais si les entiers manipul�es sont grands, on obtient un travail exponentiel

par rapport �a 
elui de l'algorithme probabiliste.

Cette te
hnique de 
al
ul par homomorphisme est illustr�ee 
i-apr�es sur le probl�eme de la re-


her
he de 
hâ�ne de 
ara
t�eres dans un �
hier.

ii) Filtrage de 
hâ�nes de 
ara
t�eres

Soit E = (f0; 1g

?

;^; �) l'ensemble des 
hâ�nes de 
ara
t�eres (
od�ees en binaire), ^ d�esignant

l'op�eration de 
on
at�enation de 
hâ�nes et � la 
hâ�ne vide (E est un mono��de).

�

Etant donn�ees

en entr�ee deux 
hâ�nes Y = (y

0

; : : : ; y

n

) et X = (x

0

; : : : ; x

m

) (on supposera m � n), le probl�eme


onsiste �a trouver toutes les o

urren
es de la 
hâ�ne X dans Y , autrement dit l'ensemble K :

K = fk � n=y

k

: : : y

k+m

= Xg

Une �etude 
ompl�ete de 
e probl�eme est e�e
tu�ee dans [1℄. Le premier algorithme optimal de


omplexit�e O(n + m) est dû �a Boyer et Moore (
f. [4℄), mais il est peu parall�ele. Il est fa
ile

de 
onstruire un algorithme parall�ele en introduisant de la redondan
e : il suÆt de 
omparer, en

parall�ele pour tout k, la 
hâ�ne Y

k

= (y

k

: : : y

k+m

) �a la 
hâ�ne X { ave
 un 
oût s�equentiel O(nm)

{ puis de rassembler les r�esultats obtenus.

Le probl�eme est que 
et algorithme est ineÆ
a
e. Le but de 
e paragraphe est de montrer


omment l'utilisation de 
al
ul modulaire permet de 
onstruire un algorithme probabiliste optimal
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de 
omplexit�e O(n) pour lo
aliser toutes les o

urren
es de X dans Y . Cet algorithme est dû �a

Karp et Rabin (
f. [10℄,[1℄). Des extensions pour des probl�emes de �ltrage multi-dimensionnel sont

pr�esent�ees dans [6℄.

iii) Plongement du probl�eme dans les entiers

L'espa
e E de d�epart �etant muni d'une loi ^ asso
iative, non 
ommutative et qui poss�ede un

�el�ement neutre �, il est n�e
essaire de 
onstruire un espa
e F { 
onstruit �a partir des entiers { qui

poss�ede au moins une telle op�eration (et �eventuellement une stru
ture plus ri
he).

L'espa
e des matri
es 
arr�ees de dimension 2, muni du produit de matri
es, a une telle stru
ture.

Pour pouvoir rendre l'op�eration de 
on
at�enation inversible, on plonge le probl�eme dans l'espa
e E

E = fM 2M

2;2

=det(M) = 1g

des matri
es de d�eterminant 1, 
e qui permettra de les inverser. Dans la suite, on note I la matri
e

identit�e de E . L'homomorphisme de stru
ture � doit v�eri�er :

(

�(�) = I;

�(a ^ b) = �(a)�(b) 8(a; b) 2 E

2

:

(3.5)

� est alors 
ompl�etement 
ara
t�eris�e par la donn�ee de �(<< 0 >>) et �(<< 1 >>). Pour

que � soit inje
tive { de fa�
on �a 
e que deux 
hâ�nes distin
tes soient asso
i�ees �a deux matri
es

distin
tes { on pose :

�(

0

0

0

) =

"

1 0

1 1

#

; �(

0

1

0

) =

"

1 1

0 1

#

: (3.6)

Il est fa
ile de montrer que � ainsi 
onstruite est un homomorphisme inje
tif de stru
ture, don


que E est isomorphe �a �(E) � E .

Remarque. Con
at�ener un (( 0 )) �a gau
he d'une s�equen
e s peut se 
al
uler de la fa�
on suivante :

�(

0

0

0

^ s) = �(

0

0

0

)�(s) =

"

1 0

1 1

# "

a b


 d

#

=

"

a b

a+ 
 b+ d

#


e qui �equivaut �a rempla
er la 2

i�eme

ligne de �(s) par la somme de ses 2 lignes.

De même,

{ 
on
at�ener un (( 1 )) �a gau
he d'une s�equen
e s �equivaut �a rempla
er la ligne 1 par la somme

des 2 lignes,

{ 
on
at�ener un (( 0 )) �a droite d'une s�equen
e s �equivaut �a rempla
er la 
olonne 1 par la somme

des 2 
olonnes,

{ 
on
at�ener un (( 1 )) �a droite d'une s�equen
e s �equivaut �a rempla
er la 
olonne 2 par la somme

des 2 
olonnes.

Soit Y

k

= (y

k

: : : y

k+m

), M

X

= �(X) et M

k

= �(Y

k

). Les matri
es M

k

peuvent être 
al
ul�ees

optimalement (en 
omptant le nombre d'op�erations sur les entiers, et non sur les bool�eens).

En e�et, posons A

k

= �(y

0

: : : y

k

), 0 � k � n. Les matri
es A

k

sont 
e que l'on appelle en jargon
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sp�e
ialis�e les pr�e�xes { pour l'op�eration produit de matri
es dans E { des matri
es �(y

k

). Un


al
ul de pr�e�xes est un probl�eme pour lequel on 
onnâ�t des solutions tr�es eÆ
a
es, aussi bien

en s�equentiel qu'en parall�ele. Elles peuvent don
 être 
al
ul�ees ave
 un 
oût O(n) : la remarque

pr�e
�edente montre en e�et que l'op�eration de base { le produit de deux matri
es �(a) et �(b) { se

ram�ene �a 2 additions d'entiers.

Posons A

�1

= I. On a alors :

M

k

= A

�1

k�1

A

k+m

8 0 � k � n�m

et les matri
es M

k

peuvent être obtenues �a partir des matri
es A

k

ave
 un 
oût optimal de O(n).

L'algorithme s'�e
rit �nalement :

i. Cal
ul de �(x

1

; : : : ; x

m

) =M

X

.

ii. Cal
ul de A

k

= �(

0

y

0

: : : y

0

k

), 0 � k � n (
al
ul de pr�e�xes).

iii. Cal
ul de A

�1

k

, inverse de A

k

(de d�eterminant 1).

iv. Cal
ul de M

k

= A

�1

k�1

A

k+m

, 0 � k � n�m.

v. Pour k = 0; : : : ; n �m, 
omparaison de M

k

et M

X

, pour d�eterminer toutes les o

urren
es

de X dans Y .

On peut montrer, par r�e
urren
e, que si s est une 
hâ�ne de i 
ara
t�eres, les 
oeÆ
ients de

�(s) sont born�es par 2

i

. Par suite, les entiers manipul�es par 
et algorithme sont plus petits que

2

n

, et don
 tr�es grands. La te
hnique introduite dans 
ette se
tion 
onsiste alors �a 
onstruire un

algorithme probabiliste de Monte-Carlo en e�e
tuant non pas les op�erations arithm�etiques exa
tes

(trop 
oûteuses), mais modulo un nombre p petit, tir�e au hasard, plus petit que n

O(1)

(i.e. ayant

au plus O(log n) bits).

Cela revient �a rempla
er � par l'homomorphisme �

p

:

�

p

(x) = �(x) mod p 8x 2 E:

�

p

n'�etant alors plus inje
tif, il est possible d'avoir deux 
hâ�nes a et b distin
tes qui v�eri�ent

�

p

(a) = �

p

(b). Dans la suite, nous allons montrer que 
e
i ne peut se produire qu'ave
 une proba-

bilit�e inf�erieure �a une 
onstante.

L'algorithme pr�e
�edent, ave
 �

p

, d�elivre don
 en sortie un sur-ensemble de K : 
ertaines sous-


hâ�nes de Y obtenues en sortie sont di��erentes de X, mais toutes les o

urren
es de X apparaissent

en sortie. On a don
 ainsi 
onstruit un algorithme de Monte-Carlo de 
oût O(n) optimal. Il reste

�a �etudier sa probabilit�e d'erreur.

iv) Analyse de la probabilit�e d'erreur

Pour majorer la probabilit�e d'erreur, nous 
hoisissons en fait dans l'algorithme pr�e
�edent un

nombre p premier. Cela ne 
hange rien �a l'algorithme mais permet d'�etablir plus fa
ilement le 
al
ul

qui suit.

Soit p un nombre premier et �

p

l'homomorphisme de stru
ture induit.

Soit

~

K = fk=Y

k

6= Xg. Le 
ardinal de

~

K est plus petit que (n�m). L'algorithme propos�e �ltre

in
orre
tement (�e
he
) toutes les 
hâ�nes Y

k

(k 2

~

K) qui v�eri�ent :

�

p

(Y

k

)� �

p

(X) = 0:
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Posons N

k

= �(Y

k

)� �(X) : il y a don
 �e
he
 s'il existe k 2

~

K tel que :

N

k

mod p = 0;


e qui �equivaut �a dire que p divise N

X;Y

=

Q

k2

~

K

N

k

. La probabilit�e que l'algorithme de Monte-

Carlo produise un �e
he
 est don
 born�ee par :

Prob(�e
he
) = Prob(p divise N

X;Y

):

Nous avons vu que, si s est une 
hâ�ne de longueur i, les 
oeÆ
ients de �(s) sont born�es par

2

i

. Par suite, N

X;Y

� 2

nm

.

N

X;Y

admet don
 au plus nm fa
teurs premiers.

Soit p un nombre premier tir�e uniform�ement dans l'ensemble des nombres premiers plus petits

que �, o�u � est un entier donn�e (plus petit que n

O(1)

). Le nombre �(�) d'entiers premiers plus

petits que � v�eri�e :

�

log

e

�

� �(�) � 1:3

�

log

e

�

: (3.7)

La probabilit�e que l'algorithme de Monte-Carlo produise un �e
he
 est don
 born�ee par :

Prob(�e
he
) �

nm

�(�)

:

Posons � = n

2

m. La probabilit�e d'�e
he
, lorsque p est un nombre premier tir�e uniform�ement dans

f2; : : : ; n

2

mg est don
 born�ee par

3 log n

n

qui tend asymptotiquement vers 0.

Exemple :

Pour n = 10

6

et m = 10

2

: si l'on tire p au hasard parmi les nombres premiers plus petits que 10

14

(
odables exa
tement dans un 
ottant double pr�e
ision), la probabilit�e d'�e
he
 de l'algorithme de

Monte-Carlo propos�e est don
 inf�erieure �a 10

�4

.

v) De Monte-Carlo �a Las Vegas

On suppose i
i que la 
hâ�ne X n'est pas p�eriodique : il y a don
 au plus

n

m

o

urren
es de X

dans Y .

Pour rendre l'algorithme pr�e
�edent d�eterministe, il suÆt de v�eri�er que toutes les 
hâ�nes

trouv�ees par l'algorithme de Monte-Carlo pr�e
�edent sont bien �egales �a la 
hâ�ne X. La 
ompa-

raison de l'�egalit�e de deux 
hâ�nes de longueur m peut se faire optimalement en O(m).

Mais il se peut que l'algorithme de Monte-Carlo d�elivre O(n) o

urren
es, ave
 une tr�es faible

probabilit�e 
omme nous l'avons montr�e pr�e
�edemment. Dans 
e 
as, la v�eri�
ation d�eterministe

prend une 
omplexit�e O(nm) et rend l'algorithme ineÆ
a
e.

Il est don
 pr�ef�erable de 
onstruire, �a partir de 
ette v�eri�
ation possible, un algorithme de Las

Vegas :

i. Appliquer l'algorithme de Monte-Carlo pr�e
�edent.

ii. Si l'algorithme d�elivre en sortie plus de

n

m

o

urren
es alors d�elivrer en sortie un 
onstat

d'�e
he
.
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iii. Sinon, v�eri�er toutes les o

urren
es trouv�ees, et d�elivrer en sortie toutes les o

urren
es Y

k

�egales �a X.

La 
omplexit�e de 
et algorithme de Las Vegas est alors O(n) ; il est don
 optimal. De plus, il

ne d�elivre un 
onstat d'�e
he
 qu'ave
 une probabilit�e inf�erieure �a 
elle d'erreur de l'algorithme de

Monte-Carlo, don
 tr�es faible.

3.2 Fa
torisation - Algorithme de Berlekamp

Maintenant que nous avons pr�esent�e le 
al
ul dans les 
orps �nis ave
 Maple, le probl�eme

est de fa
toriser un polynôme, par l'algorithme de Berlekamp. Tout d'abord, le polynôme va être

transform�e en un polynôme n'admettant que des ra
ines simples { en passant par sa fa
torisation

sans 
arr�e { puis l'algorithme de fa
torisation sera expliqu�e.

Soit P un polynôme unitaire �a 
oeÆ
ients rationnels de degr�e n. En multipliant tous les 
oeÆ-


ients de P par le pp
m des d�enominateurs puis en divisant les 
oeÆ
ients par leur pg
d, on peut

se ramener �a un polynôme A =

P

n

i=0

a

i

x

i

�a 
oeÆ
ients a

i

entiers premiers dans leur ensemble

2

.

Fa
toriser le polynôme P sur les rationnels se ram�ene alors �a fa
toriser le polynôme A dans ZZ[x℄.

On d�e�nit la hauteur h d'un polynôme 
omme le plus grand module de ses 
oeÆ
ients :

h(A) =

n

max

i=0

ja

i

j: (3.8)

Si le polynôme A n'est pas irr�edu
tible, il admet alors au moins un fa
teur �a 
oeÆ
ients entiers de

degr�e inf�erieur ou �egal �a

n

2

.

�

A partir d'une majoration des ra
ines du polynôme A, il est possible de

borner par une 
onstante B

d

la hauteur de tout diviseur de A de degr�e plus petit que d. Di��erentes

bornes sont 
onnues (
f. [13℄), notamment :

B

d

� 2

d

h(A) (3.9)

qui est relativement �ne.

Il est alors possible de fa
toriser le polynômeA dans les entiers, en �enum�erant tous les polynômes

de degr�e d, 1 � d � n=2, �a 
oeÆ
ients entiers 
ompris entre �B

d

et B

d

. Par division polynomiale,

il est possible de s�ele
tionner les fa
teurs non triviaux de A. Si au
un diviseur de degr�e inf�erieur �a

n=2 n'est trouv�e, le polynôme A est irr�edu
tible. Cet algorithme na��f est de 
oût exponentiel en n

2

et don
 tr�es ineÆ
a
e.

Posons B = max

n=2

d=0

B

d

et soit p un nombre premier plus grand que 2B. Tout fa
teur de A dans

ZZ[x℄ est fa
teur de A dans F

p

[x℄.

�

A partir de la fa
torisation de A dans F

p

[x℄ (i.e. modulo p), il

est alors possible de 
onstruire la fa
torisation de A dans ZZ[x℄. C'est le prin
ipe de l'algorithme

de Berlekamp que nous d�etaillons i
i. Mais tout d'abord, la fa
torisation sans 
arr�e de A va être


al
ul�ee, a�n que l'on fa
torise, au paragraphe 3.2.2, un polynôme n'admettant que des ra
ines

simples.

3.2.1 Fa
torisation sans 
arr�e

i) D�e�nition

Soit P un polynôme de degr�e n dans K[X℄. P est dit sans 
arr�e si toutes ses ra
ines sont

simples.

2. i.e. A = a

n

P et pg
d(a

0

; : : : ; a

n

) = 1.
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La fa
torisation sans 
arr�e d'un polynôme Q est :

Q(x) =

k

Y

i=1

a

i

(x)

i

(3.10)

o�u 
ha
un des a

i

est un polynôme sans 
arr�e (�eventuellement de degr�e 0), et les a

i

sont premiers

deux �a deux, i.e. pg
d(a

i

(x); a

j

(x)) = 1 pour tout i 6= j.

Exemple :

> Q := expand ( (2*x^3 + 1) * (x-2)^3 ) ;

2x

6

� 12x

5

+ 24x

4

� 15x

3

� 6x

2

+ 12x � 8

> sqrfree(Q) ;

[1; [[2x

3

+ 1; 1℄; [x � 2; 3℄℄℄

Cal
uler la fa
torisation sans 
arr�e d'un polynôme est don
 une premi�ere �etape vers la fa
tori-

sation 
ompl�ete du polynôme.

Proposition 5 Q est sans 
arr�e si et seulement si il est premier ave
 sa d�eriv�ee Q

0

.

D

�

emonstration

Si Q est sans 
arr�e, soit Q = P

1

: : : P

t

sa fa
torisation en fa
teurs irr�edu
tibles (de degr�es non nuls).

Si Q et Q

0

ne sont pas premiers entre eux, il existe au moins un fa
teur irr�edu
tible de Q qui divise

Q

0

. Supposons que 
e fa
teur est P

1

. Alors Q

0

= P

1

(P

2

: : : P

t

)

0

+P

0

1

(P

2

: : : P

t

) est un multiple de P

1

.

Comme P

1

est premier ave
 (P

2

: : : P

t

), P

1

divise P

0

1

. Don
 P

0

1

= 0.

Deux 
as sont alors �a distinguer :

{ K est de 
ara
t�eristique nulle. P

0

1

= 0 entrâ�ne que P

1

est de degr�e 0, 
e qui est absurde.

{ K est de 
ara
t�eristique p. P

0

1

= 0 entrâ�ne que les seuls termes de 
oeÆ
ients non nuls de P

1

sont de degr�e multiple de p. On a alors :

P

1

(x) = a

0

+ a

p

x

p

+ : : :+ a

kp

x

kp

(3.11)

D'apr�es la proposition (2), on en d�eduit qu'il existe un polynôme R tel que P

1

= R

p

. Ce qui

est absurde puisque l'on a suppos�e P

1

irr�edu
tible.

R�e
iproquement, si Q et Q

0

sont premiers entre eux, il existe deux polynômes U et V tels que

(Bezout) :

U(x)Q(x) + V (x)Q

0

(x) = 1: (3.12)

Q et Q

0

n'ont don
 pas de ra
ines 
ommunes. Par suite, Q n'a que des ra
ines simples et est sans


arr�e. 2

ii) Cal
ul de la fa
torisation sans 
arr�e

La proposition pr�e
�edente permet de 
onstruire fa
ilement une fa
torisation sans 
arr�e d'un

polynôme, en n'e�e
tuant que des 
al
uls de pg
d. Nous distinguons deux 
as, selon que la 
a-

ra
t�eristique est nulle ou non, pour pr�esenter 
et algorithme.
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K est de 
ara
t�eristique nulle

Consid�erons le polynôme suivant :

P

1

=

P

pg
d(P; P

02

)

: (3.13)

P

1

est un diviseur de P , premier ave
 P=P

1

et P

0

. De plus, toutes les ra
ines du polynôme P=P

1

sont ra
ines de P

0

, don
 de multipli
it�e au moins 2 dans P . On en d�eduit don
 que P

1

est le fa
teur

sans 
arr�e 
orrespondant aux ra
ines de multipli
it�e 1 dans P .

En r�eit�erant le 
al
ul ave
 en entr�ee le polynôme pg
d(P; P

0

), on 
onstruit le polynôme P

2

dont les

ra
ines sont simples et de multipli
it�e 2 dans P et ainsi de suite.

K est de 
ara
t�eristique p

Si K est F

p

m

, de 
ara
t�eristique p, l'op�eration de d�erivation peut fournir un polynôme nul. Soit

G(x) = pg
d(P (x); P

0

(x)). Deux 
as sont alors �a distinguer :

{ P

0

(x) 6= 0 : pg
d(P (x); P

0

(x)) est alors un fa
teur non trivial de P . En pro
�edant 
omme en


ara
t�eristique nulle, on 
onstruit le polynôme P

1

(3.13) fa
teur sans 
arr�e 
orrespondant aux

ra
ines de multipli
it�e 1 dans P .

{ P

0

(x) = 0 : d'apr�es la proposition (2), on en d�eduit qu'il existe un polynôme R tel que P = R

p

.

On 
onstruit alors la fa
torisation sans 
arr�e de P �a partir de 
elle de R.

Comme pr�e
�edemment, on peut alors 
onstruire de mani�ere r�e
ursive les autres fa
teurs de

multipli
it�es di��erentes de P .

iii) Coût du 
al
ul

Dans les deux 
as, la 
omplexit�e en nombre d'op�erations arithm�etiques sur K est domin�ee par


elle des 
al
uls de pg
d. Lorsque les deux polynômes sont de degr�e n, le 
oût d'un tel 
al
ul est

major�e par O(n

2

). Le 
oût de la d�e
omposition sans 
arr�e est don
 major�e par O(n

3

).

3.2.2 Fa
torisation dans F

p

[x℄

Bien que les r�esultats �enon
�es dans 
e paragraphe puissent être dire
tement �etendus �a tout 
orps

�ni, nous nous restreignons i
i pour simpli�er les notations au 
orps �ni F

p

, ave
 p nombre premier :

les �egalit�es sont don
 valides modulo p. Les r�esultats obtenus sont dire
tement g�en�eralisables au


orps de Galois F

q

ave
 q = p

m

.

On s'int�eresse don
 i
i �a d�e
omposer en fa
teurs irr�edu
tibles un polynôme P de F

p

[x℄ unitaire

et de degr�e n. Le paragraphe pr�e
�edent montre que l'on peut supposer sans restri
tion que P est

sans 
arr�e.

i) Cara
t�erisation des fa
teurs irr�edu
tibles

Soit V l'anneau quotient F

p

[x℄=P (x). V est un espa
e ve
toriel sur le 
orps F

p

, de dimension le

degr�e de P , i.e. n.

Soit P (x) = P

1

(x) : : : P

r

(x) la d�e
omposition en fa
teurs irr�edu
tibles du polynôme P .
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Soit (s

1

; : : : s

r

) un r-uplet de F

r

p

. Les polynômes P

i

�etant premiers entre eux, le th�eor�eme 
hinois

des restes permet d'�e
rire qu'il existe un unique polynôme U de F

p

[x℄ de degr�e stri
tement inf�erieur

�a n { don
 dans V { tel que :

8i; 1 � i � r U(x) mod P

i

(x) = s

i

(3.14)

o�u A(x) mod B(x) d�enote le reste de la division polynomiale de A par B dans F

p

[x℄.

De plus, soit U un polynôme v�eri�ant (3.14). Comme pour tout �el�ement s de F

p

on a s

p

= s,

on en d�eduit pour tout i, 1 � i � r :

U

p

(x) mod P

i

(x) = s

i

: (3.15)

Comme il existe un unique polynôme de degr�e inf�erieur �a n v�eri�ant (3.14), on a :

U

p

(x) mod P (x) = U(x); (3.16)

soit en
ore :

(U

p

(x)� U(x)) mod P (x) = 0: (3.17)

R�e
iproquement, posons :

W = fU(x) 2 V : U

p

(x) mod P (x) = U(x)g; (3.18)

et soit U(x) un polynôme de W. Consid�erons maintenant le polynôme �(x) = x

p

� x. � admet les

p �el�ements de F

p


omme ra
ines distin
tes. � �etant de degr�e p, il admet au plus p ra
ines. On a

don
 l'identit�e :

�(x) = x

p

� x =

p�1

Y

i=0

(x� i): (3.19)

Appliqu�ee au polynôme U v�eri�ant (3.17), 
ette identit�e permet d'�e
rire :

p�1

Y

i=0

(U(x)� i) mod P (x) = 0: (3.20)

Autrement dit, le polynôme P divise le produit des polynômes (U(x) � i), 0 � i � p� 1. Tout

fa
teur irr�edu
tible P

i

de P doit don
 diviser l'un de 
es polynômes.

Il existe don
 0 � j � p� 1 tel que P

i

(x) divise (U(x)� j), soit en
ore :

U(x) mod P

i

(x) = j: (3.21)

Tout �el�ement de W v�eri�e don
 (3.14).

On en d�eduit don
 le r�esultat suivant, dont la d�emonstration d�e
oule dire
tement de 
e qui

pr�e
�ede.

Proposition 6 W est isomorphe �a F

r

p

.

Le nombre de fa
teurs irr�edu
tibles de P est don
 la dimension de W en tant qu'espa
e ve
toriel

sur le 
orps F

p

.

De plus, pour tout U 2 W de degr�e non nul, on a :

P (x) =

p�1

Y

i=0

pg
d(U(x)� i; P (x)): (3.22)
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L'�egalit�e (3.22) provient du fait que, d'une part, lorsque U n'est pas de degr�e nul, les polynômes

U(x)� i, 0 � i � p� 1, sont premiers deux �a deux et, d'autre part, leur produit est un multiple de

P (x).

Le 
al
ul d'une base de W (en faisant appel �a la proposition 1), qui est un probl�eme d'alg�ebre

lin�eaire, permet alors soit de prouver l'irr�edu
tibilit�e du polynôme P (lorsque 
ette base ne 
ontient

qu'un �el�ement), soit de trouver un fa
teur non trivial de P (grâ
e �a l'�egalit�e (3.22)).

ii) Cal
ul d'une base de W

Pour tout polynôme U =

P

n�1

i=0

u

i

x

i

de V, on a :

U(x)

p

=

 

n�1

X

i=0

u

i

x

i

!

p

=

n�1

X

i=0

u

p

i

x

ip

=

n�1

X

i=0

u

i

x

ip

= U(x

p

): (3.23)

W peut don
 être d�e
rit de la fa�
on suivante :

W = fU(x) 2 V : (U(x

p

)� U(x)) mod P (x) = 0g: (3.24)

Le 
al
ul d'une base de W se ram�ene don
 au 
al
ul de r ve
teurs de la forme (u

0

; : : : ; u

n�1

) de F

n

p

solutions d'un syst�eme lin�eaire.

Pour �e
rire 
e syst�eme, 
al
ulons pour tout 0 � i � n� 1, x

ip

mod P (x). Soit

x

ip

mod P (x) =

n�1

X

j=0

q

i;j

x

j

(3.25)

et soit Q la matri
e 
arr�ee de dimension n de 
oeÆ
ient q

i;j

en ligne i+ 1 et 
olonne j + 1.

U(x) =

P

n�1

i=0

u

i

x

i

est alors �el�ement de W si et seulement si :

[u

0

; : : : ; u

n�1

℄Q = [u

0

; : : : ; u

n�1

℄: (3.26)

Soit M = (Q� I)

t

. Le nombre de fa
teurs irr�edu
tibles de P est alors r = n� rang(M).

De plus, une base de r polynômes de W peut être 
al
ul�ee �a partir d'une base de l'espa
e nul de

M (i.e. une base du noyau de M). Un tel 
al
ul se ram�ene �a une triangularisation de la matri
e M

(algorithme d'�elimination).

Cette premi�ere phase de l'algorithme de Berlekamp nous a don
 permis d'obtenir d'une part le

nombre r de fa
teurs irr�edu
tibles de P (�a partir du 
al
ul du rang de la matri
eM) et d'autre part

une base (U

1

(x); : : : ; U

r

(x)) de W (�a partir de l'espa
e nul de M). Il reste maintenant �a 
onstruire

les fa
teurs irr�edu
tibles de P �a partir de 
ette base de W.

On peut remarquer que le polynôme 
onstant U(x) = 1 est un polynôme trivial de W. On peut

don
 se ramener au 
as o�u U

1

(x) = 1. Nous supposerons don
 dans la suite U

1

(x) = 1.

iii) Cal
ul des fa
teurs irr�edu
tibles

Comme U

2

(x) est de degr�e non nul et stri
tement inf�erieur au degr�e de P , l'�egalit�e (3.22)

appliqu�ee �a U

2

fournit une fa
torisation non triviale du polynôme P :

P (x) =

p�1

Y

i=0

pg
d(U

2

(x)� i; P (x)): (3.27)
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Deux 
as sont alors �a 
onsid�erer. Si r fa
teurs sont ainsi obtenus, la d�e
omposition de P en

fa
teurs irr�edu
tibles est a
hev�ee.

Sinon, soit P

1

et P

2

deux fa
teurs irr�edu
tibles quel
onques distin
ts de P . De par l'isomor-

phisme entre W et F

r

p

, il existe n�e
essairement un �el�ement i de F

p

, 0 � i � n� 1, et un entier k,

2 � k � r, tel que (U

k

(x)� i) est divisible par P

1

mais pas par P

2

.

Soit don
 f(x) un fa
teur non trivial de P 
onstruit �a partir de U

2

. De la même fa�
on que

pr�e
�edemment (3.27), on a l'�egalit�e :

f(x) =

p�1

Y

i=0

pg
d(U

k

(x)� i; f(x)): (3.28)

Si f n'est pas irr�edu
tible, il existe don
 for
�ement un indi
e k, 2 � k � r, qui fournit une

fa
torisation non triviale.

En utilisant 
ette �egalit�e pour tous les fa
teurs f trouv�es su

essivement pour k = 2; 3; : : : ; r,

on obtient les r fa
teurs irr�edu
tibles de P . Il suÆt alors d'arrêter la re
her
he d�es que r fa
teurs

ont �et�e trouv�es.

Remarque

G�en�eralisation au 
orps de Galois F

q

(q = p

m

).

La d�emonstration pr�e
�edente s'�etend dire
tement au 
orps de Galois d'ordre q = p

m

. Soient e

i

,

0 � i � q � 1, les q �el�ements suppos�es indi
�es de F

q

. Il suÆt de rempla
er p par q et de 
onsid�erer

les polynômes (U

k

(x)� e

i

), 0 � i < q, au lieu des polynômes (U

k

(x)� i), 0 � i < p.

v) Analyse de 
omplexit�e

Nous supposons i
i les op�erations arithm�etiques dans F

p

de 
oût 
onstant. Dans tous les 
as

elles sont born�ees par un fa
teur polylogarithmique

3

en p.

En utilisant une te
hnique d'�el�evation r�e
ursive au 
arr�e, la matri
e Q peut être 
onstruite ave


une 
omplexit�e O(n

2

log p).

Le 
al
ul d'une base de l'espa
e nul de la matri
e M peut ensuite être e�e
tu�e en O(n

3

) par un

algorithme d'�elimination de type Gauss.

Le 
al
ul du pg
d de deux polynômes de degr�e n peut être fa
ilement r�ealis�e par l'algorithme

d'Eu
lide en O(n

2

) op�erations

4

. Dans le pire 
as, n fa
teurs irr�edu
tibles peuvent être �a 
al
uler.

On a don
 �nalement un 
al
ul de 
oût born�e par O(n

3

p) pour la derni�ere phase.

Finalement le 
oût du 
al
ul est born�e par O(n

3

p), et 
'est la derni�ere �etape, exponentielle dans

la taille de la repr�esentation binaire de p, qui est la plus 
oûteuse.

Le 
al
ul est 
ependant de 
oût polynomial en le degr�e du polynôme �a fa
toriser.

3.2.3 Cas des rationnels

Soit P un polynôme �a 
oeÆ
ients rationnels de degr�e n que l'on d�esire d�e
omposer en fa
teurs

irr�edu
tibles. Nous avons vu qu'il est possible de se ramener au 
as o�u le polynôme P �a fa
toriser

est sans 
arr�e et �a 
oeÆ
ients entiers premiers deux �a deux. D'apr�es (3.9), les 
oeÆ
ients d'un

fa
teur quel
onque de P sont alors born�es par :

B = 2

n

h(P ): (3.29)

3. i.e. log

O(1)

p. Plus pr�e
is�ement, on a une 
omplexit�e 
(log p) pour l'addition, O(log p log log p log log log p) pour

la multipli
ation et O(log p log log

2

p log log log p) pour l'inversion (
f. [2℄).

4. Ce 
al
ul peut être en fait e�e
tu�e en O(n log

2

n) op�erations (
f. [14℄).
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Choisissons un entier p premier et sup�erieur �a 2B+1. Si P admet une fa
torisation dans ZZ[x℄, sous

la forme P = P

1

: : : P

r

, alors il admet une fa
torisation dans ZZ=pZZ[x℄ :

P mod p = (P

1

mod p) : : : (P

r

mod p): (3.30)

Mais les fa
teurs (P

i

mod p) ne sont pas n�e
essairement irr�edu
tibles dans ZZ=pZZ[x℄. La r�e
iproque

est don
 fausse, 
omme le prouve l'exemple d�ej�a vu du polynôme x

2

�x+1, irr�edu
tible dans

=

Q[x℄

et fa
torisable en (x+ 4)(x+ 2) dans F

7

[x℄.

Si P est sans 
arr�e modulo p, sa fa
torisation modulo p permet de re
onstruire, en regroupant

si n�e
essaire 
ertains des fa
teurs obtenus modulo p, la d�e
omposition en fa
teurs irr�edu
tibles

modulo p.

Nous avons vu que le 
oût du 
al
ul de la fa
torisation dans F

p

[x℄ 
rô�t lin�eairement ave
 p. La

borne B sur les 
oeÆ
ients �etant exponentielle en le degr�e du polynôme, le 
hoix de p � 2B + 1

entrâ�ne un 
oût de fa
torisation modulo p exponentiel en n.

Pour �eviter 
e probl�eme, la te
hnique de remont�ee de Hensel permet, �a partir d'une fa
torisation

modulo un entier p premier quel
onque, de 
onstruire une fa
torisation modulo q = p

m

en temps

polynomial en m.

Les remarques pr�e
�edentes permettent de 
onstruire la fa
torisation de P selon le s
h�ema g�en�eral

suivant, que nous allons d�etailler dans 
e paragraphe :

{ 
hoix d'un entier premier p petit 
onvenable et 
al
ul de la fa
torisation en fa
teurs irr�edu
tibles

de P modulo p ;

{ remont�ee �a partir de la fa
torisation pr�e
�edente de la fa
torisation la plus �ne possible de P

modulo p

m

, en 
hoisissant m tel que p

m

> 2B ;

{ re
her
he dans la fa
torisation modulo p

m

{ �eventuellement fausse dans ZZ[x℄ { d'un fa
teur

non trivial de P dans ZZ[x℄.

i) Fa
torisation modulo p

Nous avons suppos�e que P est sans 
arr�e dans ZZ[x℄. Pour pouvoir appliquer l'algorithme de

Berlekamp modulo p, nous devons 
hoisir p tel que (P mod p) soit sans 
arr�e dans F

p

[x℄.

D'apr�es la proposition (5), (P mod p) est sans 
arr�e si et seulement si il est premier ave
 sa

d�eriv�ee dans F

p

[x℄, don
 si le r�esultant

5

res(P; P

0

) est non nul modulo p.

Pour 
hoisir un p 
onvenable, il suÆt don
 de 
al
uler le r�esultant res(P; P

0

) dans ZZ. D'apr�es la

borne d'Hadamard, 
e r�esultant est born�e par (nh(P ))

2n

� 2

2n log n logh(P )

. Il admet don
 au plus

O(n log n log h(P )) diviseurs premiers.

En tenant 
ompte de l'en
adrement (3.7), il est don
 possible de trouver en temps polynomial un

nombre premier p petit { ayant au plus O(log n + log log h(P )) bits { tel que P soit sans 
arr�e

modulo p.

L'algorithme de Berlekamp dans F

p

[x℄ permet alors de d�e
omposer P en fa
teurs irr�edu
tibles

modulo p. Soit P

1

; : : : ; P

r

les fa
teurs ainsi trouv�es.

5. Si deux polynômes P et Q de degr�es respe
tifs n et m sont premiers entre eux, d'apr�es l'identit�e de Bezout, il

existe un unique polynôme U (resp. V ) de degr�e stri
tement inf�erieur �a m (resp. n) tel que :

UP + V Q � 1 mod p:

Cette �equation peut être �e
rite 
omme un syst�eme lin�eaire de n+m �equations �a n+m in
onnues. La matri
e de 
e

syst�eme s'appelle la matri
e de Sylvester et son d�eterminant le r�esultant de P et Q.

P est premier ave
 Q si et seulement si 
e syst�eme est inversible, don
 si le r�esultant est non nul (voir aussi le

paragraphe 2.5 du 
hapitre sur l'alg�ebre lin�eaire).
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ii) Remont�ee de Hensel modulo p

m

Les fa
teurs P

i

sont alors des fa
teurs de P dans F

p

[x℄ et des fa
teurs irr�edu
tibles de P dans

ZZ[x℄.

Si r = 1, on en d�eduit don
 que P est irr�edu
tible.

Sinon, en groupant des fa
teurs irr�edu
tibles ensemble, il est possible de 
onstruire une fa
torisation

non triviale P = U

1

V

1

dans F

p

(X).

L'algorithme de remont�ee de Hensel permet alors, �a partir de 
ette fa
torisation, de 
onstruire

une fa
torisation non triviale P = U

k

V

k

de P qui est v�eri��ee modulo p

k

, pour tout k � 2.

Pour simpli�er, nous supposons dans un premier temps que P est un polynôme unitaire. Les

fa
teurs P

i

de P dans F

p

[x℄ peuvent alors être 
hoisis unitaires. La 
onstru
tion d'une fa
torisation

P = U

k+1

V

k+1

valide modulo p

k+1

peut alors être e�e
tu�ee par r�e
urren
e �a partir de la fa
torisation

P = U

k

V

k

modulo p

k

de la fa�
on suivante.

Le polynôme P � U

k

V

k

est nul modulo p

k

et don
 est multiple de p

k

. Soit R

k

le polynôme de

ZZ[x℄ tel que :

P � U

k

V

k

= p

k

R

k

: (3.31)

P �etant sans 
arr�e dans F

p

[x℄, U

k

et V

k

sont premiers entre eux dans F

p

[x℄. D'apr�es l'identit�e

de Bezout, il existe don
 deux polynômes A et B, ave
 deg(A) < deg(V

k

) et deg(B) < deg(U

k

),

v�eri�ant :

A(x)U

k

(x) +B(x)V

k

(x) � 1 mod p: (3.32)

Soit T

k

= R

k

A div V

k

. Construisons les deux polynômes U

k+1

et V

k+1

suivants :

U

k+1

= U

k

+ p

k

(R

k

B + T

k

U

k

);

V

k+1

= V

k

+ p

k

(R

k

A� T

k

V

k

):

(3.33)

On a alors :

P � U

k+1

V

k+1

mod p

k+1

(3.34)

qui 
onstruit bien une fa
torisation non triviale de P modulo p

k+1

.

On peut remarquer de plus que deg(U

k+1

) + deg(V

k+1

) = deg(P ) et :

A(x)U

k+1

(x) +B(x)V

k+1

(x) � 1 mod p: (3.35)

Par suite, le 
al
ul des 
oeÆ
ients de Bezout A et B n'est �a faire qu'une seule fois au d�ebut de

l'algorithme.

iii) De Hensel �a la fa
torisation dans ZZ[x℄

Soit m le plus petit entier tel que p

m

> 2B. L'it�eration pr�e
�edente { remont�ee de Hensel {

permet don
 de 
onstruire deux polynômes U

m

et V

m

dont les 
oeÆ
ients entiers sont 
ompris

entre �B et B et qui sont fa
teurs non triviaux de P modulo p

m

.

Deux 
as sont alors �a 
onsid�erer :

{ La fa
torisation en U

m

et V

m

est valide dans ZZ[x℄. Deux fa
teurs non triviaux de P ont �et�e

isol�es. On r�e-applique la remont�ee de Hensel �a partir des fa
teurs irr�edu
tibles dans F

p

[x℄ de

U

1

(resp. V

1

) pour essayer de fa
toriser plus �nement U

m

(resp. V

m

).
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{ P 6= U

m

V

m

dans ZZ[x℄. La fa
torisation remont�ee n'est don
 pas valide. S'il reste une autre

paire (U

0

1

; V

0

1

) de fa
teurs non triviaux de P dans F

p

[x℄ qui n'a pas en
ore �et�e test�ee, on

e�e
tue une nouvelle remont�ee pour tenter de remonter un nouveau fa
teur.

Sinon, il n'existe pas de fa
torisation dans F

p

[x℄ 
ompatible ave
 une fa
torisation dans ZZ[x℄ ;

P est don
 irr�edu
tible.

Remarque

Cas o�u le polynôme P n'est pas unitaire. Nous avons pour simpli�er 
onsid�er�e i
i le 
as o�u

P est unitaire. Dans le 
as g�en�eral, nous avons P =

P

n

i=0

a

i

x

i

, les 
oeÆ
ients a

i

�etant entiers et

premiers dans leur ensemble.

Dans F

p

[x℄, 
onsid�erons alors le polynôme Q = a

�1

n

P . Q a les mêmes fa
teurs irr�edu
tibles que P .

Soient U et V deux fa
teurs unitaires obtenus modulo p

m

apr�es remont�ee de Hensel. En multipliant

U et V par a

n

, on 
onstruit deux fa
teurs non triviaux du polynôme a

n

P modulo p

m

.

En appliquant la même te
hnique que 
i-dessus, il est don
 ainsi possible

{ soit de prouver l'irr�edu
tibilit�e du polynôme a

n

P , et don
 de P dans

=

Q[x℄,

{ soit de 
onstruire une fa
torisation non triviale de a

n

P dans ZZ[x℄, et don
 une fa
torisation

de P dans

=

Q[x℄.

Analyse du 
oût.

La remont�ee de Hensel s'e�e
tue en O(m) produits de polynômes de degr�es born�es par n, don


ave
 une 
omplexit�e born�ee par O(mn logn) op�erations enti�eres

6

.

Mais le probl�eme vient du nombre de paires de fa
teurs qu'il peut être n�e
essaire de tester. En

e�et, dans le pire 
as, 2

r�1

fa
torisations distin
tes de P en deux fa
teurs modulo p sont possibles,

don
 un nombre exponentiel dans le pire 
as.

Mais d'un point de vue pratique, le nombre moyen de fa
teurs irr�edu
tibles d'un polynôme de

degr�e n dans F

p

[x℄ est r = O(logn) (
f. [13℄). Par suite, l'algorithme de Berlekamp a (( en pratique ))

un 
oût en op�erations enti�eres polynomial en n, les op�erations enti�eres �etant elles-mêmes de 
oût

log

O(1)

h(P ).

Bien qu'il existe des polynômes pour lesquels l'algorithme de Berlekamp a un 
oût exponentiel

en fon
tion du degr�e des polynômes, il se 
omporte don
 relativement bien en pratique.

3.2.4 Compl�ements

Di��erentes am�eliorations peuvent être apport�ees �a l'algorithme de Berlekamp pr�esent�e i
i.

Di��erents algorithmes ont �et�e 
onstruits pour permettre la fa
torisation de polynômes �a plusieurs

variables et lorsque le 
orps de base est une extension alg�ebrique. Le le
teur int�eress�e pourra 
onsul-

ter les survols [7, 8℄ qui pr�esentent les prin
ipaux algorithmes.

Dans les 
orps �nis, nous avons vu que l'algorithme propos�e �etait en 
omplexit�e O(q), don


exponentiel en fon
tion de la taille du 
odage des �el�ements (log q). Lorsque q est grand, l'algorithme

de Cantor et Zassenhaus (
f. [5, 19℄) permet de limiter le nombre de pg
d �a 
al
uler en 
onstruisant

les �el�ements de F

q

sus
eptibles de fournir un fa
teur non trivial. La 
omplexit�e de 
et algorithme

est alors lin�eaire en log q, tout en restant polynomiale en fon
tion du degr�e du polynôme.

6. Les entiers manipul�es sont i
i born�es par 2

n

h(P ).
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Sur les rationnels, il existe deux algorithmes di��erents qui permettent de fa
toriser en temps

polynomial. Les deux sont bas�es sur l'algorithme LLL (du nom de ses auteurs A.K. Lenstra, H.W.

Lenstra et L. Lov�asz, 
f. [12℄).

�

Etant donn�es n ve
teurs ind�ependants b

1

; b

2

; : : : ; b

n

�a 
omposantes

enti�eres, le r�eseau engendr�e par 
es ve
teurs est le sous-groupe additif �

n

i=1

ZZb

i

. L'algorithme LLL

de r�edu
tion de base permet, dans un r�eseau ainsi d�e�ni, de trouver un ve
teur qui soit (( presque

le plus 
ourt du r�eseau )) (au sens de la norme Eu
lidienne). Cette re
her
he s'e�e
tue en temps

polynomial. Pour les deux algorithmes de fa
torisation, le prin
ipe d'appli
ation de LLL est le

même : on 
onstruit des r�eseaux �a partir d'informations 
onnues (( fa
ilement )) �a partir du polynôme

�a fa
toriser, puis on 
ara
t�erise les fa
teurs du polynôme 
omme �etant des (( ve
teurs 
ourts )) dans


es r�eseaux. La r�edu
tion des bases 
orrespondantes 
al
ule alors les fa
teurs.

Deux types de r�eseaux peuvent être utilis�es :

{ La premi�ere m�ethode (
f. [12℄) reprend le s
h�ema suivi dans 
e 
hapitre, seule la derni�ere

phase est modi��ee. Il est possible de 
ara
t�eriser les fa
teurs irr�edu
tibles de P 
omme petits

ve
teurs dans des r�eseaux 
onstruits �a partir de la fa
torisation modulo p

m

.

{ La deuxi�eme m�ethode (
f. [9℄) se base sur des approximations num�eriques des ra
ines de P

ave
 une pr�e
ision suÆsante.

�

A partir des puissan
es de 
es approximations num�eriques, il est

possible de 
onstruire des r�eseaux dont les polynômes minimaux asso
i�es aux ra
ines exa
tes

(et qui sont don
 des fa
teurs irr�edu
tibles de P ) sont des (( ve
teurs 
ourts )).

3.3 Con
lusion

Les exemples pr�esent�es dans 
e 
hapitre montrent l'importan
e du 
al
ul formel et de l'algo-

rithmique math�ematique pour 
onstruire des solutions performantes �a un probl�eme.

L'arithm�etique dans les 
orps �nis joue un rôle tr�es important en 
al
ul formel. Elle est fonda-

mentale dans les algorithmes les plus rapides en arithm�etique enti�ere et polynomiale. Son utilisation

pour le �ltrage de 
hâ�nes de 
ara
t�eres illustre son int�erêt pour la 
onstru
tion d'algorithmes pro-

babilistes eÆ
a
es.
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Chapitre 4

Int�egration formelle et
 J.H. Davenport S
hool of

Mathemati
al S
ien
es, University of Bath, Bath BA2 7AY, Royaume-Uni,

jhd�maths.bath.a
.uk

4.1 D�erivation formelle

Avant de parler de l'int�egration formelle, il nous faut parler un peu de la d�erivation formelle.

En analyse, la d�eriv�ee d'une fon
tion est normalement d�e�nie par

f

0

(x) = lim

h!0

f(x+ h)� f(x)

h

;

et on obtient ainsi la d�e�nition d'une fon
tion (�eventuellement partielle) f

0

. De 
ette d�e�nition

d�e
oulent les propri�et�es suivantes : (f + g)

0

= f

0

+ g

0

et (fg)

0

= f

0

g + fg

0

, d'o�u on d�eduit

alg�ebriquement (f � g)

0

= f

0

� g

0

et

�

f

g

�

0

=

f

0

g�fg

0

g

2

. Mais il est aussi possible de prendre (f + g)

0

=

f

0

+ g

0

et (fg)

0

= f

0

g + fg

0


omme les r�egles d�e�nissant une op�eration formelle, appel�ee une

d�erivation. D'abord 0

0

= (0+0)

0

= 0

0

+0

0

, don
 0

0

= 0. On a aussi 1

0

= (1 �1)

0

= 1

0

�1+1 �1

0

= 2 �1

0

,

don
 1

0

= 0. Puis 2

0

= (1 + 1)

0

= 1

0

+ 1

0

= 0, et de même pour tous les entiers et ensuite pour les

fra
tions.

Quelle est la valeur de x

0

, o�u x est une in
onnue? Ce
i d�epend de la d�erivation { s'il s'agit de

�

�x

, alors le r�esultat est 1, mais s'il s'agit de

�

�y

(y 6= x), alors x

0

vaut 0. Dans la suite, nous

supposons que

0

=

�

�x

, 
'est-�a-dire que nous d�erivons, ou 
al
ulons une primitive, par

rapport �a x.

Cette d�e�nition de

0

nous permet d'introduire log x 
omme (( la fon
tion )) � telle que �

0

=

1

x

et

plus g�en�eralement log f 
omme (( la fon
tion )) � telle que �

0

=

f

0

f

. Nous avons dit (( la fon
tion )),


ar en e�et 
ette d�e�nition est (( �a une 
onstante additive pr�es )). De même, nous pouvons d�e�nir

e

x


omme (( la fon
tion )) � telle que �

0

= �, ou, plus g�en�eralement, e

f


omme (( la fon
tion )) � telle

que �

0

= f

0

�. I
i, 
es d�e�nitions sont (( �a une 
onstante multipli
ative pr�es )).

Ave
 
es d�e�nitions (et d'autres si l'on a besoin d'autres fon
tions) on a la th�eorie, essentiel-

lement algorithmique, de la d�erivation formelle, qui a �et�e �etudi�ee assez tôt dans le d�eveloppement

des ordinateurs [Kahrimanian, 1953 ; Nolan, 1953℄.
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4.2 Int�egration formelle

Dans 
ette se
tion, nous d�e
rirons la th�eorie et la pratique de l'int�egration formelle. Les ordina-

teurs sont tr�es utilis�es pour l'int�egration num�erique, 
'est-�a-dire la re
her
he des int�egrales d�e�nies.

Mais le Cal
ul Formel permet aussi l'int�egration formelle, 
'est-�a-dire la re
her
he des primitives.

Ces 
al
uls, qui ne peuvent pas se faire num�eriquement, sont une des grandes r�eussites du Cal
ul

Formel.

4.2.1 Introdu
tion

Nous avons dit que la d�erivation formelle a �et�e �etudi�ee assez tôt dans le d�eveloppement des

ordinateurs [Kahrimanian, 1953 ; Nolan, 1953℄, mais les premiers pas vers l'int�egration sont dus �a

Slagle [1961℄. Pourquoi 
e d�elai?

La raison remonte �a une grande di��eren
e entre l'int�egration formelle et la d�erivation formelle.

La d�erivation, telle qu'on l'apprend au ly
�ee, est largement la m�ethode de d�erivation formelle. En

fait, le vrai probl�eme pour la d�erivation est la simpli�
ation du r�esultat, 
ar si l'on ne simpli�e pas,

on obtient que la d�eriv�ee de 2x + 1 est 0x + 2 � 1 + 0 ou, si l'on repr�esente 2x + 1 sous la forme

2x

1

+ 1x

0

,

0x

1

+ 2

�

0(log x)x

1

+ 1 � 1 � x

1�1

�

+ 0x

0

+ 1

�

0(log x)x

0

+ 0 � 1 � x

0�1

�

:

Par 
ontre, l'int�egration parâ�t être une 
olle
tion al�eatoire d'astu
es et de 
as sp�e
iaux. Il

n'existe, semble-t-il, qu'une r�egle g�en�erale,

R

f + g =

R

f +

R

g (et 
ette r�egle n'est pas toujours

valable { voir l'�equation (1) de la se
tion (( Int�egration des fra
tions rationnelles )) et la dis
ussion

asso
i�ee). Pour d'autres 
ombinaisons de fon
tions que l'addition (et la soustra
tion) il n'existe pas

de r�egles g�en�erales. Par exemple, le fait qu'on sa
he int�egrer expx et x

2

n'implique pas qu'on sa
he

int�egrer leur 
omposition expx

2

: 
omme on le verra plus tard, 
ette fon
tion n'a au
une int�egrale

plus simple que

R

expx

2

dx. Ainsi on apprend plusieurs (( m�ethodes )) telles que l'int�egration par

parties, l'int�egration par substitution, l'int�egration par re
her
he dans les listes publi�ees des int�e-

grales et
. De plus, on ne sait pas quelle m�ethode ou quelle 
ombinaison de m�ethodes sera eÆ
a
e

pour une int�egrale donn�ee. Ainsi les premi�eres d�emar
hes (
elles de Slagle) �etaient 
on�
ues d'apr�es

les mêmes heuristiques que 
elles qu'utilisent les humains.

Cette voie a �et�e d�epass�ee assez tôt (d�es les travaux de Moses [1967 ; 1971℄) par des m�etho-

des vraiment algorithmiques. Il existe maintenant toute une th�eorie de l'int�egration, que nous ne

pouvons que r�esumer su

in
tement. Sauf indi
ation 
ontraire, toute int�egration dans 
e 
hapitre

est par rapport �a x, tout 
omme

0

d�esigne

�

�x

.

Comme la d�erivation est nettement plus simple que l'int�egration, il 
onvient de poser le pro-

bl�eme d'int�egration 
omme (( probl�eme inverse )) de la d�erivation, 
'est-�a-dire, �etant donn�ee une

fon
tion a, au lieu de 
her
her sa primitive b, nous demandons une fon
tion b telle que b

0

= a.

D�e�nition.

�

Etant donn�ees deux 
lasses de fon
tions A et B, le probl�eme d'int�egration de A �a B

est de donner un algorithme qui, pour tout membre a de A, ou bien donne un �el�ement b de B tel

que a = b

0

, ou bien d�emontre qu'il n'existe au
un �el�ement b de B tel que a = b

0

.

Par exemple, si A = Q(x) et B = Q(x), alors la r�eponse pour 1=x

2

doit être �1=x, tandis que pour

1=x elle doit être (( impossible )). Par 
ontre, si B = Q(x; log x), alors la r�eponse pour 1=x doit être

log x.

Il existe un th�eor�eme de Ri
hardson [1968℄ qui d�emontre que le probl�eme d'int�egration pour

A = B = Q(i; �; exp; log; j:j) (o�u j:j d�esigne la valeur absolue) est insoluble. Mais 
e
i ne doit

pas d�esesp�erer les utilisateurs d'un algorithme d'int�egration : en fait le probl�eme de d�e
ider si une
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onstante est nulle ou non est ind�e
idable dans 
e 
orps. Alors, Ri
hardson prend une 
onstante

ind�e
idable 
 et 
onsid�ere la fon
tion 
e

x

2

. Comme 
'est bien 
onnu (et nous le d�emontrons plus

tard), la fon
tion e

x

2

ne peut pas être int�egr�ee dans B, on voit que 
e

x

2

n'est int�egrable que si


 = 0, question ind�e
idable. D�esormais, nous supposons que nos 
lasses de fon
tions sont e�e
tives,


'est-�a-dire que tout probl�eme d'�egalit�e est d�e
idable.

4.2.2 Int�egration des fon
tions rationnelles

Dans 
ette se
tion, nous traitons le 
as de A = C(x), o�u C est un 
orps de 
onstantes (d�e
idable,

d'apr�es les remarques que nous venons de faire). Toute fon
tion rationnelle f peut s'�e
rire sous la

forme p+ q=r, o�u p, q et r sont des polynômes, q et r sont premiers entre eux et le degr�e de q est

inf�erieur �a 
elui de r. Il est bien 
onnu que

Z

f + g =

Z

f +

Z

g; (1)

mais dans la th�eorie de l'int�egration formelle, il faut s'en m�e�er un peu. Il est bien possible que

R

f + g ait une forme expli
ite, bien que

R

f et

R

g n'en aient pas. Un exemple de 
e ph�enom�ene est

R

x

x

+ (log x)x

x

, dont l'int�egrale est x

x

, tandis que ses deux 
omposants n'ont pas de primitives

(en forme �nie). En fait, on ne doit utiliser (1) que si l'on sait que deux parmi les trois int�egrales

existent.

Un polynôme p poss�ede toujours une int�egrale �nie, don
 (1) est valable pour f = p et g = q=r.

Don
 le probl�eme d'int�egration de f = p + q=r se r�eduit au probl�eme d'int�egration de p (qui est

tout �a fait simple) et de la fon
tion rationnelle propre q=r. Le reste de 
ette se
tion est 
onsa
r�e �a

l'int�egration d'une fon
tion rationnelle propre.

La m�ethode na��ve

Si le polynôme r se fa
torise en fa
teurs lin�eaires, tel que r =

Q

n

i=1

(x� a

i

)

n

i

, on peut faire une

d�e
omposition de q=r en �el�ements simples :

q

r

=

n

X

i=1

b

i

(x� a

i

)

n

i

;

o�u les b

i

sont des polynômes de degr�e inf�erieur �a n

i

. Ces polynômes peuvent être divis�es par x�a

i

,

a�n de donner la d�e
omposition suivante :

q

r

=

n

X

i=1

n

i

X

j=1

b

i;j

(x� a

i

)

j

;

o�u les b

i;j

sont des 
onstantes.

Cette d�e
omposition peut alors être int�egr�ee :

Z

q

r

=

n

X

i=1

b

i;1

log (x� a

i

)�

n

X

i=1

n

i

X

j=2

b

i;j

(j � 1)(x� a

i

)

j�1

:

Ainsi, on a d�emontr�e que toute fon
tion rationnelle poss�ede une int�egrale qui peut s'exprimer 
omme

une fon
tion rationnelle plus une somme de logarithmes de fon
tions rationnelles �a 
oeÆ
ients


onstants { 
'est-�a-dire que l'int�egrale appartient au 
orps C(x; log).
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Bien que 
ette d�emonstration soit assez 
onnue, elle a plusieurs d�efauts du point de vue algo-

rithmique.

i. Elle demande qu'on fa
torise r 
ompl�etement, 
e qui n'est pas toujours possible sans ajouter

plusieurs quantit�es alg�ebriques �a C. Ajouter

p

2 pour int�egrer

1

x

2

�2

est assez simple, mais en

g�en�eral la manipulation de 
es extensions alg�ebriques est souvent tr�es fastidieuse.

ii. Même si les extensions alg�ebriques ne sont pas n�e
essaires, il est assez 
oûteux de fa
toriser

un polynôme r de degr�e �elev�e.

iii. Elle n�e
essite aussi une d�e
omposition 
ompl�ete en �el�ements simples.

A�n de d�emontrer qu'il existe plusieurs int�egrales qui se laissent 
al
uler (�a la main) sans 
es

grandes diÆ
ult�es, 
onsid�erons :

Z

5x

4

+ 60x

3

+ 255x

2

+ 450x + 274

x

5

+ 15x

4

+ 85x

3

+ 225x

2

+ 274x + 120

= log(x

5

+ 15x

4

+ 85x

3

+ 225x

2

+ 274x+ 120)

= log(x+ 1) + log(x+ 2) + log(x+ 3) + log(x+ 4) + log(x+ 5);

Z

5x

4

+ 60x

3

+ 255x

2

+ 450x + 275

x

5

+ 15x

4

+ 85x

3

+ 225x

2

+ 274x + 120

=

25

24

log(x+ 1) +

5

6

log(x+ 2) +

5

4

log(x+ 3) +

5

6

log(x+ 4) +

25

24

log(x+ 5)

(l'expression ave
 un seul logarithme est trop longue pour être �e
rite i
i : elle 
ontient le logarithme

d'un polynôme de degr�e 120, dont les plus grands 
oeÆ
ients ont 68 
hi�res d�e
imaux) ;

Z

5x

4

+ 1

(x

5

+ x+ 1)

2

=

�1

(x

5

+ x+ 1)

;

Z

5x

4

+ 1

(x

5

+ x+ 1)

= log (x

5

+ x+ 1):

Le premier est un exemple o�u l'on peut fa
toriser le d�enominateur (qui n'est que (x+1)(x+2)(x+

3)(x + 4)(x + 5)), mais la d�e
omposition en �el�ements simples serait assez p�enible. Le deuxi�eme

montre qu'une toute petite di��eren
e peut 
hanger largement l'int�egrale. Les deux derniers ont

un d�enominateur qui ne se fa
torise pas sur Q et il faut ajouter quatre extensions alg�ebriques

avant qu'il ne se fa
torise 
ompl�etement (ou une extension de degr�e 120 !). Ainsi, on peut se poser

le probl�eme suivant : Trouver un algorithme d'int�egration des fon
tions rationnelles qui ne fasse

intervenir que les quantit�es alg�ebriques n�e
essaires pour exprimer l'int�egrale.

La m�ethode d'Hermite

Cette m�ethode [Hermite, 1872℄ nous permet de d�eterminer la partie rationnelle de l'int�egrale

d'une fon
tion rationnelle sans faire intervenir la moindre quantit�e alg�ebrique. De même, elle trouve

la d�eriv�ee de la somme de logarithmes qui est aussi une fon
tion rationnelle ave
 
oeÆ
ients dans

le même 
orps que q=r. Nous avons remarqu�e qu'un fa
teur du d�enominateur r qui apparâ�t �a la

puissan
e n, apparâ�t �a la puissan
e n� 1 dans le d�enominateur de l'int�egrale. Ce
i peut nous faire

penser �a une d�e
omposition sans fa
teurs multiples.
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Supposons don
 que r ait une d�e
omposition sans fa
teurs multiples de la forme

Q

n

i=1

r

i

i

. Les r

i

sont alors premiers entre eux et nous pouvons 
onstruire une d�e
omposition en �el�ements simples :

q

r

=

q

Q

n

i=1

r

i

i

=

n

X

i=1

q

i

r

i

i

:

Nous savons que 
haque �el�ement �a droite a une int�egrale, don
 (1) est valable et il suÆt d'int�egrer


haque �el�ement s�epar�ement. Ce
i se fait en utilisant l'identit�e de Bezout appliqu�ee �a r

i

et r

0

i

qui

sont premiers entre eux et tels qu'il existe a et b satisfaisant �a ar

i

+ br

0

i

= 1.

R

q

i

r

i

i

=

R

q

i

(ar

i

+br

0

i

)

r

i

i

=

R

q

i

a

r

i�1

i

+

R

q

i

br

0

i

r

i

i

=

R

q

i

a

r

i�1

i

+

R

(q

i

b=(i�1))

0

r

i�1

i

�

�

q

i

b=(i�1)

r

i�1

i

�

0

= �

�

q

i

b=(i�1)

r

i�1

i

�

+

R

q

i

a+(q

i

b=(i�1))

0

r

i�1

i

;

et nous avons pu r�eduire l'exposant de r

i

. Nous pouvons 
ontinuer de 
ette fa�
on jusqu'�a 
e que

l'exposant devienne 1, quand l'int�egrale restante est une somme de logarithmes.

La m�ethode de Horowitz-Ostrogradski

La m�ethode d'Hermite est assez bien adapt�ee aux 
al
uls manuels, mais elle a le d�esavantage

de n�e
essiter plusieurs sous-algorithmes (d�e
omposition sans fa
teurs multiples, d�e
omposition en

�el�ements simples, identit�e de Bezout), 
e qui entrâ�ne une programmation assez 
ompliqu�ee. Aussi

Horowitz [1969 ; 1971℄ a propos�e la m�ethode suivante qui semble avoir �et�e 
onnue du math�emati
ien

russe Ostrogradski.

L'obje
tif reste de pouvoir �e
rire

R

q=r sous la forme q

1

=r

1

+

R

q

2

=r

2

, o�u l'int�egrale restante

ne donne qu'une somme de logarithmes quand on la r�esout. D'apr�es la m�ethode d'Hermite et

les dis
ussions ant�erieures, nous savons que r

1

a les mêmes fa
teurs que r, mais ave
 l'exposant

diminu�e de 1, que r

2

n'a pas de fa
teurs multiples et que ses fa
teurs sont tous des fa
teurs de r. Les

arguments standard de (( d�e
ompositions sans fa
teurs multiples )) impliquent que r

1

= pg
d(r; r

0

)

et que r

2

divise r=pg
d(r; r

0

). On peut supposer que q

2

=r

2

n'est pas �e
rit sous forme r�eduite et

don
 que r

2

= r=pg
d(r; r

0

).

Alors

q

r

=

�

q

1

r

1

�

0

+

q

2

r

2

=

q

0

1

r

1

�

q

1

r

0

1

r

2

1

+

q

2

r

2

=

q

0

1

r

2

�q

1

s+q

2

r

1

r

;

o�u s = r

0

1

r

2

=r

1

(la division i
i est exa
te).

Ainsi, notre probl�eme se r�eduit �a un probl�eme purement polynomial, �a savoir

q = q

0

1

r

2

� q

1

s+ q

2

r

1

; (2)

o�u q, s, r

1

et r

2

sont 
onnus, et q

1

et q

2

sont �a d�eterminer. Mais les degr�es de q

1

et q

2

sont inf�erieurs

aux degr�es m et n de r

1

et r

2

respe
tivement.

�

E
rivons don
 q

1

=

P

m�1

i=0

a

i

x

i

et q

2

=

P

n�1

i=0

b

i

x

i

.

L'�equation (2) se r�e�e
rit 
omme un syst�eme de m+ n �equations lin�eaires en n+m in
onnues. De

plus, 
e syst�eme est r�esoluble et l'int�egration (au moins 
e sous-probl�eme) se r�eduit �a de l'alg�ebre

lin�eaire.
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La partie logarithmique

Les deux m�ethodes expos�ees dans les se
tions pr�e
�edentes peuvent r�eduire l'int�egration d'une

fon
tion rationnelle quel
onque �a l'int�egration d'une fon
tion rationnelle (soit q=r) dont l'int�egra-

le ne serait qu'une somme de logarithmes. Nous savons que 
ette int�egrale peut être r�esolue en

fa
torisant le d�enominateur 
ompl�etement, mais 
omme on l'a d�ej�a vu, 
e
i n'est pas toujours

n�e
essaire pour exprimer les r�esultats. Le vrai probl�eme est de trouver l'int�egrale sans utiliser

d'autres nombres alg�ebriques que 
eux n�e
essaires �a l'expression du r�esultat. Ce probl�eme a �et�e

r�esolu par Rothstein [1976℄ et par Trager [1976℄ { nous donnons la r�esolution due �a 
e dernier.

Supposons que

Z

q

r

=

n

X

i=1




i

log v

i

(3)

soit une solution �a 
ette int�egrale o�u la partie droite utilise le moins possible d'extensions alg�e-

briques. Les 


i

sont des 
onstantes et, en g�en�eral, les v

i

sont des fon
tions rationnelles. Comme

log(a=b) = log a � log b, on peut supposer, sans restreindre la g�en�eralit�e, que les v

i

sont des poly-

nômes. De plus, nous pouvons les d�e
omposer sans fa
teurs multiples, 
e qui n'ajoute pas d'exten-

sions alg�ebriques et appliquer la r�egle log

Q

p

i

i

=

P

i log p

i

. En outre, 
omme 
 log pq + d log pr =

(
+d) log p+
 log q+d log r, nous pouvons supposer que les v

i

sont premiers entre eux, tout en gar-

dant la minimalit�e du nombre d'extensions alg�ebriques (bien que le nombre de logarithmes puisse


hanger). En outre, on peut supposer que les 


i

sont tous diff�erents.

En d�erivant l'�equation (3), nous trouvons

q

r

=

n

X

i=1




i

v

0

i

v

i

: (3

0

)

L'hypoth�ese que les v

i

sont sans fa
teurs multiples entrâ�ne qu'au
un �el�ement de la somme ne peut

se simpli�er et l'hypoth�ese que les v

i

sont premiers entre eux implique qu'au
une annulation ne

peut exister dans la somme. Ce
i n�e
essite que les v

i

soient exa
tement les fa
teurs de r, 
'est-�a-dire

r =

Q

n

i=1

v

i

.

�

E
rivons u

i

=

Q

j 6=i

v

j

. Alors, on peut d�eriver le produit des v

i

, a�n de d�eterminer

que r

0

=

P

v

0

i

u

i

. Si nous 
hassons les d�enominateurs de (3

0

), nous trouvons q =

P




i

v

0

i

u

i

. Ces deux

expressions pour q et r

0

permettent les 
al
uls suivants :

v

k

= pg
d(0; v

k

)

= pg
d (q �

P




i

v

0

i

u

i

; v

k

)

= pg
d (q � 


k

v

0

k

u

k

; v

k

)


ar tous les autres u

i

sont divisibles par v

k

= pg
d (q � 


k

P

v

0

i

u

i

; v

k

)

pour la même raison

= pg
d (q � 


k

r

0

; v

k

) :

Si l 6= k, nous trouvons

pg
d (q � 


k

r

0

; v

l

) = pg
d (

P




i

v

0

i

u

i

� 


k

P

v

0

i

u

i

; v

l

)

= pg
d (


l

v

0

l

u

l

� 


k

v

0

l

u

l

; v

l

)


ar tous les autres u

i

sont divisibles par v

l

= 1


ar v

l

n'a pas de fa
teurs multiples ou de fa
teurs en 
ommun ave
 le produit u

l

des autres v

i

.

�

A
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l'aide de 
es deux 
al
uls, nous pro
�ederons au 
al
ul suivant :

pg
d (q � 


k

r

0

; r) = pg
d

�

q � 


k

r

0

;

Q

n

i=1

v

i

�

=

Q

n

i=1

pg
d (q � 


k

r

0

; v

i

)


ar les v

i

sont premiers entre eux

= pg
d (q � 


k

r

0

; v

k

)


ar tous les autres termes s'annulent

= v

k

Ainsi, si on 
onnâ�t les 


k

, on peut 
al
uler les v

k

. En outre, les 


k

sont pr�e
is�ement les valeurs

de y pour lesquelles pg
d(q � yr

0

; r) 6= 1. Or 
es valeurs peuvent être 
al
ul�ees au moyen de l'id�ee

du r�esultant. Res

x

(q � yr

0

; r) est un polynôme en y qui s'annule si et seulement si le pg
d est non

trivial. Il suÆt don
 de 
al
uler 
e polynôme (
e qui peut se faire sans au
une extension alg�ebri-

que), trouver ses ra
ines (
e qui peut n�e
essiter des extensions alg�ebriques) et, pour 
ha
une de ses

ra
ines 


k

, d�eterminer v

k

= pg
d(q � 


k

r

0

; r).

4.2.3 L'int�egration des fon
tions plus 
ompliqu�ees

D�es qu'on sort du 
adre des fon
tions rationnelles, on trouve des fon
tions dont on ne peut pas

exprimer l'int�egrale en termes plus simples. Par exemple, on peut dire

Z

e

�x

2

=

r

�

2

erfx;

mais 
e
i n'est qu'une r�eexpression de la d�e�nition de la fon
tion erf. On peut soulever la remarque

que

R

1=x = log x n'est qu'une r�eexpression de la d�e�nition de la fon
tion log et 
e
i est valable.

La di��eren
e est que log est (( bien 
onnue )) (dans un sens que nous pr�e
iserons). Autrement dit,

quelles 
lasses B admettons-nous 
omme 
lasses d'int�egrales possibles? Liouville [1835℄ a propos�e

la d�e�nition suivante qui semble tout �a fait ad�equate pour nos besoins a
tuels { voir la se
tion

(( Int�egration de fon
tions non �el�ementaires )) pour une g�en�eralisation.

D�e�nition. Soit K un 
orps de fon
tions. La fon
tion � est un g�en�erateur �el�ementaire sur K si :

(a) � est alg�ebrique sur K, 
'est-�a-dire � satisfait �a une �equation polynomiale ave
 
oeÆ
ients dans

K ;

(b) � est une exponentielle sur K, 
'est-�a-dire il existe un � dans K tel que �

0

= �

0

�, 
e qui est une

fa�
on alg�ebrique de dire que � = exp � ;

(
) � est un logarithme sur K, 
'est-�a-dire il existe un � dans K tel que �

0

= �

0

=�, 
e qui est une

fa�
on alg�ebrique de dire que � = log �.

D�e�nition. Soit K un 
orps de fon
tions. Un sur
orps K(�

1

; : : : ; �

n

) de K s'appelle un 
orps de

fon
tions �el�ementaires sur K si 
haque �

i

est un g�en�erateur �el�ementaire sur K. Une fon
tion est

�el�ementaire sur K si elle appartient �a un 
orps de fon
tions �el�ementaires sur K.

Si K est omis, on entend C(x) le 
orps des fon
tions rationnelles.

Cette d�e�nition regroupe aussi les fon
tions trigonom�etriques { par exemple sinx est �el�ementaire

(sur C(x)), 
ar

sinx =

1

2i

�

e

ix

+ e

�ix

�

=

1

2i

�

� +

1

�

�

;
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o�u � est l'exponentielle de ix. Il en est de même pour les inverses des fon
tions trigonom�etriques {

par exemple tan

�1

x = log

�

x+i

x�i

�

. Nous utilisons la notation K(elem) pour la 
lasse des fon
tions

�el�ementaires sur K.

La se
tion pr�e
�edente a d�emontr�e que toute fon
tion rationnelle poss�ede une int�egrale �el�emen-

taire. En outre, 
ette int�egrale est d'une forme sp�e
iale { une fon
tion rationnelle (dont le 
al
ul ne

n�e
essite au
une extension alg�ebrique) plus une somme de logarithmes �a 
oeÆ
ients 
onstants. On

retrouve 
ette même forme dans des 
ontextes nettement plus g�en�eraux, 
omme le r�esultat suivant

le montre.

Th�eor�eme (Prin
ipe de Liouville). Soit f une fon
tion appartenant �a un 
orps de fon
tions K.

Si f a une int�egrale �el�ementaire sur K, elle a une int�egrale de la forme suivante :

Z

f = v

0

+

n

X

i=1




i

log v

i

; (4)

o�u v

0

appartient �aK, les v

i

appartiennent �a

^

K, une extension deK par un nombre �ni de 
onstantes

alg�ebriques sur K et les 


i

appartiennent �a

^

K et sont des 
onstantes.

Autrement dit, si f poss�ede une int�egrale �el�ementaire sur K, f est de la forme suivante :

f = v

0

0

+

n

X

i=1




i

v

0

i

v

i

: (4

0

)

Ce th�eor�eme est fondamental pour la th�eorie de l'int�egration en termes de fon
tions �el�emen-

taires. Dans la suite, nous utilisons la lo
ution (( on sait int�egrer dans A ave
 r�esultat dans la 
lasse

B )) 
omme abr�eviation de la lo
ution (( il existe un algorithme qui, �etant donn�ee une fon
tion a

de A, donne une fon
tion b de B telle que a = b

0

ou d�emontre qu'il n'existe au
une fon
tion de B

ayant 
ette propri�et�e )). Si B est omis, on entend la 
lasse A(elem).

4.2.4 Int�egration de fon
tions logarithmiques

Cette se
tion se 
onsa
re �a l'�etude des 
orps de fon
tions engendr�es par un logarithme. Dans


ette se
tion, nous travaillons dans le 
adre suivant :

(i) K est un 
orps de fon
tions, suppos�e e�e
tif, tel que l'on sait int�egrer dans K ;

(ii) � est un logarithme sur K, �

0

= �

0

=� et � est suppos�e trans
endant sur K ;

(iii) K(�) a les mêmes 
onstantes que K.

La derni�ere hypoth�ese �evite les ennuis qui peuvent arriver si � donne lieu �a de nouvelles 
onstantes.

Par exemple, si K = Q(x; log x) et � = log 2x, K(�) 
ontient la 
onstante log 2. Cette hypoth�e-

se, aussi bien que l'hypoth�ese que � soit trans
endant, peut être v�eri��ee �a l'aide du Th�eor�eme de

Stru
ture de Ris
h [1979℄. Le but est de d�emontrer que l'on sait int�egrer dans K(�). Les m�ethodes

sont largement semblables �a 
elles de l'int�egration des fon
tions rationnelles, mais il existe plusieurs

endroits o�u l'on doit faire attention.

Le lemme de d�e
omposition

Nous pouvons �e
rire la fon
tion f de K(�) sous la forme p+q=r, o�u p, q et r sont des polynômes

de K[�℄, q et r sont premiers entre eux et le degr�e de q est inf�erieur �a 
elui de r. Est-il alors possible

de traiter p et q=r s�epar�ement, 
'est-�a-dire d'appliquer la d�e
omposition (1)?
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Lemme (de d�e
omposition). Si f poss�ede une int�egrale �el�ementaire sur K, alors p et q=r

poss�edent tous deux une int�egrale �el�ementaire sur K.

D�emonstration. D'apr�es le prin
ipe de Liouville (sous la forme de l'�equation (4

0

)),

p+

q

r

= v

0

0

+

n

X

i=1




i

v

0

i

v

i

:

Dans 
ette d�e
omposition, nous pouvons supposer que v

1

,. . . ,v

k

sont des polynômes unitaires en

� dont les 
oeÆ
ients appartiennent �a K, tandis que v

k+1

, . . . , v

n

appartiennent �a K. En outre,

nous pouvons �e
rire v

0

sous la forme p̂ + q̂=r̂, o�u p̂, q̂ et r̂ sont des polynômes en � et q̂=r̂ est

une fon
tion rationnelle propre. Ave
 
es 
onventions et en utilisant les propri�et�es suivantes des

d�eriv�ees : la d�eriv�ee d'un polynôme est un polynôme et la d�eriv�ee d'une fon
tion rationnelle propre

est une fon
tion rationnelle propre, nous voyons que :

p+

q

r

=

�

p̂+

q̂

r̂

�

0

+

P

n

i=1




i

v

0

i

v

i

= p̂

0

+

n

X

i=k+1




i

v

0

i

v

i

| {z }

polynôme

+

�

q̂

r̂

�

0

+

k

X

i=1




i

v

0

i

v

i

| {z }

fon
tion rationnelle propre

Comme la d�e
omposition polynôme + fon
tion rationnelle propre est univoque (nous rappelons que

� est suppos�e trans
endant), 
ette �equation nous permet de d�eduire les deux �equations suivantes :

p = p̂

0

+

P

n

i=k+1




i

v

0

i

v

i

q

r

=

�

q̂

r̂

�

0

+

P

k

i=1




i

v

0

i

v

i

Ces deux �equations s'int�egrent formellement, a�n de nous donner :

R

p = p̂+

P

n

i=k+1




i

log v

i

R

q

r

=

q̂

r̂

+

P

k

i=1




i

log v

i

Ces �equations nous d�emontrent le r�esultat et nous fournissent, de plus, des pr�e
isions sur la forme

des int�egrales. Dans les sous-se
tions suivantes, nous 
onsid�ererons 
es deux parties s�epar�ement.

La partie polynomiale

Supposons que p soit �e
rit sous la forme

P

m

i=0

A

i

�

i

et que p̂ soit �e
rit sous la forme

P

n

i=0

B

i

�

i

.

Les derni�eres �equations de la d�emonstration du lemme de d�e
omposition impliquent que

P

m

i=0

A

i

�

i

=

�

P

n

i=0

B

i

�

i

�

0

+

P

n

i=k+1




i

v

0

i

v

i

=

P

n

i=0

B

0

i

�

i

+

P

n

i=1

iB

i

�

0

�

i�1

+

P

n

i=k+1




i

v

0

i

v

i

:

Nous rappelons que les v

i

qui entrent dans 
ette expression appartiennent �a K. Comme � est

trans
endant, on peut d�eduire que les 
oeÆ
ients de 
haque puissan
e de � dans les deux parties
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doivent être �egaux. Ce
i implique que n = m ou n = m+1. Les 
oeÆ
ients de �

m+1

nous donnent

l'�equation 0 = B

0

m+1

, d'o�u l'on d�eduit que B

m+1

doit être une 
onstante.

Les 
oeÆ
ients de �

m

(en supposant que m > 0) nous donnent l'�equation :

A

m

= B

0

m

+ (m+ 1)B

m+1

�

0

:

Cette �equation peut se r�e�e
rire sous une forme int�egrale :

B

m

=

R

(A

m

� (m+ 1)B

m+1

�

0

)

= �(m+ 1)B

m+1

� +

R

A

m

:

Cette �equation implique que A

m

doit avoir une int�egrale �el�ementaire et l'hypoth�ese (i) de 
ette

se
tion nous assure qu'il existe un algorithme qui peut trouver 
ette int�egrale (ou d�emontrer que


ette fon
tion n'a pas d'int�egrale �el�ementaire, 
e qui nous informe que p n'en a pas non plus). En

outre, 
ette int�egrale doit être d'une forme sp�e
iale : un �el�ement de K plus un multiple (
onstant)

de �. � est le seul logarithme qui peut être ajout�e �a K pour que 
ette int�egrale soit r�esolue. (Il est

don
 possible d'optimiser 
ette int�egration de A

m

mais 
e
i 
omplique beau
oup la pr�esentation,

don
 nous ne le faisons pas i
i, bien que 
e soit assez important en pratique.) Cette int�egration

d�etermine B

m+1

et d�etermine B

m

�a une 
onstante pr�es. Appelons 
ette 
onstante b

m

.

Les 
oeÆ
ients de �

m�1

(en supposant que m > 1) nous donnent l'�equation :

A

m�1

= B

0

m�1

+m(B

m

+ b

m

)�

0

:

Cette �equation peut se r�e�e
rire sous une forme int�egrale :

B

m�1

=

R

(A

m�1

�m(B

m

+ b

m

)�

0

)

= �mb

m

� +

R

A

m�1

�mB

m

�

0

: (5)

Comme nous l'avons d�ej�a fait pour les 
oeÆ
ients de �

m

, nous d�eduisons que A

m�1

�mB

m

�

0

poss�ede une int�egrale �el�ementaire qui doit appartenir �a K, sauf, �eventuellement, un multiple


onstant de � qui d�etermine b

m

. Ainsi B

m�1

est d�etermin�e �a une 
onstante pr�es, que nous ap-

pelons b

m�1

.

Nous 
ontinuons de 
ette fa�
on jusqu'aux 
oeÆ
ients de �

0

.

A

0

= B

0

0

+ 1(B

1

+ b

1

)�

0

+

n

X

i=k+1




i

v

0

i

v

i

:

Cette �equation peut se r�e�e
rire sous une forme int�egrale :

B

0

+

P

n

i=k+1




i

log v

i

=

R

(A

0

� (B

1

+ b

1

)�

0

)

= �b

1

� +

R

A

0

�B

1

�

0

:

Nous en d�eduisons que A

0

� B

1

�

0

poss�ede une int�egrale �el�ementaire. Cette fois-
i, il n'est pas

n�e
essaire que l'int�egrale appartienne �a K et elle peut 
ontenir de nouveaux logarithmes. Le 
oef-

�
ient de � dans 
ette int�egrale nous donne b

1

. Comme auparavant, B

0

n'est d�etermin�e qu'�a une


onstante pr�es, mais 
ette 
onstante est la 
onstante d'int�egration qui reste ind�etermin�ee. Ainsi,

nous avons trouv�e toute l'int�egrale de la partie polynomiale (ou bien nous avons d�emontr�e qu'il

n'en existe pas).
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La partie rationnelle et logarithmique

Les derni�eres �equations de la d�emonstration du lemme de d�e
omposition impliquent que

q

r

=

�

q̂

r̂

�

0

+

k

X

i=1




i

v

0

i

v

i

:

Le probl�eme est semblable �a 
elui des fon
tions rationnelles et de même la solution. En e�et, la

m�ethode d'Hermite est valable dans 
e 
as 
omme pour les fon
tions rationnelles, sauf qu'il faut

noter la signi�
ation du symbole

0

. Dans le 
as d'un polynôme en l'ind�etermin�ee x,

�

n

X

i=0

a

i

x

i

�

0

=

n

X

i=1

ia

i

x

i�1

;

tandis que pour un polynôme en l'ind�etermin�ee �,

�

n

X

i=0

a

i

�

i

�

0

=

n

X

i=1

ia

i

�

i�1

+

n

X

i=0

a

i

0

�

i

:

Tous les r�esultats de d�e
omposition sans fa
teurs multiples et �el�ements simples restent valables et la

m�ethode d'Hermite (ou, plus pr�e
is�ement, la m�ethode d'Hermite-Ostrowski puisque 
'est Ostrowski

[1946℄ qui a fait 
ette g�en�eralisation) mar
he.

La partie logarithmique se 
al
ule presque de la même fa�
on que dans le 
as des fon
tions ra-

tionnelles. Nous avons d�emontr�e que les 
oeÆ
ients des logarithmes qui, d'apr�es le th�eor�eme de

Liouville, doivent être des 
onstantes, sont les ra
ines du polynôme Res

�

(q � yr

0

; r). Mais dans le


ontexte a
tuel, on n'est plus assur�e que 
es ra
ines soient des 
onstantes. Prenons l'exemple de

R

dx= log x, o�u q = 1 et r = log x.

Res

log x

�

1� y

1

x

; log x

�

=

�

�

�

�

1�

y

x

�

�

�

�

=

x� y

x

et la ra
ine de 
e polynôme est y = x qui n'est pas une 
onstante. Dans 
e 
as, nous pouvons


on
lure que l'int�egrale n'est pas �el�ementaire 
ar une int�egrale �el�ementaire doit avoir des 
oeÆ
ients


onstants pour les logarithmes. Si nous appliquons la même m�ethode �a

R

dx=x log x, nous trouvons

le polynôme y = 1 et l'int�egrale devient log log x.

4.2.5 Int�egration de fon
tions exponentielles

Cette se
tion est 
onsa
r�ee �a l'�etude de fon
tions engendr�ees par une exponentielle. Le le
teur

doit retrouver i
i la même d�emar
he que dans la se
tion pr�e
�edente, sauf l�a o�u les 
omportements

diff�erents des fon
tions logarithmes et exponentielles nous obligent �a faire des distin
tions. Dans


ette se
tion, nous travaillons dans le 
adre suivant :

(i) K est un 
orps de fon
tions, suppos�e e�e
tif, tel que l'on sa
he int�egrer dans K et r�esoudre

l'�equation diff�erentielle y

0

+ fy = g dans K (voir la se
tion suivante pour la r�esolution de 
e

probl�eme) ;

(ii) � est une exponentielle sur K, �

0

= �

0

� et � est suppos�ee trans
endante sur K ;

(iii) K(�) a les mêmes 
onstantes que K.
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La derni�ere hypoth�ese �evite les ennuis qui peuvent arriver si � donne lieu �a de nouvelles 
onstantes.

Par exemple, si K = Q(x; exp x) et � = exp(x + 1), K(�) 
ontient la 
onstante e. Cette hypo-

th�ese, aussi bien que l'hypoth�ese que � est trans
endante, peut être v�eri��ee �a l'aide du Th�eor�eme

de Stru
ture de Ris
h [1979℄. Le but est de d�emontrer que l'on sait int�egrer dans K(�). Les m�e-

thodes pour la partie rationnelle sont largement semblables �a 
elles de l'int�egration des fon
tions

logarithmiques, mais la partie polynomiale est assez diff�erente.

Il faut noter que le 
hoix de � est un peu arbitraire.

1

�

est �egalement une exponentielle : 
elle

de ��. Il est don
 �evident que la (( partie polynomiale )) doit tenir 
ompte de 
ette sym�etrie. Dans

la se
tion pr�e
�edente, nous avons utilis�e les id�ees de d�e
omposition sans fa
teurs multiples et
., en

disant qu'elles sont aussi valables pour le 
as de polynômes en une variable logarithmique. Elles ne

sont pas valables dans le 
as d'une variable exponentielle : par exemple, si � = expx, le polynôme

p = � est sans fa
teurs multiples, mais pg
d(p; p

0

) = � et un tel pg
d non trivial nous 
onduit

normalement �a d�eduire que p poss�ede un fa
teur multiple. Il n'est pas diÆ
ile de v�eri�er que 
es

id�ees sont valables si � ne divise pas p.

Le lemme de d�e
omposition

Nous pouvons �e
rire notre fon
tion f de K(�) sous la forme p + q=r, o�u p est un polynôme

g�en�eralis�e (
'est-�a-dire

P

n

i=�m

a

i

�

i

), q et r sont des polynômes de K[�℄ tels que � ne divise pas r,

q et r sont premiers entre eux et le degr�e de q est inf�erieur �a 
elui de r. Est-il possible de traiter p

et q=r s�epar�ement, 
'est-�a-dire d'appliquer la d�e
omposition (1)?

Lemme (de d�e
omposition). Si f poss�ede une int�egrale �el�ementaire sur K, alors 
ha
un des

termes de p, ainsi que q=r, poss�edent une int�egrale �el�ementaire sur K.

D�emonstration. D'apr�es le prin
ipe de Liouville (sous la forme de l'�equation (4

0

)),

p+

q

r

= v

0

0

+

n

X

i=1




i

v

0

i

v

i

:

Dans 
ette d�e
omposition, nous pouvons supposer que v

1

,. . . ,v

k

sont des polynômes unitaires en �

de degr�e n

i

dont les 
oeÆ
ients appartiennent �a K, tandis que v

k+1

,. . . ,v

n

appartiennent �a K. Nous

pouvons aussi supposer qu'au
un v

i

n'est divisible par �, 
ar log � = �. En outre, nous pouvons �e
rire

v

0

sous la forme p̂+ q̂=r̂, de la même mani�ere que nous avons d�e
ompos�e f . Ave
 
es 
onventions

et en utilisant les propri�et�es que la d�eriv�ee d'un polynôme g�en�eralis�e est un polynôme g�en�eralis�e

et que la d�eriv�ee d'une fon
tion rationnelle propre (telle que � ne divise pas son d�enominateur) est

une fon
tion rationnelle propre, nous voyons que :

p+

q

r

=

�

p̂+

q̂

r̂

�

0

+

P

n

i=1




i

v

0

i

v

i

= p̂

0

+

n

X

i=k+1




i

v

0

i

v

i

| {z }

partie (( p ))

+

�

q̂

r̂

�

0

+

k

X

i=1




i

v

0

i

v

i

| {z }

partie (( r ))

:

Dans la se
tion sur les fon
tions logarithmiques, nous avons remarqu�e que les deux parties de 
ette

d�e
omposition �etaient un polynôme et une fon
tion rationnelle propre. Cette observation n'est pas

valable dans le 
as a
tuel. Supposons que v

i

(ave
 i � k) s'�e
rive sous la forme �

n

i

+

P

n

i

�1

j=0

a

i

�

i

. Le

polynôme v

0

i

est aussi un polynôme de degr�e n

i

, �a savoir

n

i

�

0

�

n

i

+

�

n

i

�1

X

j=0

a

i

�

i

�

0

;
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et 


i

v

0

i

=v

i

n'est don
 pas une fra
tion rationnelle propre. Cependant,




i

v

0

i

v

i

� 


i

n

i

�

0

=




i

(v

0

i

� n

i

�

0

v

i

)

v

i

est une fra
tion rationnelle propre. Nous avons don
 la d�e
omposition suivante :

p+

q

r

= p̂

0

+

n

X

i=k+1




i

v

0

i

v

i

+ �

0

k

X

i=1




i

n

i

| {z }

polynôme g�en�eralis�e

+

�

q̂

r̂

�

0

+

k

X

i=1




i

(v

0

i

� n

i

�

0

v

i

)

v

i

| {z }

fon
tion rationnelle propre

(o�u, en outre, � ne divise pas le d�enominateur de la deuxi�eme partie).

Comme la d�e
omposition polynôme g�en�eralis�e + fon
tion rationnelle propre (dont � ne divise

pas le d�enominateur) est univoque (nous rappelons que � est suppos�e trans
endant), 
ette �equation

nous permet de d�eduire les deux �equations suivantes :

p = p̂

0

+

P

n

i=k+1




i

v

0

i

v

i

+ �

0

P

k

i=1




i

n

i

q

r

=

�

q̂

r̂

�

0

+

P

k

i=1




i

(v

0

i

�n

i

�

0

v

i

)

v

i

:

La deuxi�eme �equation s'int�egre formellement, a�n de nous donner :

Z

q

r

=

q̂

r̂

+

k

X

i=1




i

(log v

i

� n

i

�):

Dans la premi�ere �equation, �e
rivons p =

P

n

i=�m

A

i

�

i

et p̂ =

P

n

0

i=�m

0

B

i

�

i

, o�u les A

i

et B

i

appar-

tiennent �a K. Comme � est trans
endant, on peut d�eduire que les 
oeÆ
ients de 
haque puissan
e

de � dans les deux parties doivent être �egaux. Ce
i implique que n = n

0

et m = m

0

. Comme la

d�eriv�ee de B

i

�

i

est (B

0

i

+ i�

0

B

i

)�

i

, nous trouvons que, pour i 6= 0, A

i

�

i

= (B

0

i

+ i�

0

B

i

)�

i

, 
e qui

implique que tous 
es termes-
i poss�edent des int�egrales. Comme la partie rationnelle poss�ede aussi

une int�egrale, il faut que le terme qui reste, 
'est-�a-dire A

0

, poss�ede aussi une int�egrale.

La partie polynomiale g�en�eralis�ee

Nous venons de d�emontrer que, pour i 6= 0,

Z

A

i

�

i

= B

i

�

i

;

o�u B

i

appartient �aK et satisfait �a l'�equation diff�erentielleB

0

i

+i�

0

B

i

= A

i

. Par hypoth�ese nous avons

un algorithme qui r�esout 
e probl�eme dans K, ou bien en d�eterminant B

i

, ou bien en d�emontrant

qu'au
un B

i

dans K ne satisfait �a 
ette �equation (voir la se
tion ((

�

EDO en forme �nie )) pour les

d�etails).

A

0

appartient �a K et son int�egrale peut don
 être d�etermin�ee par l'algorithme d'int�egration

dans K. Il est �a noter que nous devons retirer �

P

k

i=1




i

n

i

de 
ette int�egrale pour trouver l'int�egrale

de f , 
ar 
ette somme a �et�e ajout�ee par le pro
essus de d�e
omposition.
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La partie rationnelle et logarithmique

Les derni�eres �equations de la d�emonstration du lemme de d�e
omposition impliquent que

q

r

=

�

q̂

r̂

�

0

+

k

X

i=1




i

(v

0

i

� n

i

�

0

v

i

)

v

i

:

En e�et, la m�ethode d'Hermite est valable dans 
e 
as 
omme pour les fon
tions rationnelles et

logarithmiques, 
ar � ne divise pas le d�enominateur r, don
 la d�e
omposition r =

Q

n

i=1

r

i

i

sans

fa
teurs multiples mar
he et de plus, 
haque r

i

et sa d�eriv�ee sont premiers entre eux.

Nous pouvons don
 nous ramener au 
as o�u r n'a pas de fa
teurs multiples. Auparavant, 
e
i

indiquait que l'int�egrale �etait une somme de logarithmes, mais maintenant 
ela indique que

Z

q

r

=

k

X

i=1




i

(log v

i

� n

i

�):

La m�ethode que nous utiliserons pour trouver les 


i

et les v

i

est assez similaire �a 
elle utilis�ee pour

les fon
tions rationnelles de x, mais n�e
essite des modi�
ations te
hniques. Comme auparavant,

nous pouvons supposer que les v

i

sont des polynômes sans fa
teurs multiples et premiers entre eux.

L'analogue de l'�equation (3

0

) est

q

r

=

n

X

i=1




i

(v

0

i

� n

i

�

0

v

i

)

v

i

: (6)

Au
une annulation ne peut exister dans 
ette somme et 
e
i n�e
essite que les v

i

doivent être

exa
tement les fa
teurs de r, 
'est-�a-dire r =

Q

n

i=1

v

i

.

�

E
rivons u

i

=

Q

j 6=i

v

j

. Alors, on peut d�eriver

le produit des v

i

, a�n de d�eterminer que r

0

=

P

v

0

i

u

i

. Si nous 
hassons les d�enominateurs de (6),

nous trouvons q =

P




i

(v

0

i

� n

i

�

0

v

i

)u

i

.

v

k

= pg
d(0; v

k

)

= pg
d (q �

P




i

(v

0

i

� n

i

�

0

v

i

)u

i

; v

k

)

= pg
d (q � 


k

(v

0

k

� n

k

�

0

v

k

)u

k

; v

k

)


ar tous les autres u

i

sont divisibles par v

k

= pg
d (q � 


k

P

(v

0

i

� n

i

�

0

v

i

)u

i

; v

k

)

pour la même raison

= pg
d (q � 


k

(r

0

� �

0

r

P

n

i

); v

k

) :

Si l 6= k, nous trouvons, 
omme pour les fra
tions rationnelles,

pg
d

�

q � 


k

(r

0

� �

0

r

X

n

i

); v

l

�

= 1:

�

A l'aide de 
es deux 
al
uls, nous d�eterminons

pg
d

�

q � 


k

(r

0

� �

0

r

X

n

i

); r

�

= v

k

:

Cette formule fait intervenir

P

n

i

, mais 
e
i n'est que le degr�e de r, que nous pouvons appeler

N . Ainsi, si on 
onnâ�t les 


k

, on peut 
al
uler les v

k

. En outre, les 


k

sont pr�e
is�ement les valeurs

de y pour lesquelles pg
d(q � y(r

0

�N�

0

r); r) 6= 1. Or 
es valeurs peuvent être 
al
ul�ees au moyen

de l'id�ee du r�esultant : Res

�

(q � y(r

0

�N�

0

r); r) est un polynôme en y qui s'annule si et seulement

si le pg
d est non trivial. Il suÆt don
 de 
al
uler 
e polynôme (
e qui peut se faire sans au
une

extension alg�ebrique), de trouver ses ra
ines (
e qui peut n�e
essiter des extensions alg�ebriques) et

pour 
ha
une de ses ra
ines 


k

, de d�eterminer v

k

= pg
d(q � 


k

(r

0

� N�

0

r); r). Comme dans le


as des fon
tions logarithmiques, il se peut que 
e polynôme ait des ra
ines non 
onstantes, 
e qui

implique que f n'a pas d'int�egrale �el�ementaire.
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4.2.6 Int�egration des fon
tions mixtes

Il est fort possible d'avoir des fon
tions qui ne soient pas purement logarithmiques ou purement

exponentielles. Mais les hypoth�eses sur K que nous avons �enon
�ees nous permettent d'int�egrer les

fon
tions mixtes, en regardant la fon
tion 
omme membre de K(�), o�u K est un 
orps de fon
tions

et � est un logarithme ou une exponentielle. Par exemple, 
onsid�erons la fon
tion

�e

x

log

2

x+ log x

�

2(e

x

+ 1)

x

�

+ e

x

+ e

2x

1 + 2e

x

+ e

2x

:

Le probl�eme. Cette fon
tion appartient au 
orps de fon
tions Q(x; e

x

; log x). Don
 nous pouvons

�e
rire K = Q(x; e

x

), � = log x et appliquer la th�eorie de la se
tion (( Int�egration de fon
tions

logarithmiques )). Comme �el�ement de K(�), 
ette fon
tion est un polynôme en � :

�

2

�

�e

x

1 + 2e

x

+ e

2x

�

+ �

�

2

x(1 + e

x

)

�

+

e

x

1 + e

x

:

D'apr�es la m�ethode de la se
tion (( Int�egration de fon
tions logarithmiques { partie polynomiale )),

il faut int�egrer le 
oeÆ
ient de la puissan
e prin
ipale de �, 
'est-�a-dire �e

x

=(1 + e

x

)

2

. Cette int�e-

gration se d�eroule dans K.

Sous-probl�eme 1. Cette int�egration se d�eroule dans le 
orps L(�), o�u � = e

x

et L = Q(x). La

fon
tion �a int�egrer est une fon
tion rationnelle propre et de plus � ne divise pas le d�enominateur.

Don
 la th�eorie de la se
tion (( Int�egration de fon
tions exponentielles { la partie rationnelle et

logarithmique )) s'applique. La d�e
omposition sans fa
teurs multiples est assez simple et nous

devons appliquer la m�ethode d'Hermite �a q=r

2

o�u q = �� et r = 1 + �. Nous trouvons que

r

0

= � (le symbole

0

d�esigne toujours la d�erivation par rapport �a x). Il faut appliquer l'identit�e

de Bezout �a r et r

0

, 
e qui est assez simple dans le 
as a
tuel :

(1)r + (�1)r

0

= 1:

En substituant 
es valeurs dans la m�ethode d'Hermite, nous trouvons une int�egrale de�q(�1)=(1+

�) et un reste qui s'annule 
ompl�etement. Ainsi la solution �a 
e sous-probl�eme est ��=(1 +�).

Dans le probl�eme original, 
e
i nous donne un terme de l'int�egrale, 
'est-�a-dire ��

2

e

x

=(1 + e

x

).

Mais la d�eriv�ee de 
e terme nous donne aussi des termes en �

1

. Le 
oeÆ
ient de �

1

�a int�egrer

est, selon la formule (5) de la se
tion (( Partie polynomiale )), donn�e par A

1

� 2�

0

B

2

, o�u A

1

est le


oeÆ
ient original et B

2

est la solution du sous-probl�eme 1. Ce 
al
ul nous donne

2

x(1 + e

x

)

�

2

x

�e

x

1 + e

x

=

2

x

:

L'int�egrale de 
ette fon
tion doit nous donner le 
oeÆ
ient de � dans l'int�egrale (plus, �eventuellement,

une d�etermination de la 
onstante d'int�egration dans le dernier sous-probl�eme).

Sous-probl�eme 2. Cette int�egration se d�eroule en prin
ipe dans le 
orps L(�), o�u � = e

x

et

L = Q(x), mais en r�ealit�e il est assez simple de voir que la r�eponse est 2 log x.

En g�en�eral, les int�egrales donn�ees par les sous-probl�emes doivent appartenir �a K, mais il est

permis, 
omme nous l'avons vu, qu'elles 
ontiennent �. C'est le 
as a
tuel, 
ar l'int�egrale est 2�.

Ce
i implique que le 
hoix de la 
onstante d'int�egration dans le dernier sous-probl�eme �etait mauvais

et qu'il faut l'augmenter par 2=2 = 1. Don
, l'�etat a
tuel de 
e probl�eme est que nous avons int�egr�e
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les 
oeÆ
ients de �

2

et de �

1

et nous avons trouv�e 
omme int�egrale �

2

(1 � e

x

=(1 + e

x

)), 
e qui se

simpli�e en �

2

=(1 + e

x

). Il reste �a int�egrer le 
oeÆ
ient de �

0

, soit e

x

=(1 + e

x

).

Sous-probl�eme 3. Cette int�egration se d�eroule dans le 
orps L(�), o�u � = e

x

et L = Q(x). La

fon
tion �a int�egrer n'est pas une fon
tion rationnelle propre et doit être r�e�e
rite sous la forme

1 � 1=(1 + e

x

). L'int�egration de 1 nous donne x (plus une 
onstante d'int�egration qui est la


onstante d'int�egration du probl�eme). L'autre partie est une fon
tion rationnelle propre q=r, o�u

q = �1 et r = 1+e

x

. Comme r n'est pas divisible par e

x

et ne poss�ede pas de fa
teurs multiples,

son int�egrale doit être une somme de logarithmes. Selon la th�eorie de la se
tion (( Int�egration

de fon
tions exponentielles { partie rationnelle et logarithmique )), il faut 
al
uler

Res

�

(q � y(r

0

�N�

0

r); r);

o�u N = 1 (le degr�e de r) et � = x. Ce
i se simpli�e en Res

�

(�1+ y; 1 + �), 
'est-�a-dire �1 + y.

Ce polynôme a une ra
ine, y = 1, qui est bien une 
onstante. Don
 l'int�egrale de la partie ra-

tionnelle est log(1+e

x

)�x. Le �x s'annule ave
 le x de l'autre partie et nous avons log(1+e

x

).

Ainsi la solution du probl�eme est

log

2

x

�

1

1 + e

x

�

+ log(1 + e

x

):

Cette m�ethode de d�e
omposition d'une int�egrale, apparemment assez 
ompliqu�ee, 
omme une s�erie

de probl�emes imbriqu�es, mais simples, est parfaitement g�en�erale. Elle donne lieu au r�esultat suivant.

Th�eor�eme [Ris
h, 1969℄. Soit K = C(x; �

1

; �

2

; : : : ; �

n

) un 
orps de fon
tions, C �etant un 
orps

de 
onstantes et 
haque �

i

�etant un logarithme ou une exponentielle d'un �el�ement de C(x; �

1

; �

2

; : : : ;

�

i�1

) et trans
endant sur C(x; �

1

; �

2

; : : : ; �

i�1

). En outre, le 
orps de 
onstantes de K doit être C.

Alors il existe un algorithme qui, �etant donn�e un �el�ement f de K, ou bien donne une fon
tion

�el�ementaire sur K qui est l'int�egrale de f , ou bien d�emontre que f n'a au
une int�egrale �el�ementaire

sur K.

La d�emonstration se fait par r�e
urren
e sur n (n = 0 �etant l'int�egration de fon
tions rationnel-

les), utilisant la th�eorie des se
tions (( Int�egration de fon
tions logarithmiques )) et (( Int�egration de

fon
tions exponentielles )). Ce th�eor�eme s'applique aussi aux fon
tions trigonom�etriques (et leurs

inverses), 
ar elles peuvent être exprim�ees en termes d'exponentielles (ou de logarithmes).

4.2.7 Int�egration de fon
tions alg�ebriques

Ce
i est un probl�eme assez diÆ
ile qui a sus
it�e l'int�erêt de plusieurs grands math�emati
iens et

qui est l'objet de la (( G�eom�etrie alg�ebrique )).

�

A la suite de plusieurs d�e
ouvertes dans 
e sujet, on

a pu donner [Davenport, 1981℄ une r�esolution de 
e probl�eme, 
'est-�a-dire un algorithme qui, �etant

donn�ee une fon
tion f alg�ebrique sur Q(x), ou bien donne une fon
tion �el�ementaire sur Q(x) qui

est son int�egrale, ou bien d�emontre qu'une telle fon
tion n'existe pas.

Cet algorithme est assez 
ompliqu�e et Davenport ne l'a programm�e que partiellement, dans

le 
as o�u f est d�e�nie par des ra
ines 
arr�ees et o�u les probl�emes de g�eom�etrie ne sont pas trop


ompliqu�es

1

. Plus r�e
emment, Trager [1985℄ a donn�e d'autres m�ethodes qui semblent être plus

eÆ
a
es et qui sont maintenant programm�ees, surtout dans Axiom. En fait, 
e probl�eme reste �a la

fronti�ere de nos 
onnaissan
es math�ematiques et de la puissan
e de nos syst�emes de Cal
ul Formel.

1. En un sens 
ompliqu�e, mais pr�e
is : il faut que la fon
tion alg�ebrique soit d�e�nie sur une 
ourbe alg�ebrique de

genre au plus un s'il existe des parties logarithmiques �a 
al
uler.
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Il est possible d'utiliser 
et algorithme, plutôt que l'int�egration de fon
tions rationnelles, 
omme

point de d�epart de la r�e
urren
e dans le th�eor�eme de Ris
h. Ce
i nous donne le r�esultat suivant.

Th�eor�eme [Davenport, 1984a℄. Soit K = C(x; y; �

1

; �

2

; : : : ; �

n

) un 
orps de fon
tions, C �etant

un 
orps de 
onstantes, y �etant alg�ebrique sur C(x) et 
haque �

i

�etant un logarithme ou une ex-

ponentielle d'un �el�ement de C(x; y; �

1

; �

2

; : : : ; �

i�1

) et trans
endant sur C(x; y; �

1

; �

2

; : : : ; �

i�1

). En

outre, le 
orps de 
onstantes de K doit être C. Alors il existe un algorithme qui, �etant donn�e un

�el�ement f de K, ou bien donne une fon
tion �el�ementaire sur K qui est l'int�egrale de f , ou bien

d�emontre que f n'a au
une int�egrale �el�ementaire sur K.

Il faut noter que 
e th�eor�eme ne permet pas les extensions alg�ebriques qui d�ependent des

fon
tions logarithmiques ou exponentielles. Ce
i est un probl�eme qui a maintenant �et�e r�esolu par

Bronstein [1990b℄ et largement implant�e en Axiom. Mais 
ette extension aux fon
tions mixtes

implique une th�eorie et une impl�ementation de beau
oup d'Alg�ebre G�eom�etrique et il est tr�es

diÆ
ile de suivre tous les 
as.

4.2.8 Int�egration de fon
tions non �el�ementaires

Nous avons 
it�e la d�e�nition du mot (( �el�ementaire )) due �a Liouville et nous avons esquiss�e

une th�eorie de l'int�egration de 
es fon
tions dans laquelle les int�egrales doivent être �el�ementaires

�egalement. Que se passe-t-il si nous levons 
ette restri
tion? Tout d'abord, nous ne pouvons pas

nous appuyer sur le prin
ipe de Liouville. Il a �et�e g�en�eralis�e par Singer, Saunders et Caviness [1981 ;

1985℄, mais 
ette g�en�eralisation est assez 
ompliqu�ee et ne s'applique qu'�a une 
lasse de fon
tions

assez restreinte, bien que 
ette base soit plus large que les fon
tions �el�ementaires. En fait, on permet

aussi, outre les logarithmes et les exponentielles, un nombre �ni de fon
tions de type E ou L.

D�e�nition. Une fon
tion est de type E sur un 
orps K si elle est de la forme

R

u

0

G(exp(R(u))), o�u

u 2 K et G et R sont des fon
tions rationnelles �a 
oeÆ
ients 
onstants. Une fon
tion est de type

L sur un 
orps K si elle est de la forme

R

u

0

H(log(S(u))), o�u u 2 K et H et S sont des fon
tions

rationnelles �a 
oeÆ
ients 
onstants, telles que le degr�e du num�erateur de H est au plus le degr�e du

d�enominateur de H plus un.

Par exemple, la fon
tion erf x est de type E sur C(x), ave
 u = x et les fon
tions rationnelles

G(y) =

p

2=�y et R(y) = �y

2

. De même,

erf log x =

Z

p

2=�

x

exp(� log

2

x)

est de type E sur C(x; log x). La fon
tion Ei(x) =

R

e

x

=x n'est pas de type E sur C(x), 
ar

la fon
tion G(y) qui serait n�e
essaire, soit y=x, n'est pas �a 
oeÆ
ients 
onstants. La fon
tion

Li(x) =

R

1= log x est de type L sur C(x), ave
 u = x, H(y) = 1=y et S(y) = y. La fon
tion Ei(x)

est de type L sur C(x; e

x

), 
ar elle peut être �e
rite sous la forme Li(e

x

).

Il faut plus que le prin
ipe de Liouville pour faire de l'int�egration en 
al
ul formel { il faut aussi

un algorithme. Il existe maintenant des algorithmes qui g�en�eralisent le th�eor�eme de Ris
h en ne

permettant pas uniquement la même 
lasse de fon
tions, mais une 
lasse plus grande d'int�egrales,


'est-�a-dire les fon
tions (( �el�ementaires ave
 erf )) ou (( �el�ementaires ave
 Li (et Ei) )) [Cherry, 1983 ;

1985 ; Cherry et Caviness, 1984℄.

4.3 Solutions formelles des

�

EDO lin�eaires

Le probl�eme d'int�egration peut être vu 
omme la r�esolution de l'�equation diff�erentielle la plus

simple : y

0

= f . Dans 
ette se
tion, nous donnerons quelques indi
ations sur le 
omportement des so-

lutions formelles de 
ertaines �equations diff�erentielles lin�eaires. Les remarques que nous avons faites
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dans la derni�ere se
tion sur la di��eren
e entre les solutions formelles et les solutions num�eriques

s'appliquent i
i, ainsi que les remarques sur la di��eren
e entre les appro
hes heuristiques et algo-

rithmiques.

4.3.1 Les �equations du premier ordre

I
i nous 
onsid�erons l'�equation y

0

+ fy = g. La sous-se
tion pr�e
�edente sur l'int�egration des

fon
tions exponentielles a d�ej�a introduit le probl�eme de trouver un algorithme qui, �etant donn�ees

f et g appartenant �a une 
lasse A de fon
tions, ou bien trouve une fon
tion y appartenant �a une


lasse donn�ee B de fon
tions, ou bien d�emontre qu'il n'existe au
un �el�ement de B satisfaisant �a

l'�equation donn�ee. Pour simpli�er, nous 
onsid�erons le 
as o�u B est toujours la 
lasse des fon
tions

�el�ementaires sur A.

Pour 
es �equations, il existe une m�ethode de r�esolution assez bien 
onnue : on substitue y =

ze

�

R

f

. Ce
i nous donne

g = y

0

+ fy

= z

0

e

�

R

f

� zfe

�

R

f

+ fze

�

R

f

= z

0

e

�

R

f

:

Ainsi z

0

= ge

R

f

et

y = e

�

R

f

Z

ge

R

f

: (1)

En g�en�eral, 
ette m�ethode ne suÆt pas, algorithmiquement, pour trouver y, 
ar l'algorithme d'in-

t�egration d�e
rit dans la derni�ere se
tion ram�ene 
ette int�egrale �a l'�equation diff�erentielle de d�epart.

Le probl�eme de Ris
h

Il est don
 n�e
essaire de trouver une m�ethode dire
te de r�esolution de 
es �equations. Ris
h [1969℄

en a trouv�e une pour les 
as o�u A est un 
orps de fon
tions rationnelles ou une extension (par un

logarithme trans
endant ou une exponentielle trans
endante) d'un 
orps sur laquelle 
e probl�eme

est r�esoluble. Nous donnons i
i l'algorithme pour le 
as des fon
tions rationnelles : pour les autres


as les prin
ipes sont semblables mais les d�etails

2

sont beau
oup plus 
ompliqu�es. La r�esolution

donn�ee i
i est, grosso modo, 
elle de Ris
h [1969℄ : il en existe une autre, due �a Davenport [1985℄.

Le probl�eme peut être pos�e de la mani�ere suivante : �etant donn�ees deux fon
tions rationnelles

f et g, trouver la fon
tion rationnelle y telle que y

0

+ fy = g ou d�emontrer qu'il n'en existe pas. La

fon
tion f satisfait �a la 
ondition que exp(

R

f) n'est pas une fon
tion rationnelle, 
'est-�a-dire que

f n'est pas 
onstante et son int�egrale n'est pas une somme de logarithmes �a 
oeÆ
ients rationnels.

Nous pro
�ederons en deux �etapes : r�edu
tion �a un probl�eme purement polynomial et r�esolution de


e probl�eme.

Soit p un polynôme irr�edu
tible. Soit � le plus grand entier tel que p

�

divise le d�enominateur

de y, que nous pouvons noter par p

�

k den(y). Soient � et 
 tels que p

�

k den(f) et p




k den(g).

Ainsi nous pouvons 
al
uler les puissan
es de p divisant les termes de l'�equation �a r�esoudre :

y

0

|{z}

�+1

+ fy

|{z}

�+�

= g

|{z}




:

Il existe trois possibilit�es.

i. � > 1. Dans 
e 
as, il faut que les termes en p

�+�

et p




s'annulent, 
'est-�a-dire que � = 
��.

2. Les d�etails sont dus �a Ris
h [1969℄ pour les extensions logarithmiques et exponentielles, �a Davenport [1985℄ pour

les extensions alg�ebriques de C(x) et �a Bronstein [1990a℄ pour les autres 
as de fon
tions mixtes.
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ii. � < 1 (autrement dit, � = 0). Dans 
e 
as, il faut que les termes en p

�+1

et p




s'annulent,


'est-�a-dire que � = 
 � 1.

iii. � = 1. Dans 
e 
as, il est possible que les termes �a gau
he s'annulent et que la puissan
e de

p qui divise le d�enominateur de y

0

+ fy soit inf�erieure �a � + 1. Si 
ette annulation n'a pas

lieu, le r�esultat est bien � = 
 � 1 = 
 � �. Supposons, don
, qu'il existe une annulation.

D�e
omposons f et y en �el�ements simples par rapport �a p : f = F=p

�

+

^

f et y = Y=p

�

+ ŷ, o�u

les puissan
es de p divisant les d�enominateurs de

^

f et ŷ sont inf�erieures �a � � 1 = 0 et �� 1.

y

0

+ fy =

��p

0

Y

p

�+1

+

Y

0

p

�

+

FY

p

�+1

+

^

fY

p

�

+

F ŷ

p

+

^

fŷ:

Pour qu'il existe une annulation dans 
ette �equation, il faut que p divise ��p

0

Y + FY . Mais

p est irr�edu
tible et Y est de degr�e inf�erieur �a 
elui de p, don
 p et Y sont premiers entre eux.

Ce
i implique que p divise �p

0

+ F . Mais p

0

et F sont de degr�es inf�erieurs �a 
elui de p et le

seul polynôme de degr�e inf�erieur �a 
elui de p et divisible par p est z�ero. Don
 � = F=p

0

.

Nous avons d�emontr�e le r�esultat suivant :

Lemme [Ris
h, 1969℄. � � max(min(
 � 1; 
 � �); F=p

0

), o�u le dernier terme n'est valable que si

� = 1 et que s'il donne lieu �a un entier positif.

En fait, il n'est pas n�e
essaire de faire une fa
torisation des d�enominateurs en polynômes

irr�edu
tibles. Il suÆt de trouver les polynômes p

i

sans fa
teurs multiples et deux �a deux pre-

miers entre eux et des entiers non n�egatifs �

i

et 


i

tels que den(f) =

Q

p

�

i

i

et den(g) =

Q

p




i

i

.

Quand � = 1, il est, en prin
ipe, n�e
essaire de faire une fa
torisation 
ompl�ete de p, mais il suÆt

de trouver les ra
ines enti�eres de Res

x

(F � yp

0

; p), par un raisonnement semblable �a l'algorithme

de Trager pour le 
al
ul de la partie logarithmique de l'int�egrale d'une fon
tion rationnelle.

Nous avons don
 pu borner le d�enominateur de y par D =

Q

p

�

i

i

, de sorte que y = Y=D

ave
 Y polynomial. Il est don
 possible de supprimer les d�enominateurs dans notre �equation et de

trouver l'�equation RY

0

+ SY = T . Soient �, �, 
 et Æ les degr�es de Y , R, S et T . Nous avons trois

possibilit�es

3

.

i. � � 1 > 
. Dans 
e 
as, il faut que les termes de degr�e �+�� 1 annulent les termes de degr�e

Æ, don
 � = Æ + 1� �.

ii. � � 1 < 
. Dans 
e 
as, il faut que les termes de degr�e �+ 
 annulent les termes de degr�e Æ,

don
 � = Æ � 
.

iii. � � 1 = 
. Dans 
e 
as, il se peut que les termes de degr�e � + � � 1 �a gau
he s'annulent.

Sinon, l'analyse pr�e
�edente reste valable et � = Æ+1��. Pour analyser l'annulation, �e
rivons

Y =

P

�

i=0

y

i

x

i

, R =

P

�

i=0

r

i

x

i

et S =

P




i=0

s

i

x

i

. Les 
oeÆ
ients des termes de degr�e �+��1

sont �r

�

y

�

et s




y

�

. L'annulation est �equivalente �a � = �s




=r

�

.

Nous avons d�emontr�e le r�esultat suivant :

Lemme [Ris
h, 1969℄. � � max(min(Æ� 
; Æ+1� �);�s




=r

�

), o�u le dernier terme n'est valable

que si � = 
 + 1 et que s'il donne lieu �a un entier positif.

La d�etermination des 
oeÆ
ients y

i

de Y est un probl�eme d'alg�ebre lin�eaire. En fait, le syst�eme

d'�equations est triangulaire et se r�esout fa
ilement.

3. Le le
teur peut remarquer que 
ette analyse est tr�es pro
he de l'analyse du d�enominateur. Cette similarit�e n'est

pas pur hasard { en fait l'ex
�es du degr�e de Y sur 
elui de D est la multipli
it�e de x̂ dans le d�enominateur de y, apr�es

avoir fait la transformation x̂ = 1=x. Ce point est analys�e par Davenport [1984a ; 1984b℄.
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Existen
e de solutions

N�eanmoins, la transformation de l'�equation diff�erentielle en l'�equation (1) donne lieu �a un

r�esultat int�eressant.

Th�eor�eme [Davenport, 1985℄. Soit A une 
lasse de fon
tions, 
ontenant f et g et supposons

que l'�equation y

0

+ fy = g ait une solution �el�ementaire sur A. Alors :

ou bien e

R

f

est alg�ebrique sur A et dans 
e 
as la th�eorie de l'int�egration doit pouvoir d�eterminer

y ;

ou bien y appartient �a A.

D�emonstration. Si e

R

f

n'est pas alg�ebrique sur A, alors 
ette fon
tion est trans
endante sur

A. Posons B = A(

R

f). Ou bien e

R

f

est alg�ebrique sur B, ou bien elle est trans
endante sur B.

La seule fa�
on pour que e

R

f

soit alg�ebrique sur B est que

R

f soit une somme de logarithmes �a


oeÆ
ients rationnels. Mais dans 
e 
as, e

R

f

est alg�ebrique sur A.

La seule possibilit�e qui reste �a 
onsid�erer est que e

R

f

soit trans
endante sur B. Nous avons

suppos�e que y est �el�ementaire sur A et, a fortiori, que y est trans
endante sur B. Or le quotient

de deux fon
tions �el�ementaires est une fon
tion �el�ementaire et ainsi

ye

R

f

=

Z

ge

R

f

est �el�ementaire sur B. Mais le lemme de d�e
omposition des int�egrales de fon
tions exponentielles

implique que 
ette int�egrale est de la forme he

R

f

, o�u h appartient �a B. Alors y 2 B et y est la

solution d'un probl�eme de Ris
h : en fait le probl�eme de Ris
h de l'�equation originale y

0

+ fy = g.

Mais f et g appartiennent �a A et la solution du probl�eme de Ris
h appartient don
 �a la même


lasse.

En e�et, 
e th�eor�eme dit qu'il n'existe que deux m�ethodes pour 
al
uler une solution �el�emen-

taire d'une �equation diff�erentielle du premier ordre : ou bien on trouve une solution du probl�eme

homog�ene, ou bien on trouve une solution dans la même 
lasse que 
elle des 
oeÆ
ients. De plus,

il suÆt de re
her
her les solutions homog�enes alg�ebriques sur la 
lasse d�e�nie par les 
oeÆ
ients.

4.3.2 Les �equations du se
ond ordre

Toute �equation du premier ordre poss�ede, 
omme nous l'avons vu, une solution qui peut être

exprim�ee en terme d'int�egrales et d'exponentielles et le probl�eme int�eressant pour 
es �equations est

de d�eterminer si la solution est �el�ementaire ou non. Pour les �equations du se
ond ordre, il n'est plus

�evident (ou vrai) que toute solution puisse être exprim�ee en terme d'int�egrales et d'exponentielles.

A�n de pouvoir donner des th�eor�emes pr�e
is, il nous faut une d�e�nition exa
te de 
e 
on
ept.

D�e�nition. Soit K un 
orps de fon
tions. La fon
tion � est un g�en�erateur liouvillien sur K si :

{ � est alg�ebrique sur K, 
'est-�a-dire si � satisfait �a une �equation polynomiale ave
 
oeÆ
ients

dans K ;

{ � est une exponentielle sur K, 
'est-�a-dire s'il existe un � dans K tel que �

0

= �

0

�, 
e qui est

une fa�
on alg�ebrique de dire que � = exp � ;

{ � est une primitive sur K, 
'est-�a-dire s'il existe un � dans K tel que �

0

= �

0

, 
e qui est une

fa�
on alg�ebrique de dire que � =

R

�.
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D�e�nition. Soit K un 
orps de fon
tions. Un sur
orps K(�

1

; : : : ; �

n

) de K s'appelle un 
orps de

fon
tions liouvilliennes sur K si 
haque �

i

est un g�en�erateur liouvillien sur K. Une fon
tion est

liouvillienne sur K si elle appartient �a un 
orps de fon
tions liouvilliennes sur K.

Si K est omis, on sous-entend C(x), 
'est-�a-dire le 
orps des fon
tions rationnelles.

Cette d�e�nition est plus g�en�erale que la d�e�nition de (( �el�ementaire )), 
ar tout logarithme est une

primitive. Comme nous l'avons d�ej�a remarqu�e, 
e
i regroupe aussi les fon
tions trigonom�etriques.

Nous utilisons la notation K(liou) pour la 
lasse de fon
tions liouvilliennes sur K.

Th�eor�eme [Kova
i
 1977 ; 1986℄. Il existe un algorithme qui, �etant donn�ee une �equation dif-

f�erentielle lin�eaire du se
ond ordre, y

00

+ ay

0

+ b = 0 ave
 a et b des fon
tions rationnelles en

x,

ou bien trouve deux solutions liouvilliennes telles que toute solution est une 
ombinaison lin�eaire

�a 
oeÆ
ients 
onstants de 
es solutions,

ou bien d�emontre qu'il n'existe au
une solution liouvillienne (sauf z�ero).

Ce th�eor�eme et l'algorithme engendr�e sont assez 
ompliqu�es et nous ne pouvons pas donner

tous les d�etails i
i. On sait que la transformation z = e

R

a=2

y r�eduit 
ette �equation �a z

00

+ (b �

a

2

=4 � a

0

=2)z = 0. Kova
i
 a d�emontr�e que 
ette �equation pr�esente quatre r�esolutions possibles.

i. Il existe une solution de la forme e

R

f

, o�u f est une fon
tion rationnelle. Dans 
e 
as,

l'op�erateur diff�erentiel se fa
torise et l'on est ramen�e �a une �equation du premier ordre, dont

les solutions sont toujours liouvilliennes.

ii. Le premier 
as n'est pas v�eri��e, mais il existe une solution de la forme e

R

f

, o�u f satisfait

�a une �equation quadratique ayant pour 
oeÆ
ients des fon
tions rationnelles. Dans 
e 
as,

l'op�erateur diff�erentiel se fa
torise et l'on est ramen�e �a une �equation du premier ordre dont

les solutions sont toujours liouvilliennes.

iii. Les deux premiers 
as ne sont pas satisfaits, mais il existe une solution non nulle liouvillienne.

Dans 
e 
as, toute solution est une fon
tion alg�ebrique.

iv. Les solutions non nulles ne sont pas liouvilliennes.

Un exemple de l'algorithme de Kova
i
 est donn�e par l'�equation

y

00

=

4x

6

� 8x

5

+ 12x

4

+ 4x

3

+ 7x

2

� 5x+ 1

4x

4

y;

dont une solution est

y = e

�3

2

log x+ log(x

2

� 1) +

1

2

x

2

� 1� 1=x

= x

�3=2

(x

2

� 1)e

x

2

=2�x�1=x

:

La m�ethode de Kova
i
 d�emontre �egalement que l'�equation de Bessel, qu'on peut �e
rire sous la

forme

y

00

=

 

4n

2

� 1

4x

2

� 1

!

y

ne poss�ede des solutions �el�ementaires que si 2n est un entier impair et trouve les solutions quand

n satisfait �a 
ette 
ondition. Cet algorithme a �et�e implant�e en plusieurs syst�emes et semble assez
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pratique [Saunders, 1981℄. Il a aussi eu plusieurs extensions [Duval, 1991, Duval & Loday-Ri
haud,

1992℄, et quelques personnes ont am�elior�e l'algorithme [van der Put & Hendriks, 1993℄.

Il est possible d'utiliser les mêmes m�ethodes, dans le 
as des �equations d'ordre deux, que 
elles

que nous avons utilis�ees pour les �equations d'ordre un, a�n de r�esoudre les �equations ave
 se
ond

membre (voir Davenport [1985a℄) mais en fait les r�esultats sont beau
oup plus g�en�eraux et seront

trait�es dans la se
tion suivante.

4.3.3 Les �equations d'ordre g�en�eral

Pour les �equations d'ordre g�en�eral, la situation est, th�eoriquement, aussi bien 
omprise que pour

les �equations d'ordre deux, même si les d�etails pratiques des algorithmes ne sont pas aussi 
lairs.

Les �equations homog�enes

Nous traitons d'abord les g�en�eralisations de l'algorithme de Kova
i
.

Th�eor�eme [Singer, 1981℄. Il existe un algorithme qui, �etant donn�ee une �equation diff�erentielle

lin�eaire d'ordre quel
onque �a 
oeÆ
ients des fon
tions rationnelles ou alg�ebriques :

ou bien trouve une solution liouvillienne;

ou bien d�emontre qu'il n'y en a pas.

Si 
et algorithme trouve une solution liouvillienne, l'op�erateur diff�erentiel (qu'on peut supposer

être d'ordre n) se fa
torise en un op�erateur d'ordre un, dont la solution trouv�ee est une solution,

et un op�erateur d'ordre n � 1, dont les 
oeÆ
ients sont �egalement des fon
tions rationnelles ou

alg�ebriques. Nous pouvons appliquer l'algorithme r�e
ursivement �a 
e dernier, a�n de trouver toutes

les solutions liouvilliennes.

Cet algorithme est plus g�en�eral que 
elui de Kova
i
 pour les �equations d'ordre deux, non

seulement �a 
ause de la g�en�eralisation des ordres, mais aussi par
e qu'il permet les fon
tions al-

g�ebriques 
omme 
oeÆ
ients. Cependant, personne n'a jamais implant�e 
et algorithme qui semble

assez lourd et 
ompliqu�e. Singer et Ulmer [1992, 1993a, 1993b, 1993
℄ ont trouv�e un algorithme,

semblable �a 
elui de Kova
i
, pour les �equations d'ordre trois.

Singer [1985℄ a �egalement trouv�e un algorithme semblable au pr�e
�edent, mais qui 
her
he les

solutions exprimable en termes de solutions d'�equations d'ordre deux et de fon
tions liouvilliennes.

I
i en
ore, l'algorithme semble assez lourd.

Les �equations inhomog�enes

I
i nous 
onsid�erons les g�en�eralisations du th�eor�eme de Davenport 
it�e pour les �equations d'ordre

un. Il y a essentiellement trois possibilit�es :

i. il existe une solution �el�ementaire ;

ii. il existe une solution liouvillienne, mais qui n'est pas �el�ementaire ;

iii. il n'existe au
une solution liouvillienne.

Le th�eor�eme suivant nous permet de distinguer entre le premier 
as et les deux autres, en


her
hant des solutions alg�ebriques de l'�equation homog�ene.
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Th�eor�eme 1 [Singer et Davenport, 1985 ; Davenport et Singer, 1986℄. Soit A une 
lasse

de fon
tions 
ontenant les 
oeÆ
ients d'un op�erateur diff�erentiel lin�eaire L, soit g un �el�ement de A

et supposons que l'�equation L(y) = g ait une solution �el�ementaire sur A. Alors :

ou bien L(y) = 0 a une solution alg�ebrique sur A,

ou bien y appartient �a A.

Ce th�eor�eme est un 
orollaire du r�esultat suivant qui nous permet de distinguer entre les deux

premiers 
as et le dernier, en 
her
hant les solutions liouvilliennes (d'un type sp�e
ial) sur A.

Th�eor�eme 2 [Singer et Davenport, 1985 ; Davenport et Singer, 1986℄. Soit A une 
lasse

de fon
tions 
ontenant les 
oeÆ
ients d'un op�erateur diff�erentiel lin�eaire L, soit g un �el�ement de A

et supposons que l'�equation L(y) = g ait une solution liouvillienne sur A. Alors :


as 1) ou bien L(y) = 0 a une solution e

R

z

ave
 z alg�ebrique sur A,


as 2) ou bien y appartient �a A.

En outre, il existe un algorithme pour le 
as o�u A est un 
orps de fon
tions alg�ebriques qui d�e
ide

du 
as dans le th�eor�eme 2 et qui r�eduit le probl�eme du th�eor�eme 1 �a un probl�eme de g�eom�etrie

alg�ebrique. Cet algorithme s'appuie sur l'algorithme de Singer (ou Kova
i
, le 
as �e
h�eant) pour les

�equations homog�enes.

4.4 Con
lusion

Nous avons vu beau
oup d'avan
�ees th�eoriques (par exemple le prin
ipe de Liouville) et algo-

rithmiques dans le 
al
ul de primitives et des solutions formelles des

�

EDO lin�eaires

4

. Le grand jeu

des essais heuristiques peut être rempla
�e par une th�eorie syst�ematique et des algorithmes assez

puissants et, pour la plupart, bien impl�ement�es dans les gros syst�emes de 
al
ul formel. Mais avons-

nous r�esolu le probl�eme? La r�eponse d�epend un peu de 
e qu'on 
omprend par (( le probl�eme )). Si


'est le probl�eme alg�ebrique, la r�eponse doit être (( largement )) { bien sûr, il existe beau
oup de


hoses �a faire, beau
oup de th�eses �a �e
rire, et beau
oup d'algorithmes �a impl�ementer.

Mais si l'on retourne �a l'analyse d'o�u nous avons d�eduit 
es id�ees abstraites de d�erivation,

int�egration et
., la r�eponse est moins 
laire. Rien ne dit que nos fon
tions sont 
ontinues, bien que,

en �etant d�e�nies en termes des op�erations arithm�etiques et les fon
tions log et exp, elles soient


ontinues par mor
eaux. Je�rey [1993℄ en parti
ulier soul�eve le probl�eme de trouver une expression

pour une primitive qui a le minimum de dis
ontinuit�es. Par exemple, il 
ite

Z

3

5� 4 
os x

dx =

8

>

>

<

>

>

:

2 ar
tan(3 tan x=2) Maple, Mathemati
a

2 ar
tan

�

3 sin x


osx+1

�

Ma
syma

� ar
tan

�

�3 sin x

5 
osx�4

�

Axiom.

Au
une de 
es fon
tions n'est 
ontinue partout, bien qu'on ait 
ommen
�e ave
 l'int�egrale d'une

fon
tion born�ee.

Ainsi l'ordinateur peut-il rendre l'alg�ebre moins fastidieuse, mais, pour le moment, ne permet

pas �a l'�etudiant d'oublier l'analyse.

4. Un 
ertain progr�es a aussi �et�e fait dans le domaine des

�

EDO non lin�eaires, mais 
e sujet est assez di��erent du

sujet lin�eaire pour que nous ne le traitions pas i
i.



110 CHAPITRE 4. INT

�

EGRATION

4.5 Bibliographie

[Bronstein, 1990a℄ Bronstein, M., The trans
endental Ris
h di�erential equation. J. Symboli
 Comp.

9 (1990) pp. 49{60.

[Bronstein, 1990b℄ Bronstein, M., Integration of Elementary Fun
tions. J. Symboli
 Comp., 9(1990)

pp. 117{173.

[Cherry, 1983℄ Cherry, G.W., Algorithms for Integrating Elementary Fun
tions in Terms of Loga-

rithmi
 Integrals and Error Fun
tions. Ph.D. Thesis, Univ. Delaware, August 1983.

[Cherry, 1985℄ Cherry, G.W., Integration in Finite Terms with Spe
ial Fun
tions: the Error Fun
-

tion. J. Symboli
 Comp. 1 (1985) pp. 283{302.

[Cherry & Caviness, 1984℄ Cherry, G.W. & Caviness, B.F., Integration in Finite Terms with Spe
ial

Fun
tions: A Progress Report. Pro
. EUROSAM 84 [Springer Le
ture Notes in Computer

S
ien
e 174, Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg-New York-Tokyo, 1984℄ pp. 351{359.

[Davenport, 1981℄ Davenport, J.H., On the Integration of Algebrai
 Fun
tions. Springer Le
ture

Notes in Computer S
ien
e 102, Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg-New York, 1981. Zbl.

471.14009. MR 84k:14024.

[Davenport, 1984a℄ Davenport, J.H., Int�egration Algorithmique des fon
tions �el�ementairement

trans
endantes sur une 
ourbe alg�ebrique. Annales de l'Institut Fourier 34 (1984) pp. 271{

276. Zbl. 506.34002.

[Davenport, 1984b℄ Davenport, J.H., y

0

+ fy = g. Pro
. EUROSAM 84 [Springer Le
ture Notes

in Computer S
ien
e 174, Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg-New York-Tokyo, 1984℄ pp.

341{350.

[Davenport, 1985℄ Davenport, J.H., On the Ris
h Di�erential Equation Problem. SIAM J. Comp.

15 (1986) pp. 903{918.

[Davenport & Singer, 1986℄ Davenport, J.H. & Singer, M.F. Elementary and Liouvillian Solutions

of Linear Di�erential Equations. J. Symboli
 Comp. 2 (1986) pp. 237{260.

[Duval, 1991℄ Duval, A., The Kova
i
 Algorithm with Appli
ations to Spe
ial Fun
tions. Di�erential

Equations and Computer Algebra (ed. M. Singer) A
ademi
 Press, 1991, pp. 113{130.

[Duval & Loday-Ri
haud, 1992℄ Duval, A. & Loday-Ri
haud,M., Kova
i
's algorithm and its appli-


ation to some families of spe
ial fun
tions. Appli
able Algebra in Engineering, Communi-


ation and Computing 3 (1992) pp. 211{246.

[Hermite, 1872℄ Hermite, C., Sur l'int�egration des fra
tions rationelles. Nouvelles Annales de Math�ematiques,

2 S�er., 11 (1872) pp. 145{148. Ann. S
ienti�ques de l'

�

E
ole Normale Sup�erieure, 2 S�er., 1

(1872) pp. 215{218.

[Horowitz, 1969℄ Horowitz, E., Algorithm for Symboli
 Integration of Rational Fun
tions. Ph.D.

Thesis, Univ. of Wis
onsin, November 1969.

[Horowitz, 1971℄ Horowitz, E., Algorithms for Partial Fra
tion De
omposition and Rational Fun
-

tion Integration. Pro
. Se
ond Symposium on Symboli
 and Algebrai
 Manipulation, ACM

In
., 1971, pp. 441{457.

[Je�rey,1993℄ Je�rey, D.J. Integration to obtain expressions valid on domains of maximum extent.

Pro
. ISSAC 1993 (ed. M. Bronstein, ACM, 1993) pp. 34{41.

[Kahrimanian, 1953℄ Kahrimanian, H.G., Analyti
 di�erentiation by a digital 
omputer. M.A. The-

sis, Temple U., Philadelphia, Pennsylvania, May 1953.



4.5. BIBLIOGRAPHIE 111

[Kova
i
, 1977℄ Kova
i
, J.J., An Algorithm for solving Se
ond Order Linear Homogenous Di�e-

rential Equations. Preprint, Brooklyn College, City University of New York.

[Kova
i
, 1986℄ Kova
i
, J.J., An Algorithm for solving Se
ond Order Linear Homogenous Di�e-

rential Equations. J. Symboli
 Comp. 2 (1986) pp. 3{43.

[Liouville, 1835℄ Liouville, J., M�emoire sur l'int�egration d'une 
lasse de fon
tions trans
endantes.

Crelle's J. 13 (1835) pp. 93-118.

[Moses, 1967℄ Moses, J., Symboli
 Integration. Ph.D. Thesis & Proje
t MAC TR{47, M.I.T., 1967.

[Moses, 1971℄ Moses, J., Symboli
 Integration, the stormy de
ade. Comm. ACM 14 (1971) pp.

548{560.

[Nolan, 1953℄ Nolan, J., Analyti
 di�erentiation on a digital 
omputer. M.A. Thesis, Math. Dept.,

M.I.T., Cambridge, Massa
husetts, May 1953.

[Ostrowski, 1946℄ Ostrowski, A.M., Sur l'int�egrabilit�e �el�ementaire de quelques 
lasses d'expressions.

Comm. Math. Helvet. 18 (1946) pp. 283{308.

[van der Put & Hendriks, 1993℄ van der Put, M. & Hendriks, P.A., A rationality result for Kova
i
's

algorithm. Pro
. ISSAC 1993 (ed. M. Bronstein, ACM, 1993) pp. 4{8.

[Ri
hardson, 1968℄ Ri
hardson, D., Some Unsolvable Problems Involving Elementary Fun
tions of

a Real Variable. J. Symboli
 Logi
 33 (1968), pp. 511{520.

[Ris
h, 1969℄ Ris
h, R.H., The Problem of Integration in Finite Terms. Trans. A.M.S. 139 (1969)

pp. 167{189. Zbl. 184,67. MR 38 (1969) #5759.

[Ris
h, 1979℄ Ris
h, R.H., Algebrai
 Properties of the Elementary Fun
tions of Analysis. Amer. J.

Math. 101 (1979) pp. 743{759. MR 81b:12029.

[Rothstein, 1976℄ Rothstein, M., Aspe
ts of Symboli
 Integration and Simpli�
ation of Exponential

and Primitive Fun
tions. Ph.D. Thesis, Univ. of Wis
onsin, Madison, 1976. (Xerox Univer-

sity Mi
ro�lms 77{8809).

[Saunders, 1981℄ Saunders, B.D., An Implementation of Kova
i
's Algorithm for Solving Se
ond

Order Linear Homogenous Di�erential Equations. Pro
eedings of the 1981 ACM Symposium

on Symboli
 and Algebrai
 Computation, ACM In
., New York, 1981, pp. 105{108. Zbl.

486.68023.

[Singer, 1981℄ Singer, M.F., Liouvillian Solutions of n-th Order Homogeneous Linear Di�erential

Equations. Amer. J. Math. 103 (1981) pp. 661{682. Zbl. 477.12016. MR 82i:12008.

[Singer, 1985℄ Singer, M.F., Solving Homogeneous Linear Di�erential Equations in Terms of Se
ond

Order Linear Di�erential Equations. Amer. J. Math. 107 (1985) pp. 663{696.

[Singer & Davenport, 1985℄ Singer, M.F. & Davenport,J.H., Elementary and Liouvillian Solutions

of Linear Di�erential Equations. Pro
. EUROCAL 85, Vol. 2 [Springer Le
ture Notes in

Computer S
ien
e Vol. 204, Springer-Verlag, 1985℄ pp. 595{596.

[Singer & Ulmer, 1992℄ Singer, M.F. & Ulmer, F., Liouvillian Solutions of Third Order Linear Di�e-

rential Equations: New Bounds and Ne
essary Conditions. Pro
. ISSAC 92 (ed. P.S. Wang)

pp. 57-62.

[Singer & Ulmer,1993a℄ Singer, M.F. & Ulmer, F., Galois Groups of Se
ond and Third Order Linear

Di�erential Equations. J. Symboli
 Comp. 16 (1993) pp. 9{36.

[Singer & Ulmer,1993b℄ Singer, M.F. & Ulmer, F., Liouvillian and Algebrai
 Solutions of Se
ond

and Third Order Linear Di�erential Equations. J. Symboli
 Comp. 16 (1993) pp. 37{74.



112 CHAPITRE 4. INT

�

EGRATION

[Singer & Ulmer,1993
℄ Singer, M.F. & Ulmer, F., On a Third Order Di�erential Equation whose

Di�erential Galois Group is a Simple Group with 168 Elements. Pro
. 10th AAECC, Springer

Le
ture Notes in Computer S
ien
e 673, pp. 316{324.

[Singer et al., 1981℄ Singer, M.F., Saunders, B.D. & Caviness, B.F., An Extension of Liouville's

Theorem on Integration in Finite Terms. Pro
eedings of the 1981 ACM Symposium on Sym-

boli
 and Algebrai
 Computation, ACM In
., New York, 1981., pp. 23{24. Zbl. 482.12008.

[Singer et al., 1985℄ Singer, M.F., Saunders, B.D. & Caviness, B.F., An Extension of Liouville's

Theorem on Integration in Finite Terms. SIAM J. Comp. 14 (1985) pp. 966{990.

[Slagle, 1961℄ Slagle, J., A Heuristi
 Program that Solves Symboli
 Integration Problems in Fresh-

man Cal
ulus. Ph.D. Dissertation, Harvard U., Cambridge, Mass. May 1961.

[Trager, 1976℄ Trager, B.M., Algebrai
 Fa
toring and Rational Fun
tion Integration. Pro
eedings

of the 1976 ACM Symposium on Symboli
 and Algebrai
 Computation, ACM In
., New

York, 1976, pp. 219{226. Zbl. 498.12005.

[Trager, 1985℄ Trager, B.M., On the Integration of Algebrai
 Fun
tions. Ph.D. Thesis, Dept. of

Ele
tri
al Engineering & Computer S
ien
e, M.I.T., August 1985.



113

Chapitre 5

Bases de Gr�obner Nathalie Revol

Les bases de Gr�obner sont un outil d'�etude et de r�esolution des syst�emes alg�ebriques. Elles

permettent en parti
ulier de 
ara
t�eriser de fa�
on simple l'appartenan
e �a un id�eal de polynômes.

Cet outil peut être utilis�e, entre autres, lors de la preuve de 
ir
uits logiques, dans le 
adre de la

preuve automatique de th�eor�emes ou pour l'�elimination de quanti�
ateurs en logique. De fa�
on tr�es

simpli��ee, la base de Gr�obner d'un id�eal engendr�e par un ensemble de polynômes est un autre en-

semble de polynômes, mis sous forme normalis�ee, qui engendre le même id�eal et qui v�eri�e 
ertaines

propri�et�es. Il s'agit d'une g�en�eralisation, dans le 
as de polynômes �a plusieurs ind�etermin�ees, de la

notion de pg
d.

Nous 
ommen
erons par rappeler, dans une premi�ere partie, les notions utilis�ees, telles que


elle d'id�eal dans un anneau de polynômes �a plusieurs variables. Nous introduirons �egalement une

notion de division dans un tel anneau, la division d'Hironaka. Ce
i nous permettra de d�e�nir et de


ara
t�eriser une base de Gr�obner, de fa�
on non 
onstru
tive.

Bien que 
es notions aient �et�e �etablies d�es Hilbert, il a fallu attendre Bu
hberger, en 1965,

pour disposer d'un algorithme de 
al
ul. La version initiale de 
et algorithme est simple dans son

prin
ipe, 
ependant le nombre de 
al
uls �a e�e
tuer s'av�ere rapidement r�edhibitoire. De nombreux

travaux de re
her
he portent a
tuellement sur la r�edu
tion de 
e nombre de 
al
uls, une grande part

se r�ev�elant a fortiori inutile. Cet algorithme originel ainsi qu'un aper�
u des variantes ult�erieures

feront l'objet de la deuxi�eme partie.

Une troisi�eme et derni�ere partie illustrera 
ertaines utilisations de 
es bases de Gr�obner. Un

premier int�erêt est la re
her
he des solutions d'un syst�eme alg�ebrique. La d�emonstration de deux

th�eor�emes de g�eom�etrie montrera 
omment les bases de Gr�obner interviennent en preuve automa-

tique de th�eor�emes. En�n, quelques exemples d'�e
ole montreront leur utilisation dans le domaine

de la logique.

Ce 
hapitre ne 
ontient pas d'exer
i
e ; 
ependant toutes les d�emonstrations et les exemples

peuvent être trait�es en exer
i
e.

5.1 Polynômes �a plusieurs ind�etermin�ees

Cette premi�ere partie 
ontient les d�e�nitions des objets math�ematiques manipul�es ainsi que

leurs propri�et�es importantes.
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5.1.1 L'anneau des polynômes �a plusieurs ind�etermin�ees sur un 
orps ou un

anneau

Polynômes �a plusieurs ind�etermin�ees

Ce paragraphe est fortement inspir�e de [52, 13, 54℄. Au
une d�emonstration n'est donn�ee ;

les d�emonstrations sont en g�en�eral fa
iles �a refaire ou se trouvent dans l'un des trois ouvrages

pr�e
�edemment 
it�es.

Soit (A;+; �) un anneau 
ommutatif unitaire (1 est l'unit�e) et soit fX

1

; : : : ;X

n

g un ensemble

�ni.

D�e�nition 7 : polynôme en les ind�etermin�ees X

1

; : : : ;X

n

On appelle polynôme en les ind�etermin�ees X

1

; : : : ;X

n

et �a 
oeÆ
ients dans A une somme formelle

X

i=(i

1

;:::;i

n

)2IN

n

a

i

1

;:::;i

n

X

i

1

1

: : : X

i

n

n

que l'on note aussi

P

i2IN

n

a

i

X

i

, o�u la famille (a

i

)

i2IN

n

est presque nulle.

D�e�nition 8 : monôme

Un polynôme de la forme aX

i

= aX

i

1

1

: : : X

i

n

n

est appel�e un monôme. Il s'agit d'un polynôme dont

un seul 
oeÆ
ient est non nul.

D�e�nition 9 : A[X

1

; : : : ;X

n

℄

L'ensemble des polynômes en les ind�etermin�ees X

1

; : : : ;X

n

est not�e A[X

1

; : : : ;X

n

℄.

Soient P =

P

i2IN

n

a

i

X

i

2 A[X

1

; : : : ;X

n

℄, Q =

P

j2IN

n

b

j

X

j

2 A[X

1

; : : : ;X

n

℄. On peut d�e�nir

sur A[X

1

; : : : ;X

n

℄ une addition :

P +Q =

X

i2IN

n

(a

i

+ b

i

)X

i

;

une multipli
ation par un s
alaire � 2 A :

�P =

X

i2IN

n

(� � a

i

)X

i

et une multipli
ation interne :

P �Q =

X

k2IN

n

0

�

X

i+j=k

(a

i

� b

j

)

1

A

X

k

;

o�u 8i = (i

1

; : : : ; i

n

) 2 IN

n

; 8j = (j

1

; : : : ; j

n

) 2 IN

n

; i+ j = (i

1

+ j

1

; : : : ; i

n

+ j

n

).

Muni de 
es op�erations, A[X

1

; : : : ;X

n

℄ est une A-alg�ebre 
ommutative admettant le polynôme

1 
omme unit�e.

Remarque

A[X

1

; : : : ;X

n

℄ muni de l'addition et de la multipli
ation par un s
alaire est un A-module, et un

A-espa
e ve
toriel si A est un 
orps.
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8m = 1 � m � n, (A[X

1

; : : : ;X

m

℄)[X

m+1

; : : : ;X

n

℄ et A[X

1

; : : : ;X

m

;X

m+1

; : : : ;X

n

℄ sont natu-

rellement isomorphes et seront 
onfondus.

D�e�nition 10 : support d'un polynôme

Le support d'un polynôme P =

P

i2IN

n

a

i

X

i

2 A[X

1

; : : : ;X

n

℄, not�e Supp(P ), est le sous-ensemble

de IN

n

d�e�ni par

Supp(P ) = fi = (i

1

; : : : ; i

n

) 2 IN

n

=a

i

= a

i

1

;:::;i

n

6= 0g:

Par exemple, le support du polynôme X

4

Y

2

+ 5X

2

Y

5

� X

7

+ Y + 3 2 ZZ[X;Y ℄ est f(4; 2),

(2; 5), (7; 0), (0; 1), (0; 0)g.

Un monôme est don
 un polynôme dont le support est un singleton.

Id�eaux

Ce paragraphe et le suivant doivent en
ore beau
oup �a M. Lejeune-Jalabert [52℄. Nous allons

d�e�nir di��erents types d'id�eaux : id�eal, id�eal engendr�e et id�eal premier.

Soit I une partie de A.

D�e�nition 11 : id�eal

I est un id�eal de A ssi

{ I est un sous-groupe additif de A ;

{ 8a 2 A; 8x 2 I; a � x 2 I, autrement dit I est absorbant pour la multipli
ation

1

.

Exemple :

{ A, f0g sont des id�eaux de A ;

{ dans ZZ, les nZZ (qui sont les seuls sous-groupes additifs) sont les seuls id�eaux.

Propri�et�e 1

L'interse
tion d'une famille d'id�eaux de A est un id�eal de A.

D�e�nition 12 - Th�eor�eme : id�eal engendr�e

Soit X une partie de A. Il existe un plus petit (au sens de l'in
lusion) id�eal de A 
ontenant X,


'est l'interse
tion de tous les id�eaux de A 
ontenant X.

On l'appelle id�eal engendr�e par X.

D�e�nition 13 - Th�eor�eme : id�eal prin
ipal

Soit a 2 A. L'id�eal engendr�e par fag, not�e (a), est aA.

On l'appelle id�eal prin
ipal engendr�e par a.

Th�eor�eme 4

Soit (I

k

) une famille d'id�eaux de A. J l'ensemble des sommes

P

k

x

k

, o�u (x

k

) est une famille presque

nulle d'�el�ements de A v�eri�ant 8k; x

k

2 I

k

, est l'id�eal engendr�e par

S

k

I

k

.

J est appel�e somme des id�eaux I

k

et est not�e

P

k

I

k

.

1. La stru
ture alg�ebrique sous-ja
ente, A, �etant suppos�ee 
ommutative, il n'y a pas lieu de distinguer id�eal �a

droite et id�eal �a gau
he. Tout id�eal est don
 bilat�ere.
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Corollaire 1

Soit (a

k

) une famille d'�el�ements de A. L'id�eal engendr�e par la famille (a

k

), i.e. l'id�eal engendr�e

par la partie

S

k

fa

k

g, est l'ensemble des sommes

P

k

a

k

u

k

, o�u (u

k

) est une famille presque nulle

d'�el�ements de A.

Pour être homog�ene ave
 les notations des deux th�eor�emes pr�e
�edents, 
et id�eal est not�e

P

k

a

k

A.

D�e�nition 14 : anneau prin
ipal

Un anneau 
ommutatif unitaire int�egre A est prin
ipal ssi tout id�eal de A est prin
ipal.

D�e�nition 15 - Th�eor�eme : anneau quotient

Soit I un id�eal de A, soit A=I l'ensemble quotient de A par la relation d'�equivalen
e x� y 2 I.

Cette relation d'�equivalen
e est 
ompatible ave
 l'addition et la multipli
ation, et, munie des lois-

quotients, A=I est un anneau, appel�e anneau-quotient de A par I.

Exemple :

{ On a d�ej�a vu que les id�eaux de ZZ sont les nZZ. ZZ est don
 un id�eal prin
ipal.

{ Quel que soit K un 
orps 
ommutatif, K[X℄ est un anneau prin
ipal : pour tout id�eal I de

l'anneau K[X℄, il existe un polynôme P (unique �a un fa
teur multipli
atif appartenant �a K

pr�es) tel que I = (P ).

En parti
ulier, si I est engendr�e par deux polynômes P et Q, I = (pg
d(P;Q)), 
e qui peut

être une d�e�nition du pg
d. On peut 
onstruire 
e pg
d grâ
e �a l'algorithme d'Eu
lide.

Les bases de Gr�obner permettent de g�en�eraliser 
ette notion de pg
d, 
omme (( g�en�erateur

simple )) en un 
ertain sens, au 
as de l'anneau K[X

1

; : : : ;X

n

℄.

Une notion importante est 
elle d'anneau n�th�erien : l'anneau des polynômes �a plusieurs va-

riables n'est pas prin
ipal, 
ependant tout id�eal admet une famille �nie de g�en�erateurs.

D�e�nition 16 : anneau n�th�erien

Un anneau 
ommutatif unitaire A est n�th�erien ssi tout id�eal de A peut être engendr�e par un

nombre �ni d'�el�ements.

Proposition 7

Soit A un anneau. Les trois assertions suivantes sont �equivalentes :

i. A est n�th�erien ;

ii. toute suite, 
roissante pour l'in
lusion, d'id�eaux de A :

(I

n

)

n2IN

; I

0

� I

1

� : : : � I

n

� I

n+1

� : : : est stationnaire �a partir d'un 
ertain rang :

9r 2 IN = 8m 2 IN; I

r

= I

r+m

;

iii. tout ensemble non vide d'id�eaux de A 
ontient un �el�ement maximal pour l'in
lusion.

Th�eor�eme 5 : th�eor�eme de la base de Hilbert

Si A est un anneau n�th�erien, alors A[X℄ est un anneau n�th�erien.

Corollaire 2

i. si A est un anneau n�th�erien, alors tout anneau de polynômes A[X

1

; : : : ;X

n

℄ l'est aussi ;

ii. pour tout 
orps K, K[X

1

; : : : ;X

n

℄ est un anneau n�th�erien.
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Ordre dans IN

n

On travaille d�esormais dansK[X

1

; : : : ;X

n

℄ ave
 K un 
orps 
ommutatif. A�n de pouvoir d�e�nir

une division dansK[X

1

; : : : ;X

n

℄, il faut pouvoir ordonner les monômes, ou, 
e qui revient au même,

se doter d'un ordre total dans IN

n

l'ensemble des exposants.

Dans K[X℄, l'ordre est induit par l'ordre sur IN :

X

i

< X

j

si et seulement si i < j:

Dans K[X

1

; : : : ;X

n

℄, l'ordre sur les monômes sera induit par un ordre sur les exposants - qui

appartiennent �a IN

n

- auquel on imposera 
ertaines restri
tions :

on suppose que l'ordre total 
hoisi sur IN

n

v�eri�e

i. 8� 2 IN

n

; 8� 2 IN

n

; si � 6= 0 (0 = (0; : : : ; 0)); alors � < �+ � ;

ii. 8� 2 IN

n

; 8� 2 IN

n

; 8
 2 IN

n

; � < � , �+ 
 < � + 
.

On notera � � � pour � < � ou � = �.

La premi�ere 
ondition peut être rempla
�ee par 8� 2 IN

n

; 0 = (0; : : : ; 0) � �.

Les ordres les plus fr�equemment utilis�es sont les suivants.

Ordre lexi
ographique �

L

8� = (�

1

; : : : ; �

n

) 2 IN

n

; 8� = (�

1

; : : : ; �

n

) 2 IN

n

,

� <

L

� ssi 9j 2 f1; : : : ; ng = 8i < j; �

i

= �

i

et �

j

< �

j

.

De fa�
on g�en�erale, soit L =

P

n

i=1




i

x

i

ave
 


i

2 IR

+

pour tout i appartenant �a f1; : : : ; ng une forme

lin�eaire sur IR

n

, on d�e�nit un ordre grâ
e �a L par

� 2 IN

n

; � 2 IN

n

; � � � ssi (L(�) < L(�) dans IR) ou (L(�) = L(�) et � �

L

�) :

En parti
ulier, si L = 0 on retrouve l'ordre lexi
ographique.

Si L =

P

n

i=1

x

i

, l'ordre obtenu, �a savoir

� �

D

� ssi

 

n

X

i=1

�

i

<

n

X

i=1

�

i

!

ou

 

n

X

i=1

�

i

=

n

X

i=1

�

i

et � �

L

�

!

est appel�e ordre diagonal.

En�n, l'ordre �

I

d�e�ni par

� �

I

� ssi

 

n

X

i=1

�

i

<

n

X

i=1

�

i

!

ou

 

n

X

i=1

�

i

=

n

X

i=1

�

i

et 9j 2 f1; : : : ; ng = 8i > j; �

i

= �

i

et �

j

< �

j

!

est appel�e ordre lexi
ographique inverse ou plus souvent ordre total.

Exemple :

Dans IN

2

, les 
ouples inf�erieurs ou �egaux �a (5;3) sont :

{ pour �

L

:
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mn(0;0) mn1mn2mn3mn4mn5mn6mn7mn8mn9

mn1

mn2

mn3

mn4

mn5

mn6

mn7

mn8

mn9

Fig. 5.1 { Couples inf�erieurs �a (5;3) pour l'ordre lexi
ographique.

Pour 
et ordre, il y a une in�nit�e de 
ouples inf�erieurs �a un 
ouple donn�e. Ce
i est vrai pour

tout n � 2.

{ pour �

D

et �

I

:

mn(0;0) mn1mn2mn3mn4mn5mn6mn7mn8mn9

mn1

mn2

mn3

mn4

mn5

mn6

mn7

mn8

mn9

mn(0;0) mn1mn2mn3mn4mn5mn6mn7mn8mn9

mn1

mn2

mn3

mn4

mn5

mn6

mn7

mn8

mn9

mnPour �

D

: mnPour �

I

:

Fig. 5.2 { Couples inf�erieurs �a (5;3) pour l'ordre diagonal et l'ordre lexi
ographique inverse.

Pour 
es ordres en revan
he, il n'y a qu'un nombre �ni d'�el�ements de IN

n

inf�erieurs �a un

�el�ement donn�e de IN

n

.
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La d�e�nition d'un ordre sur IN

n

nous permet de d�e�nir un ordre sur les monômes (on garde le

même symbole pour d�enoter la relation d'ordre) :

aX

i

= aX

i

1

1

: : : X

i

n

n

� bX

j

= bX

j

1

1

: : : X

j

n

n

, i = (i

1

; : : : ; i

n

) � j = (j

1

; : : : ; j

n

)

(a et b sont suppos�es tous les deux non nuls).

Exemple :

L'�e
riture du polynôme P = X

4

Y

2

+ 5X

2

Y

5

� X

7

+ Y + 3 2 K[X;Y ℄ en 
lassant ses monômes

dans l'ordre d�e
roissant varie selon l'ordre 
hoisi.

{ Pour �

L

, P = �X

7

+X

4

Y

2

+ 5X

2

Y

5

+ Y + 3.

{ Pour �

D

, P = �X

7

+ 5X

2

Y

5

+X

4

Y

2

+ Y + 3.

{ Pour �

I

, P = 5X

2

Y

5

�X

7

+X

4

Y

2

+ Y + 3.

D�e�nition 17 : exposant (privil�egi�e) - partie initiale

Soit P 2 K[X

1

; : : : ;X

n

℄, P =

P

i2Supp(P )

a

i

X

i

.

L'exposant de P , ou exposant privil�egi�e de P , est le plus grand �el�ement de Supp(P ) pour l'ordre


hoisi. On le note exp(P ).

La partie initiale de P (ou terme dominant - leading term ou leading monomial en anglais -

grobner[leadmon℄ en Maple) est le monôme a

exp(P )

X

exp(P )

, on la note init(P ).

On prend parfois pour 
onvention exp(0) = �1.

Ces notions 
orrespondent respe
tivement �a 
elles de degr�e et de monôme de tête d'un po-

lynôme �a une seule ind�etermin�ee. Le terme de (( degr�e )) 
orrespond �a la somme i

1

+ : : : + i

n

(ou

L((i

1

; : : : ; i

n

))) et le terme de (( monôme de tête )) est souvent utilis�e même pour les polynômes �a

plusieurs ind�etermin�ees.

Exemple :

P = X

4

Y

2

+ 5X

2

Y

5

�X

7

+ Y + 3 2 K[X;Y ℄,

{ pour �

L

, exp(P ) = (7; 0), init(P ) = �X

7

,

{ pour �

D

, exp(P ) = (7; 0), init(P ) = �X

7

,

{ pour �

I

, exp(P ) = (2; 5), init(P ) = 5X

2

Y

5

.

Les restri
tions impos�ees �a l'ordre 
hoisi sur IN

n

permettent d'assurer les propri�et�es suivantes :

i. 8P 2 K[X

1

; : : : ;X

n

℄; 8Q 2 K[X

1

; : : : ;X

n

℄; exp(P +Q) � max(exp(P ); exp(Q)) ;

ii. 8P 2 K[X

1

; : : : ;X

n

℄; 8Q 2 K[X

1

; : : : ;X

n

℄; exp(P �Q) = exp(P ) + exp(Q) (
'est en
ore vrai

si K est seulement un anneau int�egre, mais sans la 
ondition d'int�egrit�e on a une in�egalit�e :

exp(P �Q) � exp(P ) + exp(Q)), et init(P �Q) = init(P ) � init(Q)).

On peut maintenant d�e�nir un ordre partiel sur K[X

1

; : : : ;X

n

℄ :

8P 2 K[X

1

; : : : ;X

n

℄; 8Q 2 K[X

1

; : : : ;X

n

℄,

P < Q ssi X

exp(P )

< X

exp(Q)

ou si X

exp(P )

= X

exp(Q)

et P � init(P ) < Q� init(Q):
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5.1.2 Parties stables de IN

n

, fronti�eres, es
aliers, bases de Gr�obner

Dans 
ette partie, les bases de Gr�obner seront d�e�nies de fa�
on non 
onstru
tive. Toutes les

notions et propri�et�es seront �etablies sur IN

n

, l'ensemble des exposants.

Dans 
e paragraphe, n est un entier stri
tement positif.

D�e�nition 18 : partie stable de IN

n

On appelle partie stable de IN

n

tout sous-ensemble non vide E de IN

n

tel que

8� 2 E; 8� 2 IN

n

; �+ � 2 E;


e que l'on peut aussi �e
rire E + IN

n

� E.

D�e�nition 19 : fronti�ere

On appelle fronti�ere d'une partie stable E de IN

n

tout sous-ensemble �E de E tel que

8� 2 E; 9�

0

2 �E; 9� 2 IN

n

= � = �

0

+ �;


e que l'on peut aussi �e
rire

E =

[

�2�E

�+ IN

n

:

Exemple :

Les parties stables de IN sont les ensembles de la forme �+ IN : il est fa
ile de v�eri�er que �+ IN

est une partie stable. R�e
iproquement, soit E une partie stable de IN , E admet un minorant �,

don
 E � �+ IN . De plus (par d�e�nition d'une partie stable), 8� 2 IN; �+ � 2 E, ie �+ IN � E,

don
 E = �+ IN .

Dans IN , toute partie stable (de la forme � + IN don
) admet une fronti�ere de 
ardinal �ni : tout

sous-ensemble �ni 
ontenant � est 
lairement une telle fronti�ere. Cette propri�et�e est vraie pour tout

n � 1 et fait l'objet de la proposition suivante.

Proposition 8

Toute partie stable E de IN

n

admet une fronti�ere �E de 
ardinal �ni (ou fronti�ere �nie par abus

de langage).

D

�

emonstration

Cette preuve s'e�e
tue par r�e
urren
e sur n.

Le 
as n = 1 est trait�e dans l'exemple pr�e
�edent.

Supposons que la proposition soit vraie pour n� 1. Soit

� : IN

n

! IN

n�1

(�

1

; : : : ; �

n�1

; �

n

) 7! (�

1

; : : : ; �

n�1

)

la proje
tion sur les n � 1 premiers fa
teurs de IN

n

. Soit E une partie stable de IN

n

, �(E)

est une partie stable de IN

n�1

: si (�

1

; : : : ; �

n�1

) 2 �(E) et (�

1

; : : : ; �

n�1

) 2 IN

n�1

, 9�

n

2

IN =(�

1

; : : : ; �

n�1

; �

n

) 2 E ; on a alors (�

1

+�

1

; : : : ; �

n�1

+�

n�1

; �

n

+0) 2 E et (�

1

+�

1

; : : : ; �

n�1

+

�

n�1

) 2 �(E).
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Par hypoth�ese de r�e
urren
e, il existe une fronti�ere �nie ��(E) de �(E). Il existe don
 un sous-

ensemble �ni F de E tel que �(F ) = ��(E) est une fronti�ere �nie de �(E).

Notons M le maximum des derni�eres 
omposantes des �el�ements de F :

M = max

�=(�

1

;:::;�

n�1

;�

n

)2F

�

n

:

Tout d'abord, pour tout � = (�

1

; : : : ; �

n�1

) 2 �(F ), pour tout �

n

� M , on sait que �

0

=

(�

1

; : : : ; �

n�1

; �

n

) 2 E : � = �(

�

�) ave


�

� 2 E et

�

�

n

�M , don
 �

0

=

�

�+(0; : : : ; 0;M�

�

�

n

) 2 E. Ce
i

signi�e que pour tout � = (�

1

; : : : ; �

n�1

) 2 �(E) et pour tout �

n

�M , �

0

= (�

1

; : : : ; �

n�1

; �

n

) 2 E.

On s'int�eresse don
 aux interse
tions su

essives de E ave
 les sous-ensembles de IN

n

de la forme

IN

n�1

� i; 0 � i < M . Pour tout i 2 f0; : : : ;M � 1g, on d�etermine F

i

� IN

n

le sous-ensemble de


ardinal �ni de E tel que �(F

i

) est une fronti�ere de �(E \ (IN

n�1

� i)) - qui existe par hypoth�ese

de r�e
urren
e. On obtient �E une fronti�ere �nie de E 
omme union �nie d'ensembles de 
ardinaux

�nis :

�E = F [

[

0�i<M

F

i

:

V�eri�ons que �E est une fronti�ere de E : 8� = (�

1

; : : : ; �

n�1

; �

n

) 2 E, 9� 2 F tel que �(�) 2

�(�) + IN

n�1

, don
 �

1

� �

1

� 0, . . . , �

n�1

� �

n�1

� 0.

Si �

n

�M , on a d�ej�a vu que � 2 � + IN

n

: �

n

�M � �

n

don
 �

n

� �

n

� 0.

Si �

n

< M , alors � 2 E \ (IN

n�1

� �

n

) et �(�) = (�

1

; : : : ; �

n�1

) 2 �(E \ (IN

n�1

� �

n

)) don


9
 2 F

�

n

= (�

1

; : : : ; �

n�1

) 2 �(
) + IN

n�1

et don
 � = (�

1

; : : : ; �

n�1

; �

n

) 2 
 + IN

n

. 2

D�e�nition 20 - Proposition : es
alier

Toute partie stable E de IN

n

poss�ede une unique fronti�ere de 
ardinal (�ni) minimal, qui est appel�ee

son es
alier.

D

�

emonstration

Soit q le minimum des 
ardinaux des fronti�eres �nies de E. Supposons que l'on ait deux fronti�eres

F et G de 
ardinal q, F = (f

1

; : : : ; f

q

) et G = (g

1

; : : : ; g

q

). Par d�e�nition, E =

S

q

i=1

(f

i

+ IN

n

) =

S

q

i=1

(g

i

+ IN

n

).

Comme f

i

2 E, 9�(i)=f

i

2

�

g

�(i)

+ IN

n

�

. L'appli
ation

� : f1; : : : ; qg ! f1; : : : ; qg

i 7! �(i)

est surje
tive, 
ar sinon E, qui est �egal �a

S

q

i=1

(f

i

+ IN

n

), serait in
lus dans

S

q

i=1

�

g

�(i)

+ IN

n

�

. Ce

dernier ensemble d�e�nirait don
 une fronti�ere de 
ardinal < q, 
e qui 
ontredirait la minimalit�e de

q. On peut don
 supposer (�a une r�eindexation des g

i

pr�es) que � = I

d

. On a don
 f

i

2 (g

i

+ IN

n

).

On a �egalement 9�(i)=g

i

2

�

f

�(i)

+ IN

n

�

et don
 f

i

+ IN

n

� f

�(i)

+ IN

n

. Si i 6= �(i), alors F n ff

i

g

serait en
ore une fronti�ere de E, de 
ardinal q � 1, 
e qui 
ontredirait la minimalit�e de q. Finale-

ment, i = �(i) et f

i

= g

i

, 
e qui prouve l'uni
it�e de l'es
alier. 2

La derni�ere proposition servira �a d�e�nir une division dans les anneaux de polynômes �a plu-

sieurs ind�etermin�ees (au x5.2). Elle 
orrespond au fait que, 
omme K[X

1

; : : : ;X

n

℄ est un anneau

n�th�erien, il n'existe pas de suite in�nie stri
tement 
roissante d'id�eaux (
f. proposition 7).

Proposition 9

Il n'existe pas de suite in�nie stri
tement d�e
roissante de IN

n

. Autrement dit, toute suite d�e
roissante

est stationnaire �a partir d'un 
ertain rang.
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D

�

emonstration

(par l'absurde).

Soit (�

p

)

p2IN

une suite stri
tement d�e
roissante d'�el�ements de IN

n

. Soit E =

S

p2IN

(�

p

+ IN

n

), E

est une partie stable de IN

n

, don
 E admet une fronti�ere �nie �E. 9� 2 �E = � + IN

n


ontient une

sous-suite in�nie extraite de (�

p

) : (�

�(p)

)

p2IN

. L'ordre v�eri�ant 8� 2 IN

n

; 8� 2 IN

n

; � � �+�, alors

� � �

�(p)

; 8p 2 IN . D'autre part, � 2 E, don
 9q = � 2 (�

q

+ IN

n

). On a don
 8p 2 IN; �

q

� �

�(p)

.

On peut prendre p assez grand pour que q < �(p), mais alors 
omme la suite (�

p

)

p2IN

est stri
te-

ment d�e
roissante, on aurait aussi �

q

> �

�(p)

, 
e qui est une 
ontradi
tion. 2

Remarque

En au
un 
as 
ette proposition n'entrâ�ne que 8� 2 IN

n

; f� 2 IN

n

= � < �g est un ensemble �ni.

Pour s'en 
onvain
re, voir l'exemple 5.1.1 ave
 l'ordre lexi
ographique.

Bases de Gr�obner

Si l'on 
onsid�ere maintenant un id�eal de polynômes �a plusieurs ind�etermin�ees, l'ensemble des

exposants de ses �el�ements jouent le rôle de partie stable de IN

n

. Transposer les notions de fronti�ere

et d'es
alier 
onduit �a d�e�nir les bases de Gr�obner.

Soient K un 
orps, n un entier stri
tement positif et I un id�eal de K[X

1

; : : : ;X

n

℄ 6= (0). On

note exp(I) = fexp(P ); P 2 Ig. Cet ensemble est une partie stable de IN

n

:

8� 2 exp(I); 9P 2 I = � = exp(P ); 8� 2 IN

n

; � + � = exp(X

�

P ) et X

�

P 2 I (puisque par

d�e�nition un id�eal est absorbant pour la multipli
ation), don
 �+ � 2 exp(I).

On appelle es
alier de I et on note E(I) l'es
alier de exp(I).

D�e�nition 21 : base de Gr�obner

Une base de Gr�obner (ou base standard) de I est un ensemble de polynômes ff

1

; : : : ; f

s

g de

I tels que fexp(f

i

); 1 � i � sg est une fronti�ere (�nie) de exp(I). Autrement dit, exp(I) =

S

s

i=1

(exp(f

i

) + IN

n

).

D�e�nition 22 : base de Gr�obner minimale

On appelle base de Gr�obner minimale une base de Gr�obner de 
ardinal minimal, i.e. telle que

fexp(f

i

); 1 � i � sg = E(I).

Une base de Gr�obner est un ensemble �ni de polynômes et non pas une suite (l'ordre n'a pas

d'importan
e).

5.2 Division et pseudo-division d'Hironaka

Nous verrons �a la �n de 
ette se
tion qu'une base de Gr�obner d'un id�eal est un syst�eme simple

de g�en�erateurs. Cette notion 
orrespond, dans le 
as des polynômes �a une seule ind�etermin�ee, �a 
elle

de pg
d des g�en�erateurs de l'id�eal. Tout 
omme le 
al
ul d'un pg
d requiert une division dansK[X℄,

le 
al
ul d'une base de Gr�obner n�e
essite une division dans K[X

1

; : : : ;X

n

℄ : la division d'Hironaka.
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5.2.1 Division d'Hironaka

D�e�nition 23 : partition

Soit F = (f

1

; : : : ; f

s

) une famille �nie de polynômes de K[X

1

; : : : ;X

n

℄. On asso
ie �a F une partition

de IN

n

: �

1

; : : : ;�

s

;

�

� d�e�nie par :

�

1

= exp(f

1

) + IN

n

;

�

2

= (exp(f

2

) + IN

n

) n�

1

;

.

.

.

�

i

= (exp(f

i

) + IN

n

) n

�

S

i�1

j=1

�

j

�

; 1 � i � s:

On note � =

S

s

i=1

�

i

�

� = IN

n

n�:

Remarque

{ Puisque la notion d'exposant d�epend de l'ordre 
hoisi sur IN

n

, une partition d�epend �egalement

de 
et ordre ;

{ les �

i

d�ependent de l'ordre dans lequel les polynômes sont 
onsid�er�es, 
ependant �, l'union

des �

i

, est ind�ependante de 
et ordre.

Exemple :

Dans K[X;Y ℄,

f

1

= X

3

Y

3

+ 2X

4

Y +X

2

+ 1

f

2

= XY

3

+X

2

Y

2

+ Y

3

+ 1

f

3

= X

4

Y

2

mnexp(f

1

) = (3; 3) exp(f

2

) = (2; 2) exp(f

3

) = (4; 2)

mn�

3

= ;

mnPour �

D

mn�

1

mn�

2

mn�

1

mn�

2

mnPour �

L

mn�

3

= ;

mnexp(f

1

) = (4; 1) exp(f

2

) = (2; 2) exp(f

3

) = (4; 2)

Fig. 5.3 { Partitions asso
i�ees �a F = (f

1

; f

2

; f

3

) pour les ordres �

L

et �

D

.
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mn�

3

mn�

3

mn�

1

mn�

1

mn�

2

mn�

2

mnPour �

L

mnPour �

D

Fig. 5.4 { Partitions asso
i�ees �a G = (f

3

; f

1

; f

2

) pour les ordres �

L

et �

D

.

D�e�nition 24 - Th�eor�eme d'Hironaka

Soit F = (f

1

; : : : ; f

s

) 2 K[X

1

; : : : ;X

n

℄.

Soit �

F

la partition de IN

n

asso
i�ee �a F . 8f 2 K[X

1

; : : : ;X

n

℄; 9!H = (h

1

; : : : ; h

s

; h) ave
 h

i

2

K[X

1

; : : : ;X

n

℄; 1 � i � s, h 2 K[X

1

; : : : ;X

n

℄ tel que

f =

s

X

i=1

f

i

h

i

+ h ave
 exp(f

i

) + Supp(h

i

) � �

i

et Supp(h) 2

�

� si h 6= 0:

On appelle h le reste de la division de f par F et on le note fRF . On dit aussi que f se r�eduit en

h modulo F .

D

�

emonstration

L'existen
e sera d�emontr�ee par un algorithme de 
onstru
tion de H �a la �n de 
e paragraphe.

Pour montrer l'uni
it�e, d�emontrons que deux solutions v�eri�ant la d�e�nition sont �egales. Soient

H = (h

1

; : : : ; h

s

; h) et H

0

= (h

0

1

; : : : ; h

0

s

; h

0

) v�eri�ant la d�e�nition. On aurait don


0 =

s

X

i=1

f

i

(h

i

� h

0

i

) + (h� h

0

):

Montrons par absurde que h � h

0

= 0. Si h� h

0

6= 0, alors 
omme Supp(h) �

�

� et Supp(h

0

) �

�

�,

il en est de même pour Supp(h� h

0

) : Supp(h� h

0

) �

�

�. En parti
ulier exp(h � h

0

) 2

�

�. D'autre

part, h�h

0

=

P

s

i=1

f

i

(h

0

i

�h

i

) et don
 exp(h�h

0

) = exp (

P

s

i=1

f

i

(h

0

i

� h

i

)) = max

i

(exp(h

0

i

� h

i

)f

i

),

don
 il existe un indi
e i

0

tel que exp(h� h

0

) = exp(h

0

i

0

� h

i

0

)f

i

0

2 �

i

0

, 
e qui 
ontredit le fait que

�

i

0

\

�

� = ;, don
 h� h

0

= 0.

On montre maintenant par absurde et de la même mani�ere que h

1

�h

0

1

= 0 : si h

1

�h

0

1

6= 0, 
omme

(h

1

�h

0

1

)f

1

=

P

s

i=2

f

i

(h

0

i

�h

i

), il existerait i

1

2 f2; : : : ; sg tel qu'on ait �a la fois exp ((h

1

� h

0

1

)f

1

) 2

�

1

et exp ((h

1

� h

0

1

)f

1

) 2 �

i

1

, 
e qui 
ontredit la d�e�nition de la partition (�

1

; : : : ;�

s

;

�

�). De

pro
he en pro
he, on montre ainsi que h

i

= h

0

i

; 8i 2 f1; : : : ; sg. 2

Remarque

{ H d�epend de l'ordre des f

i

. Par exemple, si f

1

= X

3

1

, f

2

= X

1

rX

2

�X

3

2

et f = X

3

1

X

2

, alors

fR(f

1

; f

2

) = 0 et fR(f

2

; f

1

) = X

1

X

3

2

. En e�et, f = X

2

f

1

+0f

2

+0 et f = X

1

f

2

+0f

1

+X

1

X

3

2

.
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{ On a exp(h) � exp(f) et 8i 2 f1; : : : ; sg; exp(h

i

) + exp(f

i

) � exp(f).

5.2.2 Division d'Hironaka et base de Gr�obner

Les bases de Gr�obner permettent de rendre la division d'Hironaka ind�ependante de l'ordre sur

les polynômes et même des polynômes 
hoisis ; 
ette division ne d�epend plus que de l'id�eal engendr�e

par les polynômes.

D�e�nition 25 - Th�eor�eme : division d'un polynôme par un id�eal

Le reste de la division de f 2 K[X

1

; : : : ;X

n

℄ par une famille de polynômes dont l'ensemble sous-

ja
ent est une base de Gr�obner d'un id�eal I ne d�epend ni de 
ette base de Gr�obner ni de l'ordre


hoisi sur ses �el�ements.

On l'appelle reste de la division de f par I et on le note fRI. Ce reste poss�ede don
 les propri�et�es

suivantes :

i. si fRI =

P

�




�

X

�

, alors 


�

6= 0) � 62 exp(I) ;

ii. exp(fRI) � exp(f) ;

iii. (fRI)RI = fRI.

D

�

emonstration

Soient deux familles de polynômes (f

1

; : : : ; f

s

) et (f

0

1

; : : : ; f

0

s

0

) dont les ensembles sous-ja
ents sont

des bases de Gr�obner de I. Soient �

1

; : : : ;�

s

;

�

� et �

0

1

; : : : ;�

0

s

0

;

�

�

0

les partitions de IN

n

asso
i�ees

�a 
es familles. On a

exp(I) =

s

[

i=1

(exp(f

i

) + IN

n

) =

s

[

i=1

�

i

=

s

0

[

i=1

�

exp(f

0

i

) + IN

n

�

=

s

0

[

i=1

�

0

i

:

Il s'ensuit que

�

� =

�

�

0

.

La division de f par (f

1

; : : : ; f

s

) s'�e
rit

f =

s

X

i=1

h

i

f

i

+ fR(f

1

; : : : ; f

s

)

et la division de f par (f

0

1

; : : : ; f

0

s

0

) s'�e
rit

f =

s

0

X

i=1

h

0

i

f

0

i

+ fR(f

0

1

; : : : ; f

0

s

0

):

Les restes de 
es divisions v�eri�ent :

si fR(f

1

; : : : ; f

s

) =

P

�




�

X

�

; alors 


�

6= 0) � 2

�

�

si fR(f

0

1

; : : : ; f

0

s

0

) =

P

�




0

�

X

�

; alors 


0

�

6= 0) � 2

�

�

0

=

�

�:

Soit g = fR(f

1

; : : : ; f

s

)�fR(f

0

1

; : : : ; f

0

s

0

), de la remarque 
i-dessus on d�eduit que exp(g) 2

�

�. Mais

g peut aussi s'�e
rire

P

s

0

i=1

h

0

i

f

0

i

�

P

s

i=1

h

i

f

i

, don
 g 2 I, don
 exp(g) 2 exp(I) = IN

n

n

�

�. Il y a don



ontradi
tion. Don
 g = 0. 2
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L'un des int�erêts des bases de Gr�obner est de rendre le reste de la division ind�ependant de

l'ensemble parti
ulier de polynômes 
hoisis, mais d�ependant uniquement de l'id�eal engendr�e par 
es

polynômes (puisque nous verrons bientôt qu'une base de Gr�obner est un syst�eme de g�en�erateurs) ;

un autre avantage est de permettre une 
ara
t�erisation ais�ee de l'appartenan
e d'un polynôme �a

un id�eal : un polynôme appartient �a un id�eal ssi le reste de sa division par l'id�eal est nul.

Th�eor�eme 6

Pour tout polynôme f 2 K[X

1

; : : : ;X

n

℄,

f 2 I , fRI = 0:

D

�

emonstration

) : soit ff

1

; : : : ; f

s

g une base standard de I et soit un ordre sur ses �el�ements, on a fRI =

fRff

1

; : : : ; f

s

g = f �

P

s

i=1

f

i

h

i

. Si f 2 I, fRI 2 I. Si fRI 6= 0, alors exp(fRI) 2 exp(I), 
e qui


ontredit l'une des propri�et�es �enon
�ees dans le th�eor�eme pr�e
�edent. Don
 fRI = 0.

( : si fRI = 0, alors f peut s'�e
rire sous la forme f =

P

s

i=1

h

i

f

i

, don
 f 2 I. 2

Ce th�eor�eme entrâ�ne qu'une 
ondition n�e
essaire et suÆsante pour qu'un ensemble de po-

lynômes ff

1

; : : : ; f

s

g de I soit une base de Gr�obner est que pour tout f 2 I, f se r�eduise en 0

modulo (f

1

; : : : f

s

).

Corollaire 3

Les 
lasses modulo I des X

i

; i 2 IN

n

nexp(I) forment une base duK-espa
e ve
toriel K[X

1

; : : : ;X

n

℄=I.

En parti
ulier, pour que K[X

1

; : : : ;X

n

℄=I soit de dimension �nie sur K, il faut et il suÆt que

IN

n

n exp(I) soit �ni et alors

dim

K

K[X

1

; : : : ;X

n

℄=I � ℄ (IN

n

n exp(I)) :

De plus, le 
ardinal de IN

n

n exp(I) est un majorant du nombre de (( ra
ines )) 
ommunes �a tous

les polynômes appartenant �a I . . .mais 
omme trouver 
es ra
ines est l'une des appli
ations des

bases de Gr�obner, 
e r�esultat sera d�etaill�e dans la partie 5.4 : ((Appli
ations )).

5.2.3 Algorithme de division

L'algorithme de division qui suit servira de d�emonstration 
onstru
tive de l'existen
e des po-

lynômes d�e�nis par le th�eor�eme d'Hironaka.

Cet algorithme prend en entr�ee un polynôme f et une liste de polynômes F = (f

1

; : : : ; f

s

) et

produit en sortie la liste H = (h

1

; : : : ; h

s

; h).

On suppose que l'on dispose d'une fon
tion de
ompose qui prend pour arguments f et F et qui

renvoie la liste [f

0

; f

00

℄ tels que f = f

0

+ f

00

, Supp(f

0

) � � et Supp(f

00

) �

�

� et d'une fon
tion delta

qui prend pour arguments un monômemonome et F et qui renvoie l'indi
e i tel que exp(monome) 2

�

i

.

L'algorithme de division d'Hironaka est le suivant :

Hironaka

Entr�ee

f , F = (f

1

; : : : f

s

)

R�esultat

H = [h

1

; : : : ; h

s

; h℄.
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Initialisation

h 0

h

i

 0; 1 � i � s

Bou
le

tant que f 6= 0 faire

d�e
omposer f en f

0

et f

00

h h+ f

00

si f

0

6= 0 alors

d�eterminer i tel que exp(f

0

) 2 �

i

h

i

 h

i

+

init(f

0

)

init(f

i

)

f  f �

init(f

0

)

init(f

i

)

� f

i

� f

00

sinon

f  f � f

00

�nsi

�ntantque

Fin.

Pour �e
rire 
es fon
tions en Maple, on a besoin d'une fon
tion qui rend le monôme de tête d'un

polynôme. La fon
tion leadmon du pa
kage grobner 
onvient . . . presque ! En e�et 
ette fon
tion,

qui prend 
omme arguments un polynôme f , la liste de ses ind�etermin�ees et �eventuellement un

ordre (la valeur par d�efaut est tdeg, 
'est-�a-dire l'ordre lexi
ographique inverse, qui est d�esign�e en

Maple sous le nom d'ordre total), renvoie une liste 
onstitu�ee du 
oeÆ
ient a

exp(f)

et du monôme

unitaire X

exp(f)

. Je vous propose don
 la fon
tion lm suivante :

# fon
tion qui donne le monome de tete

# grobner[leadmon℄ renvoie [
oeff, x^exposant℄

# Cette fon
tion reprend le squelette de la fon
tion grobner[leadmon℄,

# 
e qui explique l'origine des tests et des messages d'erreur,

# mais sans faire les tests qui seront de toute fa
on effe
tues par

# leadmon (pour verifier que indet est bien une liste d'indeterminees

# et que poly est bien un polynome en les indeterminees indet)

lm := pro
(poly, indet, order)

lo
al termorder;

if nargs < 1 then

ERROR(`too few arguments`)

fi;

if nargs = 3 then

termorder := order

elif nargs = 2 then

indet := indets(poly);

termorder := tdeg

else

ERROR(`too many arguments`);

fi;

RETURN(normal(
onvert(grobner[leadmon℄(poly,indet,termorder), `*`)))

end;
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E
rire 
es trois fon
tions de
ompose, delta et Hironaka en Maple.

L'algorithme de division Hironaka se termine, sinon on 
onstruirait une suite de polynômes

(f

(i)

), form�ee par les valeurs su

essives de f au 
ours de l'algorithme, telle que la suite des ex-

posants privil�egi�es de 
es polynômes soit stri
tement d�e
roissante. Or on sait qu'il n'existe pas de

suite stri
tement d�e
roissante dans IN

n

.

Au passage, le nombre d'�etapes est born�e par le nombre d'�el�ements de IN

n

inf�erieurs �a exp(f) ;

or il existe un nombre �ni de tels �el�ements dans le 
as de l'ordre diagonal ou de l'ordre lexi
ogra-

phique inverse, mais 
e n'est pas le 
as pour l'ordre lexi
ographique.

Exemple :

L'ordre 
hoisi est l'ordre diagonal �

D

.

f

1

= XY

3

+X

2

Y + 1

f

2

= X

2

Y +XY

f = X

2

Y

3

+ 2X

3

Y + 3XY

En guise d'exer
i
e, dessinez la partition de IN

2

asso
i�ee �a ff

1

; f

2

g.

h; h

1

et h

2

sont initialis�es �a 0.

1

i�eme

�etape :

f

0

= X

2

Y

3

+ 2X

3

Y exp(f

0

) 2 �

1

; init(f

0

) = X

2

Y

3

f

00

= 3XY

h  3XY

h

1

 X

f  (X

2

Y

3

+ 2X

3

Y + 3XY )� (X

2

Y

3

+X

3

Y +X)� 3XY

= X

3

Y �X

2

i�eme

�etape :

f

0

= X

3

Y exp(f

0

) 2 �

2

; init(f

0

) = X

3

Y

f

00

= �X

h  3XY �X

h

2

 X

f  (X

3

Y �X)� (X

3

Y +X

2

Y )� (�X)

= �X

2

Y

3

i�eme

�etape :

f

0

= �X

2

Y exp(f

0

) 2 �

2

; init(f

0

) = �X

2

Y

f

00

= 0

h  h

h

2

 h

2

� 1

= X � 1

f  (�X

2

Y ) + (X

2

Y +XY )

= XY
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4

i�eme

�etape :

f

0

= 0

f

00

= XY

h  h+XY

= 4XY �X

f  XY �XY

= 0

Bilan :

h

1

= X

h

2

= X � 1

h = 4XY �X

f = Xf

1

+ (X � 1)f

2

+ (4XY �X)

5.2.4 Pseudo-division d'Hironaka

Dans le 
as o�u l'ensemble des 
oeÆ
ients n'est pas un 
orps mais un anneau, il est possible

d'�etablir un analogue de la division d'Hironaka. Le probl�eme provient du fait qu'il n'est pas toujours

possible de diviser les 
oeÆ
ients des monômes de tête de f

0

et f

i

. Pour pallier �a 
et in
onv�enient,

on multiplie les polynômes par 
e qu'il faut pour que les 
oeÆ
ients de leurs nouveaux monômes

de tête soient le pp
m des pr�e
�edents.

La d�e�nition plus pr�e
ise d'une pseudo-division d'un polynôme f 2 A[X

1

; : : : ;X

n

℄ par une

famille F = (f

1

; : : : f

s

) de polynômes appartenant �a A[X

1

; : : : ;X

n

℄ est la suivante :

D�e�nition 26 : pseudo-division d'Hironaka

Soit F = (f

1

; : : : ; f

s

) 2 A[X

1

; : : : ;X

n

℄. Soit �

F

la partition de IN

n

asso
i�ee �a F . 8f 2 A[X

1

; : : : ;X

n

℄;9H =

(h

1

; : : : ; h

s

; h) ave
 h

i

2 K[X

1

; : : : ;X

n

℄; 1 � i � s, h 2 K[X

1

; : : : ;X

n

℄ et 9� 2 A tels que

�f =

s

X

i=1

f

i

h

i

+ h ave
 exp(f

i

) + Supp(h

i

) � �

i

et Supp(h) 2

�

� si h 6= 0:

L'algorithme devient, en notant l
oeff(f

i

) le 
oeÆ
ient de init(f

i

) :

Pseudo-Hironaka

Entr�ee

f , F = (f

1

; : : : ; f

s

)

R�esultat

H = [h

1

; : : : ; h

s

; h℄.

Initialisation

h 0

h

i

 0; 1 � i � s

Bou
le

tant que f 6= 0 faire

d�e
omposer f en f

0

et f

00

h h+ f

00

si f

0

6= 0 alors

d�eterminer i tel que exp(f

0

) 2 �

i

h

i

 l
oeff(f

i

) � h

i

+

init(f

0

)

X

exp(f

i

)

h

j

 l
oeff(f

i

) � h

j

; 8j 6= i

h l
oeff(f

i

) � h
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f  l
oeff(f

i

) � f �

init(f

0

)

X

exp(f

i

)

� f

i

� f

00

sinon

f  f � f

00

�nsi

�nsi

�ntantque

Fin.

Cette pseudo-division permet de g�en�eraliser l'algorithme de Bu
hberger du x5.3.2 dans le 
adre

d'un 
al
ul de base de Gr�obner de polynômes �a 
oeÆ
ients dans un anneau. Cette g�en�eralisation

ne sera pas expli
it�ee, il suÆra de rempla
er toutes les divisions de la même fa�
on que dans 
et

algorithme.

5.3 Algorithme de Bu
hberger

5.3.1 S-polynôme ou syzygie

Dor�enavant, le 
oeÆ
ient de tête d'un polynôme f , i.e. le 
oeÆ
ient de sa partie initiale, sera

appel�e l
oe�(f) (pour leading 
oeÆ
ient). C'est d'ailleurs le nom de la fon
tion Maple qui prend

en entr�ee un polynôme, la liste de ses ind�etermin�ees et �eventuellement un ordre, et qui renvoie


e 
oeÆ
ient. Le monôme unitaire

init(f)

l
oeff(f)

sera appel�e lterm(f) (pour leading term). C'est en
ore

le nom de la fon
tion Maple qui prend en entr�ee un polynôme, la liste de ses ind�etermin�ees et

�eventuellement un ordre, et qui renvoie 
e monôme.

D�e�nition 27 : S-polynômes ou syzygies

Soient f et g 2 K[X

1

; : : : ;X

n

℄, si exp(f) = (�

i

)

1�i�n

et exp(g) = (�

i

)

1�i�n

,

soit

2


 = sup(exp(f); exp(g)) = (max(�

i

; �

i

))

1�i�n

, le S-polynôme de f et g, not�e fSg, est d�e�ni

par :

fSg = l
oeff(g) �X


�exp(f)

� f � l
oeff(f) �X


�exp(g)

� g:

Exemple :

Dans

=

Q[X;Y ℄ muni de l'ordre lexi
ographique, soient f = 6X

3

Y + 1 et g = 8XY

2

+ 3XY + 2X,


 = sup((3; 1); (1; 2)) = (3; 2) et

fSg = 8 � Y � f � 6 �X

2

� g = 48X

3

Y

2

+8Y � 48X

3

Y

2

� 18X

3

Y � 12X

3

= �18X

3

Y � 12X

3

+8Y:

On note que 
e nouveau polynôme est 
onstruit de fa�
on �a faire disparâ�tre le monôme d'ex-

posant 
 qui est form�e pendant 
ette 
ombinaison lin�eaire, de sorte que l'exposant de fSg est

stri
tement inf�erieur �a 
.

Th�eor�eme 7 : 
ara
t�erisation d'une base de Gr�obner

Un syst�eme de g�en�erateurs ff

1

; : : : ; f

s

g d'un id�eal I est une base de Gr�obner de I ssi, en 
hoisissant

un ordre sur les f

i

(par exemple (f

1

; : : : ; f

s

)), pour tout 
ouple (i; j) tel que i < j,

(f

i

Sf

j

)R(f

1

; : : : ; f

s

) = 0

(les f

i

sont tous suppos�es non nuls).

2. 
 n'est pas le maximum des deux �el�ements de IN

n

, mais le nouvel �el�ement de IN

n


onstruit en prenant le

maximum 
omposante par 
omposante ; le maximum de deux �el�ements � et � de IN

n

sera not�e max(�; �).
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D

�

emonstration

C'est une 
ondition n�e
essaire d'apr�es la proposition 6 puisque f

i

Sf

j

2 I.

Montrons qu'elle est suÆsante : il s'agit de voir que pour tout f 2 I, fRI = 0.

Soit don
 f 2 I et soit g = fR(f

1

; : : : ; f

s

). Supposons que g n'est pas nul. Comme f peut s'�e
rire

f =

P

s

i=1

f

i

h

i

+ g, on a g = f �

P

s

i=1

f

i

h

i

et g 2 I. Puisque ff

1

; : : : ; f

s

g est un syst�eme de

g�en�erateurs de I, 9H

1

; : : : ;H

s

= g =

P

s

i=1

f

i

H

i

.

SoitM = max

i=H

i

6=0

exp(f

i

H

i

). Le squelette de la preuve va 
onsister �a trouver une nouvelle �e
riture

de g, en
ore sous la forme

P

s

i=1

f

i

H

00

i

, dans laquelle M

00

= max

i=H

00

i

6=0

exp(f

i

H

00

i

) est stri
tement

inf�erieur �a M , 
e qui signi�erait que l'on peut 
onstruire une suite in�nie stri
tement d�e
roissante

d'�el�ements de IN

n

, 
e qui 
ontredit la proposition 9. Cette 
onstru
tion est un peu te
hnique et

peut être omise en premi�ere le
ture.

Tout d'abord, il existe au moins deux indi
es j et k sur lesquels le maximum est atteint : M =

exp(f

j

H

j

) = exp(f

k

H

k

), sinon, si le seul indi
e �etait j, on aurait exp(g) = exp(f

j

H

j

) = exp(f

j

) +

exp(H

j

) 2 (exp(f

j

) + IN

n

), 
e qui 
ontredit le fait que, par d�e�nition de la division, exp(g) 2

IN

n

n (

S

s

i=1

(exp(f

i

) + IN

n

)).

Soient don
 j et k tels que M = exp(f

j

H

j

) = exp(f

k

H

k

). Notons � = (�

1

; : : : ; �

n

) = exp(f

j

),

� = (�; : : : ; �

n

) = exp(f

k

), u = (u

1

; : : : ; u

n

) = exp(H

j

) et v = (v

1

; : : : ; v

n

) = exp(H

k

). Soit


 = sup(�; �), il est fa
ile de v�eri�er que 8i 2 f1; : : : ; ng, u

i

� 


i

� �

i

et v

i

� 


i

� �

i

(
ar

�+u = �+v =M), et que u

i

� (


i

��

i

) = v

i

� (


i

��

i

). Notons Æ

i

= u

i

� (


i

��

i

) = v

i

� (


i

��

i

)

et Æ = (Æ

1

; : : : ; Æ

n

) (on note Æ = u+ �� 
 = v + � � 
), on a :

X

Æ

(f

j

Sf

k

) = X

Æ

�

l
oeff(f

k

)X


��

f

j

� l
oeff(f

j

)X


��

f

k

�

= l
oeff(f

k

)X

u+��
+
��

f

j

� l
oeff(f

j

)X

v+��
+
��

f

k

= l
oeff(f

k

)X

u

f

j

� l
oeff(f

j

)X

v

f

k

= l
oeff(f

k

)lterm(H

j

)f

j

� l
oeff(f

j

)lterm(H

k

)f

k

R�e�e
rivons g :

g =

P

s

i=1

f

i

H

i

= init(H

j

)f

j

+ init(H

k

)f

k

+ (H

j

� init(H

j

))f

j

+ (H

k

� init(H

k

))f

k

+

P

i 62fj;kg

f

i

H

i

On rempla
e init((H

j

)f

j

grâ
e �a la formule donn�ee pour X

Æ

(f

j

Sf

k

) :

lterm(H

j

)f

j

=

1

l
oeff(f

k

)

X

Æ

(f

j

Sf

k

) +

l
oeff(f

j

)

l
oeff(f

k

)

lterm(H

k

)f

k

;


e qui donne :

g =

l
oeff(H

j

)

l
oeff(f

k

)

X

Æ

(f

j

Sf

k

) +

l
oeff(H

j

)�l
oeff(f

j

)

l
oeff(f

k

)

lterm(H

k

)f

k

+ init(H

k

)f

k

+(H

j

� init(H

j

))f

j

+ (H

k

� init(H

k

))f

k

+

P

i 62fj;kg

f

i

H

i

=

l
oeff(H

j

)

l
oeff(f

k

)

X

Æ

(f

j

Sf

k

) +

h

1 +

l
oeff(H

j

)�l
oeff(f

j

)

l
oeff(H

k

)�l
oeff(f

k

)

i

lterm(H

k

)f

k

+(H

j

� init(H

j

))f

j

+ (H

k

� init(H

k

))f

k

+

P

i 62fj;kg

f

i

H

i

De 
ette derni�ere expression, on tire que

exp(X

Æ

(f

j

Sf

k

)) = Æ + exp(f

j

Sf

k

) < Æ + 
 = M

exp

�h

1 +

l
oeff(H

j

)�l
oeff(f

j

)

l
oeff(H

k

)�l
oeff(f

k

)

i

lterm(H

k

)f

k

�

� exp(lterm(H

k

)f

k

) = M

exp([H

j

� init(H

j

)℄f

j

) < exp(H

j

f

j

) = M

exp([H

k

� init(H

k

)℄f

k

) < exp(H

k

f

k

) = M

exp(sum

i 62fj;kg

f

i

H

i

) � M:
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Comme par hypoth�ese, (f

j

Sf

k

)R(f

1

; : : : ; f

s

) = 0,

(f

j

Sf

k

) =

s

X

i=1

f

i

h

0

i

ave
 exp(f

i

h

0

i

) � exp(f

j

Sf

k

) < 
:

On rempla
e (f

j

Sf

k

) par

P

s

i=1

f

i

h

0

i

dans la derni�ere expression de g - on remarque au passage que

exp(X

Æ

P

s

i=1

f

i

h

0

i

) < M - et on obtient une nouvelle expression pour g, sous la forme

P

s

i=1

f

i

H

0

i

,

dans laquelle

{ soit max(exp(f

i

H

0

i

) < M ,

{ soit il y a au moins un indi
e de moins, j, sur lequel 
e maximum est atteint ; dans 
e 
as, en

r�eit�erant 
e pro
essus, on �nit par obtenir une nouvelle �e
riture de g sous la forme

P

s

i=1

f

i

H

00

i

telle que max(exp(f

i

H

00

i

) < M .

On peut don
 
onstruire une suite de IN

n

in�nie et stri
tement d�e
roissante, 
e qui 
ontredit la

proposition 9, don
 l'hypoth�ese g 6= 0 �etait absurde.

2

On remarque que 
e th�eor�eme est en
ore vrai si la stru
ture alg�ebrique sous-ja
ente (K) est un

anneau : toutes les divisions qui interviennent dans la preuve sont exa
tes.

Remarque

On se donne toujours (quand on veut e�e
tuer des 
al
uls) un id�eal par un syst�eme de g�en�erateurs.

5.3.2 Algorithme de Bu
hberger

L'id�ee de l'algorithme de Bu
hberger est bas�ee sur le th�eor�eme pr�e
�edent : on se donne en entr�ee

un syst�eme de g�en�erateurs de I, on forme tous les S-polynômes �a partir de 
ette famille et on les

(( r�eduit )) (ou divise) par les polynômes de 
ette famille. Si un S-polynôme ne se r�eduit pas �a 0, on

l'ajoute �a la famille et on r�eit�ere 
e pro
essus jusqu'�a 
e que tous les S-polynômes que l'on peut

fabriquer se r�eduisent �a 0 modulo les polynômes de la nouvelle famille (augment�ee par rapport �a

la famille originelle).

L'algorithme de Bu
hberger de 
onstru
tion d'une base de Gr�obner est le suivant

3

:

Bu
hberger

Entr�ees

F = (f

1

; : : : ; f

r

) un syst�eme de g�en�erateurs de l'id�eal I.

R�esultat

G = (g

1

; : : : ; g

s

) une base standard de I.

Initialisation

G F .

Bou
le

si G ne 
ontient qu'un seul �el�ement alors

renvoyer G

sinon

former C l'ensemble des 
ouples d'�el�ements de G

�nsi

3. Bu
hberger a mis au point 
et algorithme pendant qu'il �etait en th�ese sous la dire
tion de Gr�obner.
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tant que C 6= ; faire

pour tout (f

i

; f

j

) 2 C faire

supprimer (f

i

; f

j

) de C

former f

i

Sf

j


al
uler (f

i

Sf

j

)modG

si (f

i

Sf

j

)modG 6= 0 alors

rajouter (f

i

Sf

j

)modG �a G

rajouter �a C

l'ensemble des 
ouples form�es par les �el�ements de G et (f

i

Sf

j

)modG

�nsi

�nbou
le

�ntantque

Fin.

Ce pro
essus s'arrête, sinon on 
onstruirait une suite in�nie (f

p

)

p2IN

d'�el�ements de I tous non

nuls. Soit alors E =

S

p2IN

(exp(f

p

) + IN

n

). E est une partie stable de IN

n

, don
 E admet une

fronti�ere �nie �E = f�

1

; : : : ; �

t

g. Pour tout i 2 f1; : : : ; tg, 9�(i) tel que �

i

2 exp(f

�(i)

) + IN

n

. Soit

T = max

1�i�t

�(i), on a don
E �

S

1�p�T

(exp(f

p

) + IN

n

). Trivialement,

S

1�p�T

(exp(f

p

) + IN

n

) �

E. Don
 E =

S

1�p�T

(exp(f

p

) + IN

n

), or f

T+1

6= 0 et il existe i; j appartenant �a f1; : : : ; Tg

tels que f

T+1

= (f

i

Sf

j

)R(f

1

; : : : ; f

T

), don
 d'apr�es la d�e�nition de la division, exp(f

T+1

) 2

IN

n

n

S

1�p�T

(exp(f

p

) + IN

n

). Cependant exp(f

T+1

) 2 E, 
e qui est une 
ontradi
tion.

Il est �a noter que l'on ne dispose d'au
une information sur le nombre de 
al
uls �a e�e
tuer, par

exemple on ne sait pas 
omment �evoluent les exposants des polynômes 
al
ul�es.

Remarque

Cependant la 
omplexit�e de 
et algorithme a �et�e �etablie r�e
emment [49℄, 
on�rmant les 
om-

plexit�es observ�ees exp�erimentalement : la 
omplexit�e de 
et algorithme, i.e. le nombre d'op�erations

�el�ementaires e�e
tu�ees ou de fa�
on �equivalente le temps de 
al
ul, est doublement exponentiel en

n. Plus pr�e
is�ement, le maximum des degr�es des polynômes de la base de Gr�obner est inf�erieur au

maximum des degr�es des polynômes de la famille initiale, �elev�e �a la puissan
e a

n

o�u a <

p

3. Cette

borne donne une id�ee du nombre de polynômes qui peuvent apparâ�tre. Une telle 
omplexit�e est

r�eellement monstrueuse et habituellement un algorithme de 
omplexit�e exponentielle est 
onsid�er�ee


omme imprati
able : la taille des probl�emes tra
tables est tr�es limit�ee. Comme il s'av�ere qu'il n'y

a pas d'autre alternative pour 
e probl�eme, 
et algorithme est tout de même utilis�e. Une telle 
om-

plexit�e doit in
iter �a bien r�e
�e
hir au probl�eme �a r�esoudre et �a v�eri�er soigneusement qu'il n'existe

pas d'autre solution possible !

Pour passer d'une base de Gr�obner �a une base minimale, on r�eduit tous les �el�ements de la base

par rapport �a tous les autres et on supprime 
eux qui se r�eduisent en 0.

Obtention d'une base de Gr�obner minimale

Entr�ee

F = (f

1

; : : : ; f

r

) une base de Gr�obner de I.

R�esultat

G = (g

1

; : : : ; g

s

) une base minimale.

Initialisation

G F

Bou
le

pour tout g 2 G faire
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si gR(G n fgg) = 0 alors

G G n fgg

sinon si gR(G n fgg) 6= g alors

G G n fgg [ fgR(G n fgg)g

�nsi

�nbou
le

Fin.

La preuve de la 
orre
tion de 
et algorithme est laiss�ee en exer
i
e.

Autre exer
i
e : �e
rire en Maple les fon
tions Spol, Bu
hberger et basemin qui 
al
ulent respe
-

tivement le S-polynôme de deux polynômes fournis en entr�ee, une base de Gr�obner d'une famille

de polynômes et une base minimale �a partir d'une base de Gr�obner.

5.3.3 Exemple

Dans

=

Q[X

1

;X

2

℄, ave
 l'ordre lexi
ographique,

f

1

= X

2

1

+X

1

X

2

+ 2X

1

+X

2

� 1

f

2

= X

2

1

+ 3X

1

�X

2

2

+ 2X

2

� 1

F = (f

1

; f

2

)

G = F .

On forme le S-polynôme f

1

Sf

2

= f

1

� f

2

= X

1

X

2

�X

1

+X

2

2

�X

2

. Ce polynôme ne se r�eduit pas

modulo (f

1

; f

2

), on ajoute don
 f

3

= X

1

X

2

�X

1

+X

2

2

�X

2

�a G.

C = f(f

1

; f

3

); (f

2

; f

3

)g.

f

1

Sf

3

= X

2

f

1

�X

1

f

3

= X

2

1

+ 3X

1

X

2

+X

2

2

�X

2

, qui se r�eduit modulo (f

1

; f

2

; f

3

) en �X

2

2

+ 1 (il

est �egal �a f

1

+ 2f

3

�X

2

2

+ 1).

Soit f

4

= �X

2

2

+ 1, on enl�eve (f

1

; f

3

) de C et on ajoute f

4

�a G et (f

1

; f

4

), (f

2

; f

4

), (f

3

; f

4

) �a C qui

est maintenant �egal �a f(f

2

; f

3

); (f

1

; f

4

); (f

2

; f

4

); (f

3

; f

4

)g.

f

2

Sf

3

= X

2

f

2

�X

1

f

3

= X

2

1

�X

1

X

2

2

+4X

1

X

2

�X

3

2

+2X

2

2

�X

2

, qui se r�eduit modulo (f

1

; f

2

; f

3

; f

4

)

en 0 : f

2

Sf

3

= f

1

+ (�X

2

+ 2)f

3

+ f

4

.

C = f(f

1

; f

4

); (f

2

; f

4

); (f

3

; f

4

)g.

f

1

Sf

4

= �X

2

2

f

1

�X

2

1

f

4

= �X

2

1

�X

1

X

3

2

�2X

1

X

2

2

�X

3

2

+X

2

2

, qui se r�eduit modulo (f

1

; f

2

; f

3

; f

4

)

en 0 : f

1

Sf

4

= �f

1

� (X

2

2

+ 3X

2

+ 2)f

3

� (X

2

2

+X

2

+ 1)f

4

.

C = f(f

2

; f

4

); (f

3

; f

4

)g.

f

2

Sf

4

= �X

2

2

f

2

�X

2

1

f

4

= �X

2

1

� 3X

1

X

2

2

+X

4

2

� 2X

3

2

+X

2

2

, qui se r�eduit modulo (f

1

; f

2

; f

3

; f

4

)

en 0 : f

2

Sf

4

= �f

1

� (3X

2

+ 2)f

3

� (X

2

2

+X

2

+ 1)f

4

.

C = f(f

3

; f

4

)g.

f

3

Sf

4

= �X

2

f

3

� X

1

f

4

= X

1

X

2

� X

1

� X

3

2

+ X

2

2

, qui se r�eduit modulo (f

1

; f

2

; f

3

; f

4

) en 0 :

f

3

Sf

4

= f

3

+X

2

f

4

.

C = ;, don
 l'algorithme se termine et la base de Gr�obner de (F ) est G = ff

1

; f

2

; f

3

; f

4

g :

f

1

= X

2

1

+X

1

X

2

+ 2X

1

+X

2

� 1

f

2

= X

2

1

+ 3X

1

�X

2

2

+ 2X

2

� 1

f

3

= X

1

X

2

�X

1

+X

2

2

�X

2

f

4

= �X

2

2

+ 1
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5.3.4 Probl�emes et am�eliorations

Exp�erimentalement, on 
onstate que la division d'Hironaka est tr�es 
oûteuse. Des e�orts pour

am�eliorer les sous-pro
�edures les plus souvent appel�ees, telles que lm, 
onsistent en un sto
kage

adapt�e des polynômes et l'implantation d'une arithm�etique rapide. On a par exemple int�erêt �a

sto
ker les polynômes sous forme ordonn�ee, leur partie initiale �etant alors le premier monôme.

Nous n'entrerons pas dans le d�etail de l'arithm�etique rationnelle et polynomiale, elle pourrait faire

l'objet d'un autre 
hapitre.

Un autre aspe
t qui intervient dans le temps de 
al
ul d'une division d'Hironaka est la fa�
on dont

sont 
onserv�es les 
oeÆ
ients, pour les polynômes appartenant �a

=

Q[X

1

; : : : ;X

n

℄ : soit on travaille

toujours ave
 des 
oeÆ
ients r�eduits (i.e. le num�erateur et le d�enominateur de 
haque 
oeÆ
ient

sont premiers entre eux), mais les 
al
uls de pg
d que 
ela entrâ�ne sont 
oûteux, soit on ne r�eduit

pas les 
oeÆ
ients, mais ils ont tendan
e �a (( exploser ))

4

en 
ours de 
al
ul, quitte �a redevenir petits

�a la �n. Ce ph�enom�ene d'explosion des 
oeÆ
ients est 
ara
t�eristique du 
al
ul formel.

Une solution envisageable 
onsiste �a pr�e-multiplier 
haque polynôme par le pp
m des d�enominateurs

de ses 
oeÆ
ients pour le transformer en un polynôme appartenant �a ZZ[X

1

; : : : ;X

n

℄ et �a e�e
tuer

tous les 
al
uls dans ZZ, en utilisant la pseudo-division d'Hironaka. Cela n'empê
he �evidemment

pas les 
oeÆ
ients d'exploser.

On remarque aussi que l'ordre 
hoisi in
ue sur la vitesse de 
al
ul. L'ordre lexi
ographique est

�evidemment �a pros
rire puisque la 
omplexit�e de la division n'est pas 
onnue pour 
et ordre. En

pratique, il y a terminaison des algorithmes de division et de Bu
hberger ave
 
et ordre, mais l'ordre

total est (exp�erimentalement) 
elui qui permet les 
al
uls les plus rapides. Savoir dans quel ordre


lasser les ind�etermin�ees joue �egalement sur le temps de 
al
ul (la strat�egie de Boge, Gebauer et

Kredel [42℄ permet de les r�eordonner).

Une autre 
onstatation exp�erimentale est d'une part qu'un 
al
ul de base de Gr�obner est tr�es

long et tr�es gourmand en m�emoire (sauf pour de petits exemples tels que 
eux pr�esent�es dans 
e


hapitre) et d'autre part que l'on 
al
ule un tr�es grand nombre de S-polynômes qui se r�eduisent

en 0. Ce ph�enom�ene est d�ej�a sensible sur l'exemple de la se
tion 5.3.3. De tels S-polynômes sont

dits inutiles, les autres �etant appel�ees (( paires 
ritiques )). Cependant la division d'Hironaka est

e�e
tu�ee sur un S-polynôme même si 
e S-polynôme est inutile. Une grande partie des e�orts de

re
her
he portent sur la d�ete
tion a priori, i.e. avant d'e�e
tuer les 
al
uls, des S-polynômes inutiles.

Un des 
rit�eres propos�es par Bu
hberger [44℄, le 
rit�ere 1, s'�enon
e ainsi : soit G = fg

1

; : : : ; g

r

g,

si la 
ondition

8k 2 f1; : : : ; rg;8u

1

; : : : ; u

k

2 f1; : : : ; rg

en notant u

1

= i et u

k

= j; on a

pp
m(init(f

u

1

); : : : ; init(f

u

k

)) � pp
m(init(f

i

); init(f

j

))

et 8l 2 f1; : : : ; kg; (f

u

l

; f

u

l+1

) 62 C

n'est pas v�eri��ee, alors le S-polynôme (g

i

Sg

j

) est inutile.

Ce 
rit�ere est inv�eri�able en pratique, mais on utilise souvent une forme simpli��ee (qui 
onsiste �a

v�eri�er une partie de 
ette 
ondition pour k = 2 seulement) :

soient g

i

et g

j

deux polynômes, soient m

i

et m

j

leurs parties initiales et soit r

i

et r

j

leurs restes

(ou leur queue - tail en anglais), r

i

= g

i

�m

i

et r

j

= g

j

�m

j

,

4. En informatique, on s'int�eresse au nombre de 
hi�res des 
oeÆ
ients plutôt qu'�a leur valeur : en e�et la 
omplexit�e

des op�erations arithm�etiques est dire
tement li�ee �a 
e nombre de 
hi�res, lin�eairement pour l'addition par exemple.
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si D = pg
d(m

i

;m

j

) divise r

i

et r

j

, alors le S-polynôme g

i

Sg

j

est inutile. Une version en
ore plus

simpli��ee de 
e 
rit�ere rempla
e le test (( si D = pg
d(m

i

;m

j

) divise r

i

et r

j

)) par (( si D = 1 )).

Les deux autres 
rit�eres de Bu
hberger ayant des �enon
�es en
ore plus 
omplexes, ils seront

pass�es sous silen
e. Le le
teur int�eress�e peut 
onsulter [44℄.

Des heuristiques permettent en g�en�eral de diminuer le temps de 
al
ul. Les voi
i en vra
 :

{ 
lassement des paires �a traiter : Bu
hberger [44℄ pr�e
onise de 
lasser les 
ouples de po-

lynômes de C par ordre 
roissant des pp
m des monômes de tête. En 
as d'�egalit�e, on 
hoisit

la paire (f

i

; f

j

) ayant le plus petit j (le polynôme f

j

est le plus an
ien). Cette strat�egie est

appel�ee (( strat�egie normale )) de s�ele
tion. L'utilisation de 
ette strat�egie permet une eÆ
a-


it�e maximale des 
rit�eres qu'il propose, en r�eduisant les pg
d D �a examiner. De plus, obtenir

rapidement des polynômes ave
 de petits monômes de tête permet de diminuer beau
oup la

taille des monômes lors de la r�edu
tion.

{ 
hoix de l'ordre : si, pour des raisons diverses (
f. x5.4.1), on a besoin de la base de Gr�obner

pour l'ordre lexi
ographique, on peut 
al
uler la base de Gr�obner en utilisant l'ordre total et,

si la dimension de l'ensemble des z�eros des polynômes est nulle, passer �a la base d�esir�ee grâ
e

�a un 
hangement lin�eaire de base [47, 51℄. Cette pro
�edure fon
tionne en temps polynomial,


e qui est n�egligeable 
ompar�e au temps de 
al
ul de la base de Gr�obner. On peut �egalement

travailler ave
 l'ordre lexi
ographique, mais en utilisant la strat�egie normale et en 
omparant

pour l'ordre total les pp
m des monômes de tête.

{ pr�e-r�edu
tion de la famille donn�ee en entr�ee : on peut ajouter un pr�e-
al
ul qui 
onsiste

�a r�eduire 
haque polynôme par rapport aux autres polynômes de la famille, en utilisant

l'algorithme de passage d'une base �a une base minimale (
et algorithme ne requiert pas que

la famille donn�ee en entr�ee soit une base de Gr�obner). Cela permet �a la fois de diminuer

le nombre de polynômes et surtout la taille des monômes. Le sur
oût dû �a 
e pr�e-
al
ul

est en g�en�eral 
ompens�e par une diminution e�e
tive de la dur�ee des 
al
uls de la base de

Gr�obner. . . sauf pour de petits exemples.

{ 
lassement des polynômes : 
lasser les polynômes de la famille par ordre d�e
roissant peut

permettre d'a

�el�erer la d�e
omposition de f en f

0

+ f

00

dans la division d'Hironaka.

{ division totale d'Hironaka : l'id�ee de 
ette nouvelle division est de r�eduire tous les monômes

de f et pas seulement le monôme de tête lors de la division d'Hironaka, pour la même raison :

on obtient plus rapidement des monômes petits. On trouve parfois dans la litt�erature le

vo
able (( base r�edondante )) pour d�esigner une base non minimale, (( base irr�edondante ))

pour une base minimale et (( base r�eduite )) pour une base minimale totalement r�eduite.

{ homog�en�eisation des polynômes : [48℄ il s'av�ere que, lorsque l'on homog�en�eise les po-

lynômes de d�epart (en multipliant 
ha
un de leurs monômes par une puissan
e ad�equate

d'une nouvelle ind�etermin�ee), les 
al
uls sont en g�en�eral plus rapides, même si l'ordre utilis�e

est l'ordre lexi
ographique ; on (( d�eshomog�en�eise )) les polynômes obtenus et on les r�eduit

pour aboutir �a une base de Gr�obner du syst�eme originel. Cependant, la base de Gr�obner du

syst�eme homog�ene peut être beau
oup plus grande que la base de Gr�obner 
her
h�ee (et don


avoir n�e
essit�e plus de 
al
uls).
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Un algorithme de tra
e [56℄ peut être 
ombin�e aux strat�egies pr�e
�edentes. L'id�ee est d'e�e
tuer

les 
al
uls modulo un nombre premier si on travaille dans ZZ, ou de fa�
on g�en�erale modulo un id�eal

premier de K, et de 
onserver une tra
e de 
es 
al
uls : quels sont les S-polynômes utiles et quels

sont les polynômes de la famille impliqu�es dans la r�edu
tion d'un S-polynôme utile. On e�e
tue

ensuite les 
al
uls dans l'anneau de d�epart (ZZ ou K), mais seuls les 
al
uls qui ont �et�e tra
�es sont

e�e
tu�es. On 
onserve �egalement les monômes de tête des polynômes de la famille a�n de v�eri�er

que 
e sont les mêmes pour les deux 
al
uls ; si 
e n'est pas le 
as le se
ond 
al
ul renvoie un �e
he
.

On obtient ainsi un algorithme (probabiliste ou d�eterministe selon la variante 
hoisie). La tra
e est

dite, selon les 
as,

{ 
orre
te : le se
ond 
al
ul ne renvoie pas d'�e
he
 et son r�esultat est une base de Gr�obner ;

{ valide : le se
ond 
al
ul ne renvoie pas d'�e
he
 mais le r�esultat n'est pas une base de Gr�obner ;

{ non valide : le se
ond 
al
ul renvoie un �e
he
.

Si on 
al
ule dans ZZ[X

1

; : : : ;X

n

℄ modulo un nombre premier p, on dit que 
e nombre premier

est

{ bon si la tra
e est 
orre
te : le 
al
ul e�e
tu�e en reproduisant dans ZZ[X

1

; : : : ;X

n

℄ les 
al
uls

utiles e�e
tu�es dans ZZ=pZZ[X

1

; : : : ;X

n

℄ a fourni une base de Gr�obner ;

{ mauvais si la tra
e est non valide : un S-polynôme utile dans ZZ=pZZ[X

1

; : : : ;X

n

℄, 
al
ul�e dans

ZZ[X

1

; : : : ;X

n

℄, a son monôme de tête multiple de p ;

{ mal
han
eux si la tra
e est valide mais non 
orre
te : un S-polynôme a �et�e abusivement

d�e
r�et�e inutile dans ZZ=pZZ[X

1

; : : : ;X

n

℄, il n'a don
 pas �et�e 
al
ul�e dans ZZ[X

1

; : : : ;X

n

℄ ; or s'il

avait �et�e 
al
ul�e, il serait un polynôme dont tous les 
oeÆ
ients sont multiples de p. Ce 
as

est don
 le plus diÆ
ile �a d�ete
ter puisque le se
ond 
al
ul ne signale au
un probl�eme.

Il existe des tests probabilistes ou d�eterministes pour v�eri�er si le r�esultat est une base de

Gr�obner. On peut �egalement 
al
uler la probabilit�e qu'a un grand nombre premier, ou un ensemble

de nombres premiers, d'être bon(s).

Cependant, l'algorithme de tra
e ne dispense pas d'utiliser une heuristique qui permet de r�eduire

le nombre de S-polynômes inutiles, lors du 
al
ul modulaire. Une strat�egie est �a pr�esent re
onnue


omme la meilleure, la strat�egie dite (( du su
re

5

)), due �a Traverso et al. [48℄. Cette strat�egie vise �a


onserver les avantages li�es �a l'homog�en�eisation, sans les in
onv�enients : on 
al
ule dire
tement la

base de Gr�obner 
orrespondant au syst�eme donn�e en entr�ee.

L'algorithme du su
re est 
elui de Bu
hberger o�u l'on applique la strat�egie normale, mais en simulant

l'algorithme d'homog�en�eisation : on 
al
ule le degr�e total du S-polynôme homog�en�eis�e et on 
hoisit

la paire dont le degr�e, appel�e (( su
re )), est le plus petit. En 
as d'�egalit�e on utilise la strat�egie

normale.

Le double su
re n'e�e
tue une r�edu
tion d'un monôme dit interm�ediaire (i.e. qui n'est pas le

monôme de tête) que si 
ela n'augmente pas le su
re du polynôme.

Cette strat�egie du su
re est a
tuellement 
elle qui permet d'obtenir les meilleurs temps de 
al-


ul, et de loin. En e�et, dans les pires 
as elle n'est pas plus longue que les autres strat�egies, et

5. Cette strat�egie n'est pas nomm�ee ainsi par
e qu'elle permet de su
rer des 
al
uls, mais par
e qu'elle donne

l'arôme de l'algorithme d'homog�en�eisation.
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selon les exemples elle est souvent de 2 �a 10 fois plus rapide.

En r�esum�e un 
ertain 
onsensus s'est d�egag�e quant aux heuristiques �a utiliser, bas�e essentielle-

ment sur des 
onstatations exp�erimentales : e�e
tuer des divisions totales d'Hironaka, en 
lassant

les polynômes par ordre d'arriv�ee dans la famille a�n de r�eduire pr�ef�erentiellement ave
 les plus

vieux monômes, et en�n utiliser la strat�egie du su
re.

5.4 Appli
ations

Cette se
tion 
ontient l'�enon
�e du TP.

Les appli
ations des bases de Gr�obner, outre un test d'appartenan
e �a un id�eal, 
on
ernent la

r�esolution de syst�emes alg�ebriques, la preuve automatique de th�eor�emes en g�eom�etrie et la preuve

de 
ir
uits logiques.

Rappel : programmer la division d'Hironaka (
f. x5.2), le 
al
ul d'un S-polynôme (
f. x5.3.1) et

la r�edu
tion d'une base standard en base minimale (
f. x5.3.2).

Pour 
onstater exp�erimentalement un ph�enom�ene de grossissement des 
oeÆ
ients, essayez la


ommande gbasis sur l'exemple suivant :

p1 := 2*x*z - z^2 - 5;

p2 := x*y + y^2*z + 3;

p3 := 8*x^3 - 3*y^2;

F := [p1, p2, p3℄;

X := [x, y, z℄;

gbasis(F, X, plex);

puis 
hangez l'ordre des variables. Il n'aura pas �e
happ�e �a votre perspi
a
it�e qu'il s'agit de l'exemple

donn�e dans l'aide en ligne au sujet de gbasis (en �e
hangeant x et z), ave
 l'ordre lexi
ographique

et z > y > x.

5.4.1 Re
her
he des solutions d'un syst�eme alg�ebrique

On a vu que les bases de Gr�obner sont une g�en�eralisation aux polynômes �a plusieurs variables

de la notion de pg
d : dans le 
as d'une seule ind�etermin�ee, un polynôme f appartient �a l'id�eal

I engendr�e par ff

1

; : : : ; f

s

g ssi le reste de la division de f par g = pg
d(f

1

; : : : ; f

s

) est nul ; dans

le 
as de plusieurs ind�etermin�ees, un polynôme f appartient �a l'id�eal I engendr�e par ff

1

; : : : ; f

s

g

ssi le reste de la division par G la base de Gr�obner de (f

1

; : : : ; f

s

) est nul. Les bases de Gr�obner

permettent don
 de tester l'appartenan
e d'un polynôme �a un id�eal.

Une autre appli
ation est la r�esolution de syst�emes alg�ebriques f

1

= 0; : : : ; f

s

= 0 ave
 8i 2

f1; : : : ; sg, f

i

2 K[X

1

; : : : ;X

n

℄. On suppose dor�enavant que K est un 
orps alg�ebriquement 
los.

Dans 
ette optique, on peut 
onsid�erer les bases de Gr�obner 
omme une g�en�eralisation de l'�elimination

de Gauss pour les syst�emes lin�eaires : on peut 
onsid�erer la i

e

�equation 
omme f

i

= 0 ave
 f

i

po-

lynôme de degr�e 1. Lors de l'�elimination de Gauss, on e�e
tue un pivotage pour �eliminer x

1

des

�equations autres que la premi�ere (par des 
al
uls de S-polynômes entre f

1

et f

i

, 2 � i � n), et de

pro
he en pro
he on obtient un syst�eme o�u le dernier polynôme g

n

ne 
ontient que l'ind�etermin�ee

x

n

, l'avant-dernier ne 
ontient que x

n�1

et x

n

,. . . On r�esout alors l'�equation g

n

= 0, on obtient une

valeur pour x

n

que l'on substitue dans le polynôme pr�e
�edent et en remontant on obtient la solution
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du syst�eme. Il en va presque de même pour les bases de Gr�obner r�eduites 
al
ul�ees ave
 l'ordre

lexi
ographique. Les deux di��eren
es majeures sont d'une part que 
haque �equation fait intervenir

un polynôme p de degr�e non n�e
essairement �egal �a 1, don
 l'�equation p = 0 peut avoir plusieurs

solutions qu'il faudra substituer su

essivement dans le reste du syst�eme, d'autre part on peut avoir

plusieurs �equations 
omportant les mêmes variables. Il faut don
 les satisfaire simultan�ement, i.e.

ne garder que l'interse
tion de leurs solutions, que l'on substitue dans les autres �equations.

Par exemple, la base de Gr�obner r�eduite de l'exemple du x5.3.3 est la suivante :

f

1

se r�eduit en 0 modulo (f

2

; f

3

; f

4

),

f

2

se r�eduit en X

2

1

+ 3X

1

+ 2X

2

� 2 modulo (f

3

; f

4

),

f

3

se r�eduit en X

1

X

2

�X

1

�X

2

+ 1 modulo (f

2

; f

4

),

f

4

reste in
hang�e. La base de Gr�obner r�eduite est don
 G = fX

2

1

+ 3X

1

+ 2X

2

� 2;X

1

X

2

�X

1

�

X

2

+ 1;�X

2

2

+ 1g.

On remarque que X

1

n'apparâ�t pas dans f

4

qui est un polynôme en X

2

seulement. On le fa
to-

rise : f

4

= �(X

2

�1)(X

2

+1). ses ra
ines sont de la forme (�; 1) et (�;�1). Rempla�
ons dans f

3

et f

2

:

{ (�; 1) :

f

3

(�; 1) = �� �� 1 + 1 = 0 : f

3

a (�; 1) pour z�ero.

f

2

(�; 1) = �

2

+ 3� = �(�+ 3) : f

2

a (0; 1) et (�3; 1) pour z�eros.

{ (�;�1) :

f

3

(�; 1) = ��� �+ 1 + 1 = �2(�� 1) : f

3

a (1;�1) pour z�ero.

f

2

(�; 1) = �

2

+ 3�� 2� 2 = (�+ 4)(�� 1) : f

2

a (4;�1) et (1;�1) pour z�eros.

Les solutions du syst�eme sont don
 f(0; 1); (�3; 1); (1;�1)g.

On 
onnâ�t un majorant du nombre de solutions de 
e syst�eme (de fa�
on th�eorique au moins) :

Card(IN

n

n exp(I)) � nombre de solutions:

Plus g�en�eralement, on peut montrer que, si le syst�eme �a r�esoudre est f

1

= 0, . . . , f

s

= 0, et si

G, la base de Gr�obner de ff

1

; : : : ; f

s

g ave
 l'ordre lexi
ographique et X

1

> : : : > X

n

, est sous forme

fortement triangulaire, alors le syst�eme a un nombre �ni de solutions. Cela signi�e qu'il existe dans

G un polynôme g

n

en X

n

seulement, un polynôme g

n�1

en X

n

et X

n�1

seulement 
ontenant un

monôme de la forme a

n�1

X

d

n�1

n�1

ave
 a

n�1

et d

n�1

non nuls,. . . , un polynôme g

1

en X

1

; : : : ;X

n


ontenant un monôme de la forme a

1

X

d

1

1

ave
 a

1

et d

1

non nuls. On peut don
 r�esoudre g

n

en

X

n

, substituer une des solutions dans les polynômes en X

n

et X

n�1

, r�esoudre en X

n�1

. . . On a un

syst�eme triangulaire en les ind�etermin�ees, mais 
e syst�eme n'est pas lin�eaire.

D�e�nition 28 : forme fortement triangulaire

Soit K un 
orps et soit G un sous-ensemble �ni de K[X

1

; : : : ;X

n

℄. Soit (G

0

; : : : ; G

n

) la partition

de G d�e�nie par :

G

0

= G \K[X

1

; : : : ;X

n

℄ nK[X

2

; : : : ;X

n

℄

G

1

= G \K[X

2

; : : : ;X

n

℄ nK[X

3

; : : : ;X

n

℄

.

.

.

G

i

= G \K[X

i+1

; : : : ;X

n

℄ nK[X

i+2

; : : : ;X

n

℄

.

.

.

G

n�1

= G \K[X

n

℄ nK

G

n

= G \K
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G est sous forme fortement triangulaire ssi

i. G

n

= G \K = (0).

ii. pour tout i 2 f0; : : : ; n� 1g, il existe g

i

2 G

i


ontenant un monôme de la forme aX

d

i+1

ave


a 2 K n f0g et d > 0.

L'exemple trait�e 
i-dessus v�eri�e 
es 
onditions.

Le Nullstellensatz de Hilbert nous dit qu'un syst�eme n'admet pas de solutions ssi G

n


ontient

un polynôme 
onstant non nul.

Th�eor�eme 8 Nullstellensatz de Hilbert

Si K est un 
orps alg�ebriquement 
los et si I est un id�eal de K[X

1

; : : : ;X

n

℄,

I = K[X

1

; : : : ;X

n

℄ ssi Z(I) = f� = (�

1

; : : : ; �

n

) 2 K

n

= 8f 2 I; f(�) = 0g est �egal �a ;:

Z(I) est appel�e ensemble des z�eros de I.

Ce th�eor�eme est l'une des formulations possibles du Nullstellensatz.

Un test simple de l'existen
e de solutions 
onsiste don
 �a v�eri�er si une base de Gr�obner de I


ontient ou non un polynôme 
onstant non nul. On aimerait avoir une indi
ation plus �ne sur l'en-

semble des z�eros de I, en parti
ulier savoir si 
et ensemble est �ni a�n de le d�eterminer 
ompl�etement

si 
'est possible. Apr�es avoir test�e si I admet des solutions grâ
e au 
rit�ere pr�e
�edent, il suÆt d'exa-

miner si la base de Gr�obner est sous forme fortement triangulaire.

On appelle syst�eme alg�ebrique un ensemble �ni d'�equations de la forme f

i

= 0 o�u f

i

2

K[X

1

; : : : ;X

n

℄; 1 � i � s.

Th�eor�eme 9 Soit F un syst�eme alg�ebrique, F admet un nombre �ni de solutions (i.e. Z(I) est

de 
ardinal �ni) ssi une base de Gr�obner de (f

1

; : : : ; f

s

) pour l'ordre lexi
ographique est sous forme

fortement triangulaire.

Le le
teur int�eress�e par la d�emonstration de 
es r�esultats pourra se reporter aux ouvrages de

Mishra ou de Be
ker et Weispfenning [53, 41℄.

L'algorithme de r�esolution de 
e syst�eme alg�ebrique (l'�equivalent de la remont�ee triangulaire de

Gauss) est le suivant :

Z�eros

Entr�ees :

F = ff

1

; : : : ; f

s

g � K[X

1

; : : : ;X

n

℄

K 
orps alg�ebriquement 
los

R�esultat :

les z�eros de F si F admet un nombre �ni de solutions dans K

n

Initialisation et �elimination des 
as parti
uliers

G := gbasis (F, [X_1, ... , X_n℄, plex);

G = (G

0

; : : : ; G

n

)

si G

n


ontient un polynôme 
onstant non nul alors
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rendre un �e
he
 `pas de solutions'

sinon si G n'est pas sous forme fortement triangulaire alors

rendre un �e
he
 `nombre de solutions non �ni'

sinon

Bou
le

H := fg 2 G

n�1

g

p

n�1

:= pg
d des polynômes 2 H

X

n�1

:= f(�

n

) = p

n�1

(�

n

) = 0g

pour i := n� 1 �a 1 par pas de -1 faire

X

i�1

:= ;

pour tout (�

i+1

; : : : ; �

n

) 2 X

i

faire

H := fg(X

i

; �

i+1

; : : : ; �

n

); g 2 G

i�1

g

p

i�1

:= pg
d de tous les polynômes inH

X

i�1

:= X

i�1

[ f(�

i

; �

i+1

; : : : ; �

n

) = p

i�1

(�

i

) = 0g

�npour

�nsi

renvoyer(X

0

)

�nsi

Fin.

Cet algorithme utilise de fa�
on impli
ite une pro
�edure d'extra
tion des ra
ines d'un polynôme

�a une seule variable ainsi qu'une arithm�etique sur une extension alg�ebrique de dimension �nie d'un


orps K si K n'est pas alg�ebriquement 
los (et K est souvent �egal �a

=

Q en 
al
ul formel). En Maple,

on fera appel �a la fon
tion solve.

(( V�eri�ez )) exp�erimentalement que dans le 
as d'une seule ind�etermin�ee, l'algorithme de Bu
h-

berger 
al
ule le pg
d de la famille de polynômes donn�es en entr�ee.

(( V�eri�ez )) exp�erimentalement que dans le 
as d'un syst�eme lin�eaire, l'algorithme de Bu
hber-

ger 
orrespond �a l'algorithme d'�elimination de Gauss.

�

E
rivez 
et algorithme Zeros et testez-le sur l'exemple du x5.3.3 ainsi que sur d'autres exemples

�a votre guise.

5.4.2 Preuve automatique de th�eor�emes en g�eom�etrie

L'utilisation des bases de Gr�obner pour la preuve automatique de th�eor�emes en g�eom�etrie ne

rel�eve pas du domaine des te
hniques logiques de preuve : en e�et au
un mode de d�edu
tion logique

tel que le modus ponens par exemple n'est mis en �uvre. De plus, 
e mode de preuve repose sur une

formulation alg�ebrique du probl�eme �a traiter et il n'existe pas �a ma 
onnaissan
e de tradu
teurs

automatis�es. Cet avertissement donn�e, regardons sous quelle forme doit se pr�esenter l'aÆrmation

�a prouver : on doit avoir une formule du type :

(f

1

= 0 ^ f

2

= 0 ^ : : : ^ f

s

= 0)) (g = 0)

ave
 f

1

, . . . , f

s

et g des polynômes en n ind�etermin�ees.

On appelle la 
onjon
tion f

1

= 0 ^ f

2

= 0 ^ : : : ^ f

s

= 0 les pr�emisses de l'aÆrmation et g = 0

sa 
on
lusion.
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L'algorithme de Wu [57℄ de preuve de th�eor�emes de g�eom�etrie fon
tionne 
omme suit. On 
al-


ule une base de Gr�obner de l'id�eal I engendr�e par ff

1

; : : : ; f

s

g : G = fg

1

; : : : ; g

r

g. Si G 
ontient

un polynôme 
onstant, alors le th�eor�eme est faux (les pr�emisses se 
ontredisent), sinon on r�eduit

g par rapport �a I. Si g se r�eduit en 0, alors le th�eor�eme est g�en�eriquement vrai (i.e. vrai partout

sauf sur un ensemble de mesure nulle). En�n si g ne se r�eduit pas en 0, l'algorithme de Wu renvoie

la r�eponse (( Non 
on�rm�e )).

Il est même possible de 
onnâ�tre les �equations de l'ensemble de mesure nul sur lequel le th�eor�eme

peut ne pas être vrai, et que l'on appelle ensemble des 
as d�eg�en�er�es (par
e qu'ils sont souvent les

�equations de 
e que l'on a 
outume d'appeler 
as d�eg�en�er�es, tels qu'un triangle aplati,. . . ) : si g se

r�eduit en 0, on a une �e
riture de la forme

init(g

r

)

�

r

: : : init(g

1

)

�

1

g =

r

X

i=1

h

i

g

i

;

la 
lause init(g

r

) = 0 ^ : : : ^ init(g

1

) = 0 est appel�ee 
ondition de d�eg�en�eres
en
e asso
i�ee au

th�eor�eme.

Les limites de 
ette te
hnique de preuve sont d'une part que l'algorithme ne mar
he pas pour

n'importe quel 
orps : si on a (x

2

+ y

2

= 0)) (y = 0), 
e th�eor�eme est vrai dans IR

2

et faux dans

=

C

2

, mais l'algorithme de Wu r�epondra faux, et d'autre part l'impossibilit�e de traiter des in�egalit�es,


e qui interdit toutes les notions 
omme (( être �a l'int�erieur )), (( être �a l'ext�erieur )) d'un objet ou

(( être entre )) deux objets.

D�emontrer que dans un parall�elogramme ABCD, l'interse
tion des diagonales est le milieu de

[AC℄. On prendra pour origine A et 
omme axes AB et un axe orthogonal.

mnO(x

3

; x

4

)

mnA(0; 0) mnB(u

1

; 0)

mnC(u

2

; u

3

)mnD(x

1

; x

2

)

Fig. 5.5 { Illustration du probl�eme.

Th�eor�eme de Simson : dans le plan aÆne eu
lidien, soient trois points non align�es A, B et C.

Soit M le 
entre du 
er
le C 
ir
ons
rit au triangle (A;B;C). Soit D un point quel
onque de 
e


er
le.

Soit E la proje
tion orthogonale de D sur la droite AB.

Soit F la proje
tion orthogonale de D sur la droite BC.
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Soit G la proje
tion orthogonale de D sur la droite AC.

Montrer que E;F et G sont align�es.

En 
hoisissant 
omme rep�ere le rep�ere orthogonal, d'origine E, d'axe horizontal AB, �etablir une

formulation alg�ebrique de 
e probl�eme.

mnA

mnB

mnC

mnD

mnE

mnF

mnG

Fig. 5.6 { Illustration du th�eor�eme de Simson.

Olympiade math�ematique internationale : [50℄

Soit ABCD un 
arr�e et soientK, L,M et N tels que ABK, BCL, CDM et DAN sont des triangles

�equilat�eraux tous soit int�erieurs soit ext�erieurs au 
arr�e. Montrer que les milieux de [KL℄, [LM ℄,

[MN ℄ et [NK℄ ainsi que les interse
tions CL\BK, CM \DN , BK \AN , BL\CM , AN \DM ,

AK \BL, DM \ CL et DN \AK forment un polygone r�egulier �a 12 sommets.
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O(0; 0)

A(�y

1

;�y

1

) B(y

1

;�y

1

)

C(y

1

; y

1

)D(�y

1

; y

1

)

K(0; y

2

)

M(0;�y

2

)

L(�y

2

; 0)

N(y

2

; 0)

S(y

3

; y

4

)

T (y

5

; y

6

)

U(y

7

; y

8

)

Fig. 5.7 { Olympiade math�ematique internationale.

5.4.3 Preuve de 
ir
uits logiques

Par (( preuve de 
ir
uits logiques )) on entend que l'on veut v�eri�er si un 
ir
uit �ele
tronique,

donn�e par son s
h�ema logique, e�e
tue 
orre
tement la ou les fon
tion(s) qui lui sont demand�ee(s).

On extrait, �a partir du s
h�ema logique d'un 
ir
uit, tel que 
elui de la �gure 5.8, les fon
tions

bool�eennes repr�esentant les sorties de 
e 
ir
uit en fon
tion de ses entr�ees, en utilisant de nouvelles

variables 
orrespondant �a 
haque porte logique. On �e
rit �egalement les fon
tions suppos�ees 
al-


ul�ees par le 
ir
uit 
omme des fon
tions bool�eennes. Il s'agit alors de tester l'�egalit�e de fon
tions

bool�eennes. La majorit�e des te
hniques de test sont �a l'heure a
tuelle bas�ees sur une mise sous forme


anonique mais 
ependant 
ondens�ee des fon
tions �a 
omparer. La te
hnique propos�ee n'est don


pas repr�esentative du domaine de la preuve des 
ir
uits logiques, mais bien du 
hamp d'appli
ation

des bases de Gr�obner.

Le 
al
ul dans l'alg�ebre de Boole B = (fV rai; Fauxg;_;^;:) n'est pas possible : il manque

l'op�eration de soustra
tion, qui permet de 
onstruire les S-polynômes. On utilise la transforma-

tion de Stone qui permet de se pla
er dans un anneau.

Transformation de Stone
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a

b




x

1

x

2

x

3

x

4

x

5

sortie

porte ET porte OU porte NON

Fig. 5.8 { s
h�ema logique d'un 
ir
uit.

Elle permet de passer de l'alg�ebre de Boole �a l'anneau ZZ=2ZZ :

(S

0

)

(

+ a+ b = (a ^ :b) _ (:a ^ b)

a � b = a ^ b

et r�e
iproquement

(S

1

)

8

>

<

>

:

_ a _ b = a+ b+ a � b

^ a ^ b = a � b

: :a = 1� a

�

A partir du 
ir
uit, on �e
rit les fon
tions 
al
ul�ees par 
ha
une de ses portes. On lit sur le


ir
uit :

(S)

8

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

:

x

1

= a ^ b

x

2

= b ^ 


x

3

= a ^ 


x

4

= x

1

_ x

3

x

5

= x

2

_ x

3

sortie = x

4

_ x

5

On a sortie = F (a; b; 
; x

1

; : : : ; x

5

). On aimerait que 
e 
ir
uit 
al
ule G(a; b; 
) = ab _ b
 _ a
 (
e

qui, sur 
et exemple 
hoisi pour être faisable �a la main, saute aux yeux, mais habituellement un


ir
uit 
omporte beau
oup plus de portes logiques et son dessin a �et�e modi��e pour obtenir une

surfa
e moindre). On applique la transformation de Stone au syst�eme, �a F et �a G :

(S

0

)

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

x

1

+ ab = 0

x

2

+ b
 = 0

x

3

+ a
 = 0

x

4

+ x

1

+ x

3

+ x

1

x

3

= 0

x

5

+ x

2

+ x

3

+ x

2

x

3

= 0

F (a; b; 
; x

1

; x

2

; x

3

; x

4

; x

5

) = x

4

+ x

5

+ x

4

x

5

G(a; b; 
) = ab+ b
+ a
+ ab
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et on travaille dans l'anneau ZZ=2ZZ[a; b; 
; x

1

; x

2

; x

3

; x

4

; x

5

℄. Il s'agit de prouver que dans ZZ=2ZZ[a; b; 
;

x

1

; x

2

; x

3

; x

4

; x

5

℄, F = G (ou F +G = 0) sa
hant que les x

i

v�eri�ent le syst�eme (S

0

).

Soit I l'id�eal engendr�e par fx

1

+ab; x

2

+b
; x

3

+a
; x

4

+x

1

+x

3

+x

1

x

3

; x

5

+x

2

+x

3

+x

2

x

3

g. On sait

que 
ela revient �a montrer que F + G appartient �a l'id�eal J = (ZZ=2ZZ)[a; b; 
; x

1

; x

2

; x

3

; x

4

; x

5

℄=I.

On peut montrer que 
'est �equivalent �a tester si F +G appartient �a (x

1

+ ab; x

2

+ b
; x

3

+ a
; x

4

+

x

1

+ x

3

+ x

1

x

3

; x

5

+ x

2

+ x

3

+ x

2

x

3

; a

2

+ a; b

2

+ b; 


2

+ 
; x

2

1

+ x

1

; : : : ; x

2

5

+ x

5

). Ces derniers po-

lynômes permettent de simuler dans ZZ=2ZZ le 
al
ul bool�een (et plus pr�e
is�ement l'idempoten
e de

l'addition). Il s'av�ere que, pour notre exemple, 
et ensemble de polynômes forme une base (non

minimale) de l'id�eal qu'il engendre. Reste �a r�eduire F +G modulo 
et ensemble : on prend l'ordre

lexi
ographique ave
 x

5

> x

4

> x

3

> x

2

> x

1

> 
 > b > a, 
e qui 
onduit

6

�a F +G!

�

0.

De fa�
on g�en�erale, on �e
rit un syst�eme polynomial ave
 une variable par porte logique. On a pour

variables e

1

; : : : ; e

m

les entr�ees, x

1

; : : : ; x

k

les portes logiques et s

1

; : : : ; s

n

les sorties, et p

1

; : : : ; p

k

sont les polynômes asso
i�es aux x

i

. On a les polynômes F

i


orrespondant aux sorties du 
ir
uit et G

i

les polynômes 
orrespondant aux fon
tions d�esir�ees pour 
es sorties. On applique la transformation

de Stone �a tous 
es polynômes pour se pla
er dans ZZ=2ZZ[e

1

; : : : ; e

m

; x

1

; : : : ; x

k

; s

1

; : : : ; s

n

℄. On

teste alors pour 
haque i 2 f1; : : : ; ng si F

i

+G

i

appartient �a l'id�eal engendr�e par fp

1

; : : : ; p

k

; e

2

1

+

e

1

; : : : ; e

2

m

+ e

m

; x

2

1

+ x

1

; : : : ; x

2

k

+ x

k

g.

Cet expos�e doit beau
oup �a la th�ese de P. S�en�e
haud [55℄.

Voi
i deux exemples plus ludiques �a traiter, tir�es du livre de R.M. Smullyan, Quel est le titre

de 
e livre ? (Dunod, 1981).

Exemple :

L'a
tion se d�eroule sur une �̂le dont les habitants, 
annibales au demeurant, sont soit des Purs,

soit des Pires. Les Purs disent toujours la v�erit�e et les Pires mentent toujours. De plus, 
ertains

habitants (ind�ependamment d'être Purs ou Pires) ont la 
ara
t�eristique d'être des Loups-Garous.

Vous êtes prisonnier de trois habitants de l'̂�le dont vous savez qu'un seul est un Loup-Garou. Ils

vous disent :

A : (( Je suis un Loup-Garou )).

B : (( Je suis un Loup-Garou )).

C : (( Un au plus de nous trois est un Pur )).

Si vous devinez qui ils sont, ils vous laissent la vie sauve. C'est le moment ou jamais de faire appel

aux bases de Gr�obner !

Exemple :

Les 
o�res de la ville de Venise sont grav�es par deux familles : les Bellini et les Cellini.

Chaque fois qu'un Cellini grave un 
o�re, l'ins
ription qu'il a port�ee sur le 
o�re est fausse et 
haque

fois qu'un Bellini grave un 
o�re, l'ins
ription port�ee est vraie.

Les deux familles parti
ip�erent �a la d�e
oration de paires de 
o�res dont l'un �etait d'or et l'autre

d'argent. Chaque 
o�re �etait alors l'�uvre d'un seul homme et une paire pouvait être faite par

deux hommes de familles di��erentes.

On a la paire suivante

7

:

{ sur le 
o�re d'or est grav�ee l'ins
ription : (( Les deux 
o�res de 
ette paire furent faits par des

membres de la famille Cellini. ))

6. La notation !

�

signi�e que toutes les r�edu
tions possibles sont appliqu�ees.

7. Votre grande perspi
a
it�e vous permet même de rep�erer que 
es informations sont redondantes !
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{ sur le 
o�re d'argent est grav�ee l'ins
ription : (( Les deux 
o�res ne furent pas faits par des

membres de la même famille. ))

Le probl�eme est alors de d�eterminer qui a grav�e les 
o�res.

Con
lusion

Ce 
ours est destin�e �a illustrer le type de 
al
uls e�e
tu�es en 
al
ul formel et leurs appli
a-

tions. Vous avez d�ej�a dû vous aper
evoir que le 
al
ul exa
t est tr�es 
oûteux et que les probl�emes

trait�es sont de petite taille 
ompar�es aux probl�emes r�esolus num�eriquement. Cette 
ara
t�eristique

est port�ee �a son paroxysme dans le 
as de l'algorithme de Bu
hberger, �a 
ause de sa 
omplexit�e

doublement exponentielle.
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