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Chapitre 1

Introduction

Le premier objectif du cours est d’étudier les systémes d’équations linéaires.
Par exemple

3r—2y+1z = 5
s prostar = 11

est un systeme de deux équations linéaires en trois variables x,y et z.

1.1 Remarque. Le mot linéaire signifie que dans chaque équation la partie qui
contient les variables est un polynéome de premier degré. Dans le systeme 1.1
c’est bien le cas : 3z —2y+ iz et —%x—i—y—i— %z sont deux polyndmes de premier
degré par rapport aux variables x,y et z. Par contre, I’équation 3e® + 2y = 5
n’est pas linéaire & cause du terme exponentielle e”, et I’équation 3zy + 2y =5
n’est pas linéaire a cause du terme xy, qui est du second degré.

En face d’un systeme S comme le 1.1 on peut se poser les questions suivantes :

1. Le systeme S admet-il des solutions ?

2. Si oui, combien de solutions admet-il ?

3. Si non, peut-on trouver des solutions approchées ?

Pour poser ces questions correctement et y répondre en toute généralité,
nous introduirons des structures algébriques :

1. les sous-espaces vectoriels et les espaces vectoriels,
2. les applications linéaires,

3. les corps commutatifs,

4. les espaces euclidiens,

5. les formes quadratiques.

L’objectif principal du cours sera donc d’étudier ces structures algébriques
qui (avec d’autres, comme les groupes, les anneaux, les catégories, ...) re-
viennent dans plusieurs cours de mathématique et de physique.
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Chapitre 2

Combinaisons linéaires

Le chapitre 2 section par section

Dans ce chapitre nous allons introduire les opérations sur les vecteurs de R™
dont on a besoin pour étudier ’ensemble des solutions d’un systeme d’équations
linéaires.

1. Un systeme d’équations linéaires a coefficients réels peut étre impossible
(pas de solutions), déterminé (une solution unique) ou indéterminé (une
infinité de solutions).

2. Une solution d’un systeme a n variables est un vecteur de R”, c’est-a-dire
une n-uple ¥ = (z1,2,...,Z,) de nombres réels.

3. On peut effectuer la somme = + ¥ de vecteurs et le produit « - £ d’un
scalaire par un vecteur. Ces deux opérations permettent de construire les
combinaisons linéaires o - & + 3 - ¢.

2.1 Systemes d’équations linéaires

Un systeme d’équations linéaires est donné par un nombre fini d’équations
linéaires, chaque équation linéaire contient un nombre fini de variables. Par
exemple

3r—2y+31z = 5
S: 1x y+14z _ 2.1

est un systeme de deux équations linéaires en trois variables x,y et z. Pour
pouvoir travailler avec plus de variables, il convient de remplacer

T Yz par X1 Ty X3.

De cette fagon le systeme 2.1 s’écrit comme

3z — 2 1 = 5
s prioemtan = 2.2
—§x1+x2+ﬁx3 = 0

9



10 CHAPITRE 2. COMBINAISONS LINEAIRES

Voici d’autres exemples :

3xr1+ax0—23 = 0
S: drog + T3 = 1 trois équations en trois variables
1
—T1— %2t x3 = 3
S: { —x1 + %xz = % une équation en deux variables

2.1 Notation. La forme générale d'un systéme linéaire est :

a111 +(1121'2 +... +ainr, = b1
a21T1 + Q20T + ...+ aopx, = b
SZ 2141 2242 2ndn 2 2.3
Am1T1 + AmaT2 + ...+ ATy = by,

qui est un systeme avec m équations linéaires en n variables.
Dans le systeme 2.3 :

- les 1, xo,...,x, sont les variables,
- les a11,a12, - - ., Gmy sont les coefficients réels,
- les by,bo,...,b,, sont les termes indépendants.

Si nous notons par R I’ensemble des nombres réels, nous avons :
-a; €R (i=1,....m, j=1,...,n)
-b;eR (i:l,...,m)

2.2 Définition. Une solution d'un systéeme S a n variables est un n-uple
(x1,22,...,2,) de nombres réels qui est solution de chaque équation contenue
dans le systeme S.

2.3 Exemple. Le triplet (0,0,0) n’est pas solution du systeme 2.2 car il est
solution de la deuxieme équation (si on remplace x1 par 0, 2 par 0 et 3 par 0
dans —%xl + x9 + %xg = 0, on obtient 0 = 0) mais pas de la premiere (si on
remplace x1 par 0, xo par 0 et x3 par 0 dans 3z; — 2z9 + il‘g = 5, on obtient
0=>5).

Par contre le triplet (g, g, 0) est solution du systeme 2.2 car il est solution tant
de la premiere que de la deuxieme équation.

2.4 Remarque. Trois cas peuvent se présenter pour un systeme & d’équations
linéaires :
1. Le systeme S n’a pas de solutions. On dit que S est un systeme impossible
(ou sur-déterminé).

2. Le systeme S admet une solution unique. On dit que S est un systeme
déterminé.

3. Le systeme S admet une infinité de solutions. On dit que S est un systeme
indéterminé (ou sous-déterminé).
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Pour trouver facilement un exemple de chaque type, on peut utiliser un peu
de géométrie : 'ensemble des points du plan dont les coordonnées (1, z2) sont
solution d’une équation linéaire en deux variables

a1171 + ajpxe = by

est une droite. Dés lors, résoudre un systéme d’équations linéaires en deux va-
riables revient & chercher les points d’intersection entre les droites qui corres-
pondent aux différentes équations.

2.5 Exemple.
1.
1 — Ty = 1
Tl — Ty = -1
Les deux droites sont paralleles et distinctes, elles n’ont pas de points
d’intersection. Le systeme est donc impossible.

Xy — Ty = 0
x1+2r9 = 6
Les deux droites sont sécantes, elles ont un seul point d’intersection qui est

le point de coordonnées (2,2). Le systeme est déterminé, 'unique solution
est le couple (z1 = 2,22 = 2).

r1 — Ty = 3
—5x1+ 512 = -—15
On a deux fois la méme droite et donc tout point de la droite est point
d’intersection. Le systeme est indéterminé.

2.6 Remarque. Attention! Il ne suffit pas de comparer le nombre d’équations
avec le nombre de variables pour savoir si le systeme est impossible, déterminé
ou indéterminé. Un systeme avec plus d’équations que de variables peut étre
indéterminé :

xr1+xy = 1
201+ 229 = 2
3r14+3x2 = 3

et un systeme avec plus de variables que d’équations peut étre impossible :

.’E1+.’E2+(E3 = 0
1 t+ro+2x3 = 1

Ce qu’il faut faire c’est comparer le nombre de variables avec le nombre d’équations
linéairement indépendantes. Ceci sera expliqué dans les prochains chapitres.

2.7 Remarque. La Remarque 2.4 est valable si on cherche des solutions réelles
(ou rationnelles, ou complexes, ...) mais elle n’est pas valable si on utilise
d’autres ensembles numériques. On reviendra sur ce point dans le Chapitre 12.
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2.2 Les vecteurs de R"

Si S est un systeme de m équations linéaires en n variables, on a dit quune
solution de S est un n-uple de nombres réels. Dans la suite, plutét que n-uple
de nombres réels nous dirons vecteur de R™ et nous utiliserons les notations
suivantes :

= (z1,22,...,2n) ER" | 2z, €R (i=1,...,n).
Autrement dit :
R" ={Z = (z1,22,...,2,) | 2, €R (i=1,...,n)}.

Si & = (x1,x2,...,%,), on appelle x; la i-eme composante du vecteur Z.
Par exemple :

- Sin=1on asimplement R! =R.
-Sin=2onaR?=R xR ={(21,22) | 1 € R, 25 € R}.
2.8 Remarque. On peut représenter un vecteur & = (z1,22) de R? (ou ¥ =
(71,72, 73) de R?) de deux fagons différentes :

1. Z est un point de coordonnées (z1,z2):

2. ¥ est une fleche de composantes (z1,x2):

2.9 Notation. Si S est un systéeme de m équations linéaires en n variables,
I’ensemble de ses solutions est un sous-ensemble de R™. On va le noter Sol(S):

Sol(S) C R™.
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2.3 Opérations sur les vecteurs de R"
Pour pouvoir étudier Sol(S) il faut d’abord apprendre a effectuer des calculs
avec les vecteurs de R™.

2.10 Définition. Soit & = (z1,22,...,Zn) et §¥ = (y1,Y2,...,yn) deux vecteurs
de R™ et A € R.

1. Somme de deux vecteurs : on pose
+ :R"xXR" = R" Z+§=(1+y,T2+Y2, - Tn+ Yn)
2. Produit d’un scalaire par un vecteur : on pose
G RXR® = R" A-Z= Az, Axa, ..., ATy,)

Voici les propriétés qu’on peut utiliser en effectuant des calculs avec les
vecteurs :

2.11 Propriété. Pour tout Z,¥,Z € R™ et pour tout o, 3 € R, on a :

1. (Z+9)+Z2=2+ (§+2)
2. 2+0=2=0+4a, oa0=(0,0,...,0) € R"
3 T+y=y+2
4. Z+(—7) =0, 00 —F=—-1-7
5 (a+p) Y=a-Z+5-2
6. - (@+y)=a-Z+a -y
7 a-(8-7) = (aB) -7
8 1-#=7%
Preuve. La preuve de cette propriété est un exercice facile. O

2.12 Remarque.

1. On peut résumer la Propriété 2.11 en disant que R™ est un espace vectoriel
réel par rapport aux opérations définies dans la Définition 2.10. Dans le
Chapitre 6 on reviendra sur la définition générale d’espace vectoriel.

2. Les propriétés associatives 1. et 7. nous permettent de simplifier 'usage
des parentheses : on écrira simplement T + ¢ + 2’ et a8Z.

3. De méme, on écrira & — i en lieu de Z + (—).

En utilisant les deux opérations T + ¥ et « - £ nous pouvons créer des com-
binaisons linéaires :

2.13 Définition. Une combinaison linéaire de T,y € R™ est un vecteur de type
a-T+p-y avec a,B €R.

Plus généralement, une combinaison linéaire de &1, Ts,...,Zr € R™ est un vec-
teur de type

a1 T1+ oo T+ ...ap T avec «; € R (iZI,...,k)

Les scalaires a; sont appelés les coefficients de la combinaison linéaire.
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2.14 Remarque. Dans la définition de combinaison linéaire (2.13) il faut dis-
poser de k vecteurs &1, ..., Tk, avec k > 1. Pour compléter cette définition, nous
pouvons considérer que la combinaison linéaire vide, c¢’est-a-dire la combinaison
linéaire de zéro vecteurs, est le vecteur nul 0.



Chapitre 3

Sous-espaces vectoriels

Dans

Le chapitre 3 section par section

ce chapitre nous introduisons les sous-espaces vectoriels de R™, ainsi que

la notion de base et de dimension d’un sous-espace vectoriel.

1.

3.1

L’exemple principal de sous-espace vectoriel est donné par I’ensemble des
solutions d’un systéme homogene.

. Un sous-espace vectoriel de R™ est un sous-ensemble de R™ qui est fermé

par combinaisons linéaires.

. Une base d’un sous-espace vectoriel V est une famille génératrice minimale

de V, ou, de facon équivalente, une famille génératrice de V' formée par
des vecteurs linéairement indépendants.

Deux bases d’'un méme sous-espace vectoriel contiennent le méme nombre
de vecteurs. Ce nombre est la dimension du sous-espace vectoriel.

. Si on connait la dimension d’un sous-espace vectoriel, la recherche d’une

base devient plus facile car il suffit de vérifier que la famille est libre ou
qu’elle est génératrice.

Systemes homogenes

Un systéme homogeéne est un systéme ou tous les termes indépendants sont

nuls :

Dans

111 + Q122 + ...+ a1pnTy, = 0
a91T1 + a9 + ... + a9, = 0

SO: 2141 2242 2ndn 3.1
Am1T1 + Qoo + ...+ apntn = 0

le Chapitre 2 on a introduit les opérations & + i et « - Z afin de pouvoir

énoncer la propriété suivante :

15
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3.1 Propriété. Soit Sy un systéme homogéne en n variables et soit
Sol(Sp) C R™

l’ensemble de ses solutions. On a :

1. 0 € Sol(Sp)

2. Si &,y € Sol(Sp) alors  + § € Sol(Sp)

3. 81 & € Sol(Sp) et a € R alors o - & € Sol(Sp).
Preuve. Voir plus loin (Corollaire 7.14). (Cette preuve, bien que facile, est
fastidieuse a faire a 1’état actuel de nos connaissances. Comme beaucoup d’autres
preuves, elle sera vue plus loin, quand on disposera d’outils efficaces comme le
calcul matriciel et les applications linéaires.) O
3.2 Remarque.

1. le point 1. de la Propriété 3.1 dit qu’'un systeme homogene admet toujours
au moins la solution triviale 0 = (0,0, ...,0).

2. Les points 2. et 3. permettent, une fois obtenues des solutions &,y de Sy,
d’en construire d’autres par combinaison linéaire.

3. La Propriété 3.1 n’est pas valable si le systeme n’est pas homogene.

3.2 Sous-espaces vectoriels

On peut extraire de la Propriété 3.1 la définition suivante :

3.3 Définition. Soit V un sous-ensemble de R™. On dit que V est un sous-
espace vectoriel de R™ 8’il remplit les conditions suivantes :

1.0eV
2. Sid,yeValors®+yeV
3.SiZeVetacRalorsa-FeV.

Un s.e.v. de R™ est donc un sous-ensemble de R™ qui est fermé dans R"
par combinaisons linéaires (en particulier, un tel sous-ensemble de R™ contient
nécessairement le vecteur nul 0 ). En utilisant la Définition 3.3 on peut exprimer
la Propriété 3.1 en disant que pour tout systeme homogene Sy en n variables,
I’ensemble des solutions Sol(Sp) est un s.e.v. de R™. Cette propriété admet une
réciproque, qui est notre premier théoréme de représentation :

3.4 Propriété. Pour tout s.e.v. V de R™ on peut trouver un systéme homogéne
So en n variables tel que V = Sol(Sp).

Preuve. Voir plus loin (Exercice 4.19). O
Les propriétés 3.1 et 3.4 montrent le lien entre la notion de s.e.v. et la

résolution d’un systeme homogene. On va donc approfondir 1’étude des s.e.v.
par des exercices.
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3.5 Exercice.

1. Soit V, W deux s.e.v. de R™. Montrer que V N W est le plus grand s.e.v.
de R™ contenu dans V et dans W.

2. Soit V, W deux s.e.v. de R™. On pose :
V4+W={o+d |7V, deW}

Montrer que V + W est le plus petit s.e.v. de R™ qui contient V et W.

3. Soit {Z;};cr une famille de vecteurs de R™. On dénote par

I’ensemble de toutes les combinaisons linéaires des vecteurs Z;. Montrer
que (Z; | i € I) est le plus petit s.e.v. de R™ qui contient les vecteurs Z;.
Le s.e.v. {(Z; | i € I) est appelé le s.e.v. engendré par les vecteurs ;.

4. Soit V, W deux s.e.v. de R™. Montrer que VU W est un s.e.v. de R” si et
seulement si 'un des deux s.e.v. est contenu dans 'autre.

D’apres la Propriété 3.1 un systéme homogene Sy admet toujours au moins
une solution, la solution triviale £ = 0. Le cas plus intéressant est si Sy admet
une infinité de solutions. Le probleme qu’on se pose est alors :

Peut-on extraire de Sol(Sp) un nombre fini de solutions de sorte que toute
autre solution de Sy soit combinaison linéaire des solutions séléctionnées 7

Voyons cela d’abord sur un exemple facile.

3.6 Exemple. Considérons le systeme homogene
So: 2x1 — x5 = 0 une équation en deux variables
Sp admet une infinité de solutions qu’on peut écrire sous la forme
(z1,221) avec 1 € R arbitraire
Mais (x1,2z1) = x1 - (1,2). Si on pose ¥ = (1,2) on a alors
Sol(Sp) = {(z1,2x1) | z1 € R} = {x1 - (1,2) | 21 € R} = (¥)

Autrement dit : les solutions de Sy sont exactement les multiples du vecteur .

3.3 Familles libres, familles génératrices, bases

Introduisons ici la notion de base d’un sous-espace vectoriel, d’abord comme
famille génératrice minimale et ensuite comme famille libre et génératrice.

3.7 Définition. Soit V un s.e.v. de R" et soit ¥,...,7; € R™. Les vecteurs
U1, - .., U forment une famille génératrice de V si :

1. ¥p,...,0, €V,
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2. on peut écrire tout vecteur de V' comme combinaison linéaire de ¥y, . . . , Uy :
VeV dag,...,ap €R telsque U=a; U1 +...+ o - U -

3.8 Définition. Soit V un s.e.v. de R™ et soit ¥1,...,7; € R™. Les vecteurs
U1, - .., U forment une base de V' s’ils forment une famille génératrice minimale.
Ici minimale signifie que si on retire méme un seul des vecteurs oy, ..., U, les
vecteurs qui restent ne sont plus une famille génératrice de V. Autrement dit :

1. ¥1,...,0, €V,
2.VveVdag,...,ar €ERtelsque v =aq -7 + ...+ ag - U,
3.Vi=1,...,k la famille v1,...,%;-1,Uit1,...,U; n'est pas une famille

génératrice de V.

3.9 Exemple. Les n vecteurs de R"
& =(1,0,...,0), & =(0,1,...,0),...,&, = (0,...,1)
forment une base de R™ qu’on appelle base canonique.

Preuve. 1. famille génératrice :
- . .
Z=(x1,22,...,Tn) =21 €1+ ...+ Ty Ey

2. famille génératrice minimale : retirons un des €;, pour fixer les idées retirons
€1. Les vecteurs €s, . . ., €, ne forment pas une famille génératrice de R™ car toute
combinaison linéaire de &, ..., &, aura 0 & la premiére composante (et donc par
exemple €] lui-meéme ne peut pas s’exprimer comme combinaison linéaire de
€2y ..y En. O

La base canonique n’est pas I'unique base de R™. Par exemple, il est facile
de vérifier que les vecteurs @#; = (1,1) et ¥, = (1, —1) forment une base de R2.
On peut donc avoir plusieurs bases pour un méme s.e.v. V de R, mais elles
seront toutes formées par un méme nombre de vecteurs (on ne peut pas avoir
une base de V formée par 4 vecteurs et une deuxiéme base de V formée par 5
vecteurs). Avant de montrer cela il convient de retravailler la définition de base.
3.10 Définition. Soit v1,...,7, € R™.

1. ¥,...,0 sont linéairement dépendants ou li€és si au moins I'un d’entre
eux est combinaison linéaire des autres.

2. Dans le cas contraire ¥y, ..., U sont linéairement indépendants ou libres.

3.11 Exercice.
1. Soit v4,..., U, € R™. Les condition suivantes sont équivalentes :
(a) ¥4,..., 0% sont linéairement indépendants,

(b) SiA U1 +...4+ N\ T =0 alors \; =0 pour tout i = 1,...,k,
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(¢c)siag U1 +...+ap U =01 -01+...+ B U alors o; = f; pour
tout i =1,...,k.
2. Si ¥y,...,U est une famille libre, alors chaque v; est différent de 0.
Une famille {#} qui contient un seul vecteur est libre ssi ¥ # 0.
La famille vide (celle qui ne contient aucun vecteur) est libre.

En utilisant la notion de famille libre, nous pouvons reformuler la définition
de base d’un sous-espace vectoriel.

3.12 Propriété. Soit V un s.e.v. de R™ et soit vy,...,0; € V. Les conditions
sutvantes sont équivalentes :

1. ¥y,...,U forment une base de V, c’est-a-dire, une famille génératrice mi-
nimale de V,

2. U1,...,Ux forment une famille libre et génératrice de V,

8. U1,...,Ux forment une famille libre maximale de V, c’est-a-dire, la famille
U1,...,0 est libre et pour tout vecteur v € V, la famille vy, ..., U, U nlest
pas libre,

4. tout vecteur v € V s’écrit de fagon unique comme combinaison linéaire de
ViyeooyUk.

Preuve. A titre d’exercice, montrons 1’équivalence entre la condition 2 et la
condition 3.

2 = 3: soit ¥ € V, nous devons montrer que la famille ¢, ..., ¥,V n’est pas
libre. Pour cela, il suffit de remarquer que ¥ est combinaison linéaire de 7y, .. ., Uy
car vy, ..., U, est une famille génératrice de V.

3 = 2: soit ¥ € V, nous devons démontrer que ¥ est combinaison linéaire de
U1, ..., Ug. Puisque 1, . .., U est une famille libre maximale, la famille ¢}, ..., Uy, U
n’est pas libre, c’est-a-dire que I'un de ces vecteurs est combinaison linéaire des
autres. Deux cas peuvent se présenter :

- Soit ¥ est combinaison linéaire de /..., U, et dans ce cas la preuve est ter-
minée.

- Soit un des v;, disons ¥; pour fixer les idées, est combinaison linéaire des autres

V=g -Us+...0p U+ U

Puisque « # 0 (car ¥y, ..., 0 est une famille libre), nous pouvons écrire
I A
V= —"V1 —— "V —...— — U,
@ @ @
et la preuve est terminée. O

3.4 Dimension

Nous allons démontrer par étapes que deux bases d’'un méme sous-espace
vectoriel contiennent le méme nombre de vecteurs. Ce nombre est la dimension
du sous-espace vectoriel.
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3.13 Lemme. Soient m et n deux nombres entiers. Si m > n alors m vecteurs
de R™ sont linéairement dépendants.

Preuve. Soit #,..., ¥, une famille génératrice de R™ (par exemple la base
canonique) et soit &y,...,&,41 € R™.
On peut écrire &1 comme combinaison linéaire de v, ..., U, :

Fi=a11 -1 +...+ai, U, [32]
Si tous les coefficients sont nuls, alors 3 = 0 et donc les vecteurs &1, ..., Zn4+1

sont linéairement dépendants.
Si au moins un des coeflicients est non nul, on peut supposer (quitte a changer

Pordre) que a;; # 0. Montrons que &1, ¥, . .., ¥, est une famille génératrice de
R™: tout vecteur de R™ est combinaison linéaire de 1, ..., ¥, mais de [3.2] on
tire que v est combinaison linéaire de Z1, ¥s, ..., ¥, et donc tout vecteur de R™
est combinaison linéaire de 1, ¥, . .., U,.
On peut écrire s comme combinaison linéaire de &'y, v, ..., Uy:

To = a9 - X1 + aoals ...+ aoy - Uy, [33]

Si les coefficients ag; sont nuls pour ¢ > 2, alors ¥s = asy - 71 et donc les vecteurs
X1, T, ..., Tpy1 sont linéairement dépendants.

Si au moins un des coeffients ag; (¢ > 2) est non nul, on peut supposer (quitte
a changer 'ordre) que age # 0. Montrons que &y, 2, Vs, ..., U, est une famille
génératrice de R™: tout vecteur de R™ est combinaison linéaire de &', s, . . . , Upn,
mais de [3.3] on tire que U est combinaison linéaire de &1, &o, U5, . . ., Uy, et donc
tout vecteur de R™ est combinaison linéaire de &1, Z2, U3, . . ., Uy.

On peut répéter cet argument au plus n fois et on arrive a montrer que Z1, ..., T,
est une famille génératrice de R™. Par conséquent, Z,1 est combinaison linéaire
de Z1,...,@, et donc ¥1,..., 2y, Tne1 sont lindairement dépendants. O

3.14 Lemme. Soit V un s.e.v. de R™. Si Zy,..., T} est une famille génératrice
de V et i,...,y est une famille libre de vecteurs de V, alors k > 1.
(Autrement dit : i &1, ..., T est une famille génératrice de V, si i1, ..., 4 sont
des vecteurs de V' et sil > k, alors i1,...,4; sont linéairement dépendants.)

Preuve. On peut écrire chaque g; comme combinaison linéaire des &; :
i=an - Tr+... .+ a1k T, oo, Y= T A Ty

En utilisant les coefficients des combinaisons linéaires on obtient { vecteurs de
R

C_1:1 - (ally"'aa/lk)7 ey C_il = (alla"'aalk)
Supposons par I'absurde que [ > k. Par le Lemme 3.13 les vecteurs dy, ...,
sont linéairement dépendants. On peut alors trouver des coefficients s, ...,

non tous nuls et tels que

0:a1~&'1+...+ozl-(_1’l:(oqall—|—...+alall,...,a1a1k—|—...—|—o¢lalk)
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Par conséquent,
a1+ .oty = e+ ForapZs + - qan @+ - oga @y =

= (a1a11+...+alal1)fl—|—...—|—(a1a1k—|—...—|—ozlalk)fk =0-Z1+...+0-7% =0

et donc les vecteurs ¥/, . . ., 4 sont linéairement dépendants, ce qui est en contra-
diction avec I’hypothese. O
3.15 Propriété. Soit V un s.e.v. de R™ et soient T1,..., T et 41,...,Yy; deux

bases de V. Alors k = 1.

Preuve. Puisque 71, ...,T; est une famille génératrice de V et ¢,..., 1 est
une famille libre de vecteurs de V, par le Lemme 3.14 on a k > .

Puisque ¥, - .., 4 est une famille génératrice de V et &y, ..., T est une famille
libre de vecteurs de V, par le Lemme 3.14 on a | > k. O

Gréace a la propriété précédente nous pouvons définir la dimension d’un
s.e.v. :

3.16 Définition. Soit V' un s.e.v. de R™ et soit &y,...,Z une base de V. On
pose dimV = k.
3.17 Remarque.

1. I’Exemple 3.9 montre que dimR"” = n.

2. Le s.e.v. {0} admet la famille vide comme base. On a donc dim{0} = 0.

3.5 Recherche d’une base

Voyons comment la connaissance de la dimension d’un sous-espace vectoriel
peut aider pour trouver une base du sous-espace.

Le prochain exercice est une relecture du Lemme 3.14. En particulier, le
premier point montre que la dimension d’un s.e.v. V est le plus petit nombre de
vecteurs de V' nécessaires pour reconstruire tout vecteur de V' par combinaisons
linéaires.

3.18 Exercice. Soit V un s.e.v. de R™ avec dimV = k.

1. Sidy,...,Z; est une famille génératrice de V, alors [ > k. De plus, on peut
extraire de Z1,...,Z; une base de V.

2. Si Z1,...,4; est une famille libre de vecteurs de V, alors [ < k. De plus,
on peut compléter Zp,...,T; en une base de V.

Preuve. Le Lemme 3.14 donne [ > k dans le premier cas et [ < k dans le
deuxiéme cas.

1. Pour extraire une base de V de Z4,...,Z; il suffit d’examiner un par un les
[ vecteurs. On commence par &;: si Z; est combinaison linéaire des autres on
peut le retirer (et Zy,..., &1 reste une famille génératrice de V'), sinon on le
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garde. Et ainsi de suite jusqu’a ;.

2. Soit #1,...,yr une base de V. Comme dans la preuve du Lemme 3.13 on
peut remplacer ! des vecteurs de cette base par les vecteurs #1, ..., Z; et (quitte
a changer lordre) on obtient une nouvelle base Z1,...,%), §+1,--.,5x de V.
Attention : dans la preuve du Lemme 3.13 on montre a chaque étape que la
nouvelle famille est une famille génératrice. Ici il faut aussi montrer que elle est
libre. Voyons par exemple la premiere étape :

Ti=au - +a2- P+ ...+ a1k U

avec ay; # 0. Alors la famille &1, %5, ...,y est une famille génératrice de V'
(comme dans la preuve du Lemme 3.13) mais aussi libre : supposons d’avoir

- tag ot oG =0

Siay =0il reste ag - yo+ ... +ag -y = 0 et donc as = ... = a = 0 car
Yo, ..., Yk sont linéairement indépendants.
Sia; #0ona

- Qg ag

T1=—— Y2—-..— — Yk

aq aq
d’oli a;; = 0 en contradiction avec I’hypothese. O
A priori pour déterminer si une famille de vecteurs &1,...,Z; est une base

d’un s.e.v. V il faudrait montrer qu’elle est une famille libre et génératrice.
Une conséquence intéressante de I’Exercice 3.18 est que si on connait déja la
dimension de V il suffit vérifier seulement une des deux conditions :

3.19 Exercice. Soit V un s.e.v. de R™ avec dimV = k.

1. Si&y,..., 2 est une famille génératrice de V, alors elle est une base de V.
2. Si#y,...,Z est une famille libre de vecteurs de V, alors elle est une base
de V.

3.20 Exercice. Soient V et W deux s.e.v. de R".
1. SiV C W, alors dimV < dim W.
2. SiVCWetdimV =dimW, alors V = W.

On peut resumer ce chapitre en disant que pour connaitre un s.e.v. de R™ il
faut en déterminer une base et la dimension. Cela pose un probleme : peut-on
affirmer que tout s.e.v. de R™ admet une base ?

3.21 Propriété. Tout s.e.v. V de R™ admet une base.

Preuve. SiV = {0}. la famille vide est une base de V.

Supposons maintenant V' # {6} Soit #; € V, 7 # 0. Si tout vecteur de V est
un multiple de &, alors Z7 est une base de V et la preuve est terminée.

S’il existe un vecteur ¥o de V qui n’est pas multiple de Z7, alors &7, X2 est une
famille libre de vecteurs de V. Si tout vecteur de V' est combinaison linéaire de
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1 et Iy, alors 1, Zo forment une base de V et la preuve est terminée.
S’il existe un vecteur Z3 de V qui n’est pas combinaison linéaire de I et Zo,
alors ¥, ¥, T3 est une famille libre de vecteurs de V. Si tout vecteur de V est
combinaison linéaire de T, T2 et T3, alors 1, ¥o, ¥3 forment une base de V et
la preuve est terminée.
Et ainsi de suite ...
Ce processus s’arréte apres au plus n étapes (car dans R™ on ne peut pas avoir
plus de n vecteurs linéairement indépendants). A la derniére étape on aura donc
k vecteurs

Ty, 8 €V (k<n)

linéairement indépendants et tels que tout autre vecteur de V' est combinaison
linéaire de 71, ..., T. Cela signifie que &1, ..., &, forment une base de V. O
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Chapitre 4

Rang et méthode de Gauss

Le chapitre 4 section par section

D’apres la Propriété 3.21, il est en principe possible de déterminer une base (et
donc la dimension) de tout s.e.v. de R™. La méthode expliquée dans la preuve
de la Propriété 3.21 n’est pas efficace en pratique. Ce chapitre est consacré a
une autre méthode (dite méthode de Gauss) pour déterminer la dimension et
une base de 'espace des solutions d’un systéme homogene.

1. On peut extraire d’un systeme la matrice des coefficients et la matrice des
coefficients complétée par la colonne des termes indépendants.

2. Par des opérations élémentaires, on peut transformer une matrice en une
matrice échelonnée. Le systéeme correspondant est équivalent au systeme
de départ, mais plus simple a étudier.

3. L’espace engendré par les lignes et 'espace engendré par les colonnes d’une
matrice sont invariants par opérations élémentaires et ils sont de la méme
dimension.

4. Une fois que la matrice des coefficients est échelonnée, on peut facilement
déterminer la dimension et une base de Sol(Sp).

5. Si le systéme S admet une solution &y, alors Sol(S) = # + Sol(Sp).

4.1 Les matrices associées a un systeme

4.1 Définition. Deux systemes S et S’ sont équivalents s’ils admettent exac-
tement les mémes solutions : Sol(S) = Sol(S’).

4.2 Remarque. Une opération élémentaire sur un systéme S est une opération
qui transforme S en un systeéme S’ équivalent & S. Il y a trois types d’opérations
élémentaires :

E; : Permuter deux équations.

E5 : Multiplier une équation par un scalaire A non nul (A est appelé le facteur
de Popération élémentaire).

25
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E3 : Ajouter & une équation un multiple d’une autre équation.

Le méthode de Gauss consiste a transformer par une suite d’opérations élémentaires
un systeme S en un systéme S’ échelonné. Pour expliquer ce que systeéme
échelonné signifie il convient de considérer la matrice associée au systeme :

4.3 Définition. Une matrice a m lignes et n colonnes est un tableau de nombres
réels qui contient m lignes, chaque ligne étant un vecteur a n composantes, et
n colonnes, chaque colonne étant un vecteur a m composantes :

ail a2 ... Qin
any a9 e aon,
A =
am1 Am2 .. Qmn
On écrira aussi
— (5. V=10
A= (aw)i:L...,m

ol a;; est I’élément (ou entrée) de la matrice A qui se trouve au croisement
entre la i-eme ligne et la j-eme colonne.
On note par

Rmxn

I’ensemble des matrices a m lignes et n colonnes a coefficients réels.

4.4 Remarque. Soit

1121 + a1222 + ... + a1y, = by
S: 9121 + Ao9xo + ... + aonx, = b
U121 + 2o + ... + QnTn = b

un systeme a m équations et n variables. On peut extraire de S deux matrices :

1. La matrice des coefficients :

ail a2 e A1n
A a21 azz ... QG2n Rmxn
= . 6
am1 Am?2 cee o Qmn
2. La matrice complete :
a1 ai12 e A1n b1
a1 @22 ... Q2pn bo

(A]b) = € Rmx(+)

Ami Am2  --- Qmn  bm
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4.2 Matrices échelonnées

4.5 Définition.

1. Une matrice est échelonnée si le nombre d’entrées nulles au début de
chaque ligne augmente strictement quand on passe d’une ligne a la ligne
suivante.

2. Un systeme est échelonné si sa matrice complete est échelonnée.

4.6 Remarque. On peut effectuer les opérations élémentaires (voir 4.2) sur les
lignes d’une matrice plutot que sur les équations d’un systeme :

E; : Permuter deux lignes.
Es : Multiplier une ligne par un scalaire A non nul.
E3 : Ajouter & une ligne un multiple d’une autre ligne.
4.7 Propriété.
1. On peut toujours transformer une matrice A € R"™*™ en une matrice

échelonnée A’ € R™*™ par une suite finie d’opérations élémentaires sur
les lignes.

2. On peut toujours transformer un systéme S en un systéeme S’ équivalent
a S et échelonné par une suite finie d’opérations élémentaires.

Preuve. Remarque préalable : si la i-eéme colonne d’une matrice A est nulle
et que la matrice A’ est obtenue & partir de la matrice A par une opération
élémentaire sur les lignes, la i-éme colonne de A’ est nulle.

1. Par induction sur m:

Sim = 1, la matrice A est réduite & une seule colonne. Elle est donc échelonnée.
Supposons que la propriété soit vraie pour toute matrice a m — 1 lignes et
démontrons-la pour une matrice a m lignes.

Soit A € R™*" et supposons que la premiere colonne soit non nulle (si la
premiere colonne est nulle, on peut commencer par la deuxieme colonne, la
premiére restera nulle en appliquant toute opération élémentaire). Soit a;; # 0.
Quitte a appliquer une opération de type F; on peut supposer que aj; 7 0 et,
quitte a appliquer une opération de type E5, on peut supposer a;; = 1. On peut
maintenant tuer tous les éléments de type a;1 (¢ = 2,...,m). Pour cela il suffit
de retirer a la i-eme ligne a;1-fois la premiere ligne (ce qui est une opération de
type Ej3). Ainsi :

a11 a2 NN A1n 1 ai12 .o A1n

a21 ag9 e a9n , 0 b22 N bgn
A= . — A=

Am1 Gm2 .- Gmn 0 bpo ... bmn

On peut maintenant considérer la matrice

0 b2 ... b2y
B= :
0 bm2 cee b'rrm
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Puisque B contient m —1 lignes, par hypothese inductive on peut la transformer
en une matrice échelonnée B’ par une suite d’opérations élémentaires (par la
remarque préalable, la premiére colonne de B’ sera nulle). On a finalement :

1 aig ... Qin
A = A=
B’

2.Puisque une opération élémentaire transforme un systéme en un systeme
équivalent, le point 2. est une conséquence du point 1. O

4.8 Remarque. La matrice échelonnée A” de la Propriété 4.7 n’est pas déter-
minée de fagon unique. De méme pour le systéme S’.

4.3 Espace lignes et espace colonnes

4.9 Définition. Soit A € R™*™ (chaque ligne de A est donc un vecteur de R™
et chaque colonne est un vecteur de R™). On pose

Lign(A) = s.e.v. de R™ engendré par les lignes de A
Col(A) = s.e.v. de R™ engendré par les colonnes de A

4.10 Remarque. On sait qu’on peut appliquer les opérations élémentaires
aux équations d’un systéme (voir 4.2) ou aux lignes d’une matrice (voir 4.6).
Clairement, on peut les appliquer aussi aux colonnes d’une matrice. Plus en
générale, on peut appliquer les trois opérations élémentaires a toute famille finie

de vecteurs de R™.

4.11 Propriété. Soitvy,..., U, une famille de vecteurs de R™ et soit Wy, . .., W
une nouvelle famille obtenue a partir de la premiére famille par une suite finie
d’opérations élémentaires. Alors les deux familles engendrent le méme s.e.v. :

(U1y.on, U) = (W1, ..., W) .
Preuve. Par exemple, si un vecteur ¥ est combinaison linéaire de 7, ..., Uy
o R -
=1 U1 +...+ag- Vg
et si w; est obtenu par une opération de type Fs
1[71 = 171 + A 172
alors & est aussi combinaison linéaire de w1, v> ..., Uk :

f:al~(u‘il—)\oﬁg)+a2~172+...+ak~17k.
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4.12 Corollaire. Soit A € R™*",

1. Soit A’ la matrice obtenue a partir de A par une suite finie d’opérations
élémentaires sur les lignes de A. Alors Lign(A) = Lign(A").

2. Soit A’ la matrice obtenue a partir de A par une suite finie d’opérations
élémentaires sur les colonnes de A. Alors Col(A) = Col(A").

Le prochain corollaire nous donne une méthode facile pour déterminer la
dimension de I’espace engendré par les lignes d’une matrice.

4.13 Corollaire. Soit A € R™*™ et A’ une matrice échelonnée obtenue a partir
de A par une suite finie d’opérations élémentaires sur les lignes de A. On a :

dim Lign(A) = nombre de lignes non nulles de A’ .

Preuve. Si A’ est a lignes échelonnées, ses lignes non nulles sont des vecteurs
de R™ linéairement indépendants. Elles forment donc une base de Lign(A). O

4.14 Propriété. Soit A € Rm*":
dim Lign(A) = dim Col(A) .
On pose dim Col(A) = rang A.

Preuve. Voir plus loin (Propriété 9.29). O

4.4 Dimension et base de Sol(S))

On peut revenir au probleme de départ de ce chapitre : étudier ’espace des
solutions d’un systéme homogene.

4.15 Propriété. Soit Sy un systéeme homogéne a m équations et n variables et
soit A € R™*™ sa matrice des coefficents. On a :

dim Sol(Sp) =n —rang A.
Preuve. Voir plus loin (Corollaire 9.19). O

4.16 Exemple. Considérons le systéme homogene a 3 équations et 5 variables

T+ o4+ r3+T4+25 = 0
So: r1+3x9+3r3—24+25 = 0
xo+r3—2x4 = 0

La matrice des coefficients est
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On peut échelonner A par exemple par les opérations élémentaires
ligne 2 - ligne 1 , ligne 2 - 2. ligne 3 , ligne 2 échangée avec ligne 3

et on obtient la matrice

111 1 1
A=1011 -1 0
000 0 O

La matrice A’ contient 2 lignes non nulles et donc rang A = 2 (voir 4.13). Si on
applique maintenant la Propriété 4.15 on a

dim Sol(Sp) =n —rangA=5—2=3.

La matrice A’ nous donne aussi un nouveau systéme homogene équivalent au
systeme de départ :

1 +axot+ax3+rs+2a5 = 0
S(I)I Tot+x3—24 = 0
0 = 0

Pour déterminer une base de Sol(Sp) il suffit de trouver trois solutions linéairement
indépendantes de S). On remarque que les variables 3, x4, x5 n’apparaissent
pas en téte des équations de S). On peut effectuer trois choix linéairement
indépendants de ces variables et utiliser S pour déterminer ensuite =1 et zs.
Le plus simple est :

(0,—1). Donc #; = (0,—1,1,0,0) € Sol(Sp).

- On fixe (23,24, 25) = (0,1, 0), on remplace dans S} et on trouve (x1,z9) =
(=2,1). Donc ¥y = (—2,1,0,1,0) € Sol(Sp).

- On fixe (x3, 24, z5) = (0,0, 1), on remplace dans S} et on trouve (z1,z2) =
(—1,0). Donc 93 = (—1,0,0,0,1) € Sol(Sp).

Puisque v, U, U3 sont linéairmement indépendants, nous avons :

- On fixe (z3, 24, z5) = (1,0,0), on remplace dans S} et on trouve (z1,z2) =
1
1

dim Sol(Sy) = 3, Sol(Sp) = (¥, U, U3)
On peut aussi dire que la solution générale de Sy est
U1+ 61U+ v-U3 avec a, 8,77 € R arbitraires
ou bien que ’ensemble des solutions de Sy est donné par les vecteurs du type
-1+ B-Us+v-Us avec a, 8,77 € R arbitraires

La dimension de 'espace Sol(Sp) correspond donc au nombre de variables indé-
terminées dans la solution générale.
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4.17 Remarque. Voyons a présent comment on peut justifier le fait que dans
I’Exemple 4.16 nous avons pu choisir de fagon arbitraire les variables x3, x4, T5
pour trouver des solutions du systeme Sy. Nous avons remarqué que l’espace
Col(A) a dimension 2 (car rang A = 2). Or, en regardant la matrice échelonnée
A’ on se rend compte que la premiere et la deuxiéme colonne sont linéairement
indépendantes et forment donc une base de Col(A). Par conséquent, toute com-
binaison linéaire des trois dernieres colonnes peut s’exprimer comme combinai-
son linéaire de la premiere et de la deuxieme colonne : pour tout z3, x4, 25 € R
on peut trouver x1,zs € R tels que

1 1 1 1 1
xIy - 0 + xo - 1 = I3 1 + x4 - -1 + x5 - 0
0 0 0 0 0

Ou encore : pour tout 3, x4, x5 € R on peut trouver x1,zs € R tels que

1 1 1 1 1 0
€ - 0 +x9 - 1 +x3 - 1 + x4 - -1 + x5 - 0 = 0
0 0 0 0 0 0

C’est-a-dire, en effectuant les opérations composante par composante,

1+ To +x3+ x4 + T 0
To + T3 — X4 = 0
0 0

Finalement : pour tout x3,z4,75 € R on peut trouver xzi,z2 € R tels que
(331, T2, T3,T4, 1‘5) S SOI(S())

Pour terminer cette remarque, montrons sur un exemple qu’en général on
ne peut pas choisir de fagon arbitraire les variables qui apparaissent en téte des
équations dans le systéme échelonné. Voici I’exemple :

171+1‘2+l‘3+934 =0
1’2+£L’3+£L’4 = 0

Les variables x1, x5 apparaissent en téte, et si on fixe x1 = 1 et zo = 0 le systeme
n’a pas de solutions.

Avant de passer aux systémes non homogenes, voyons la preuve de la Pro-
priété 3.4.
4.18 Notation. Soit f = {fi, ceey f:L} une base de R™ et soit & € R™. On peut
écrire £ comme combinaison linéaire de f1,..., fn, et cela d’une seule facon :
T=a fit...+an fn

Le vecteur

aq

=1 i | eR”
an,

est le vecteur des coordonnées de & dans la base f.
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4.19 Exercice. Pour tout s.e.v. V de R™ on peut trouver un systéme homogene
Sp en n variables tel que V' = Sol(Sp).

Preuve. Soit ﬂ, cee . une base de V. On peut la compléter en une base f
de R™ (voir 3.18) :

f:{ﬁv"‘vﬁcvﬁc+17~~‘vﬁl}

Considérons la décomposition de & € R™ par rapport a la base f:

T=x1 - i+ 4xp fo+op fom +.o 20Ty

On a alors que £ € V ssi 41 = ... = x,, = 0 ssi ses coordonnées dans la base
€
— Tk
€r =
! Tr+1
Tp

sont solution du systéme homogene

Tpr1 = 0
So: :

z, = 0

4.5 Structure de Sol(S)

Dans ce chapitre on s’est pour I'instant occupé seulement des systemes ho-
mogenes. Voyons a présent comment on peut utiliser ce que nous avons appris
sur les systemes homogenes pour traiter le cas des systémes non homogenes.

4.20 Notation. Soit S un systeme a m équations et n variables, soit A € R™*"™

sa matrice des coefficients et b € R™ le vecteur des termes indépendants. Le
systeme homogene Sy associé a S est le systeme obtenu de S en remplacant
chaque terme indépendant par 0. La matrice des coefficients de Sy est donc la
matrice A elle-méme.

4.21 Remarque.

1. Notons par C1,...,C,, € R™ les n colonnes de la matrice A. Trouver
une solution de S revient exactement a exprimer b comme combinaison
linéaire de C1,...,C,. En effet, il suffit de remarquer que le systeme S

peut s’écrire comme

xlCl—l——&—xnC’n:g
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Pour voir cela, il faut effectuer les opérations composante par composante
sur les vecteurs de R™ (on peut voir aussi la Remarque 5.11). Voici un
exemple simple : considérons le systeme

. X —+ 2£82 + 31’3 = 2
4x1 4+ dxgo + 63 = 8

Si C1,C4y, C3 sont les trois colonnes de la matrice des coefficients et b est
la colonne des termes indépendantes, nous avons

Cl+202—03:g

et donc (1,2, —1) est une solution de S.
2. Il est clair aussi que
rang A < rang(A | b)

car Col(A) C Col(A | b). Dans la prochaine propriété on utilisera le rang
pour établir si un systeme admet au moins une solution.

4.22 Propriété. Soit S un systéeme avec matrice des coefficients A € R"™*™
et vecteur des termes indépendants b € R™. Les conditions suitvantes sont
équivalents :

1. S admet au moins une solution ;

2. Col(A) = Col(A | b) (c’est-a-dire : le vecteur b est combinaison linéaire
des colonnes de A) ;

3. rang A = rang(A | b) (c’est-a-dire : dim Col(A) = dim Col(A | b)).

Preuve. 1. < 2.: Voir la premiere partie de la Remarque 4.21. (Pour une
autre rédaction de cette preuve, voir le Corollaire 7.18.)

2. & 3.: Puisque on a toujours Col(4) C Col(A | b), I'équivalence entre les
conditions 2. et 3. est un cas particulier de I’Exercice 3.20. O

Si un systeme S admet au moins une solution, on peut déterminer 1’ensemble
Sol(S) en passant par le systéme homogene Sy associé a S, de fagon & pouvoir
utiliser la méthode de Gauss.

4.23 Théoreme. Soit S un systeme et Sy le systeme homogene associé. Soit Ty
une solution de S et soit ¥1,...,T une base de l’espace Sol(Sp). Les solutions
de S sont exactement les vecteurs de la forme

To+ay -T1+...+tap T avecaq,...,ar €R arbitraires.

Preuve. Voir plus loin (Exercice 5.12 ou Corollaire 7.16). O

4.24 Remarque. D’apres la Propriété 4.14, pour tout matrice A nous avons

dim Lign(A4) = dim Col(A)
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Cela implique en particulier que pour déterminer le rang d’une matrice nous
pouvons échelonner la matrice par des opérations élémentaires sur les lignes
aussi bien que sur les colonnes. Néanmoins, il faut étre attentifs au fait que, si
la matrice A est la matrice des coefficients d'un systéme S, échelonner A par
des opérations élémentaires sur les colonnes peut faire passer du systeme S a
un systme S’ qui n’est pas équivalent & S. Voici un exemple : considérons le

systeme :
S: { r1+xy = 2
r1 — Ty = 2
qui admet (x; = 2,22 = 0) comme unique solution. Si nous multiplions la

premiere colonne par 2, nous obtenons le systéme

/. 21‘1—|—1‘2 = 2
8 { 21’171’2 = 2

qui admet (z7 = 1,22 = 0) comme unique solution.



Chapitre 5

Calcul matriciel

Le chapitre 5 section par section

Dans le chapitre précédent nous avons vu que pour étudier un systeme d’équations
linéaires on fait intervenir les matrices. Il faut donc apprendre a effectuer des
opérations algébriques sur les matrices.

1. La somme de deux matrices et le produit d’un scalaire par une matrice se
font comme pour les vecteurs de R™.

2. Si le nombre de colonnes d’une matrice A est égal au nombre de lignes
d’une matrice B, on peut effectuer le produit A - B. Ce produit est défini
en utilisant le produit scalaire canonique de R™.

3. En utilisant le produit matriciel, on peut exprimer en forme compacte un
systeme d’équations linéaires et, en particulier, voir le lien ente les solu-
tions du systeme et les combinaisons linéaires des colonnes de la matrice
des coeflicients.

4. Le produit matriciel permet d’exprimer les opérations élémentaires sur une
matrice, et aussi d’exprimer le lien entre les composantes d’un vecteur dans
une base et les composantes du méme vecteur dans une autre base.

5.1 Combinaisons linéaires de matrices

5.1 Définition. Soit A € R et

ai ai12 e A1n bll b12 e bln

azi @22 ... Q2pn b21 bao ... Dba,
A= , B=

A1 Am2 -+ Gmn b1 bm2 ... b

deux matrices a m lignes et n colonnes.
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1. Somme de deux matrices : + : RM™*X™ x RMX" 5 RMXn

a1 + bi a2 +biz ... aip+bin
a1 +ba1 a2 +by ... a2, +bop
A+ B= .
Am1 + bml Am2 + bm2 e Amn + bmn
2. Produit d’un scalaire par une matrice : - : R x R™*" — R™X"
/\a11 )\a12 . )\aln
)\0,21 )\a22 e )\CLQn
AA=

Aaml A& .. AGmn

5.2 Propriété. L’ensemble R™*™ des matrices a m lignes et n colonnes est
un espace vectoriel réel (voir Chapitre 6) par rapport aux opérations définies en
5.1. Pour tout A, B,C € R™*™ et pour tout o, 5 € R, on a :

1. (A+B)+C=A+(B+0C)

2. A+0=A=0+ A, 0t 0 est la matrice dont tous les éléments sont nuls
3. A+ B=B+ A

4. A+ (-A)=0,00 —A=-1-4

5. (a+pB)-A=a-A+p-A

6. a-(A+B)=aA+a-B

Ca-(8-4) = (aB) - A

8. 1-A=A.

Preuve. La preuve de cette propriété est un exercice facile. O

5.2 Produit matriciel
5.3 Définition. Produit scalaire canonique :
R"® x R* —=R
Soit & = (x1,x2,...,&n), ¥ = (Y1,Y2,---,Yn) € R™. On pose :
EFf=ay+ O+ A Tnln = Y, Tilh
i=1,...,n
5.4 Propriété. Pour tout Z,y,Z € R™ et pour tout o, € R, on a :
1. Z2-y=9-7

2. (- Z4+B-9)-Z=a-(Z-2)+5-(§-2)

3. siZ#0, alors T-7 >0
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Preuve. La preuve de cette propriété est un exercice facile. O
5.5 Définition. Produit matriciel :

R™MXn « RXP ’ > RMXP

Soit A = (a”){zll:1 eR™" B = (bjk)lelﬁ € R™*?. On pose :

AB=(ew)iTlrn e R
c;r est le produit scalaire entre la i-eme ligne de A et la k-éme colonne de B:

it = (@i1, @iz, - -+ in) - (D1ks b2y - - - b)) = Z aijbjk

j=1,....n

5.6 Remarque.

1. Pour effectuer le produit matriciel A - B il faut donc que le nombre de
colonnes de la matrice A soit égal au nombre de lignes de la matrice B.
Si cette condition est vérifiée, on dit que A est B sont compatibles ou
composables. La condition de compatibilité entre deux matrices dépend de
l'ordre. Par exemple si A € R3*4 et B € R**5, on peut effectuer A - B
mais pas B - A.

2. Si A € R™*™ et B € R on peut effectuer tant A - B que B - A, mais
engénéral A-B# B-Acar A-BeR™ "™ et B-A e R"™™.

3. Attention : méme pour des matrices carrées A, B € R™ ™ en général
A-B#B-A.

4. Le produit scalaire de deux vecteurs (voir 5.3) est un cas particulier de
produit matriciel. Pour cela il faut regarder le premier vecteur comme une
ligne et le deuxieme comme une colonne :

sid=(x1,...,2,) ER*™ et = e R1

Yn

alors 7.y = Z ziy; € R =R
i=1,...,n
5.7 Propriété. Pour toutes matrices A, B,C et pour tout scalaire o, en sup-
posant vérifiées les conditions de compatibilité nécessaires, on a :
1. (A-B)-C=A-(B-C)
2. A-I=A=1-A, oul € R"™™ est la matrice identité : la i-éme ligne de
I est le i-éme vecteur de la base canonique de R™ (voir 3.9)

3. A-(B+C)=A-B+A-C, (A+B)-C=A-C+B-C
4. A-(a-B)=a-(A-B)=(a-A)-B
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Preuve. Voir plus loin (Corollaire 7.27). O

5.8 Remarque. Si on se restreint aux matrices carrées, on peut résumer la
Propriété 5.7 en disant que R™*"™ est une R-algébre par rapport aux opérations
de somme, produit par un scalaire et produit matriciel définies en 5.1 et 5.5. On
reviendra au Chapitre 7 sur la définition générale de R-algebre.

5.9 Remarque. Attention, le produit matriciel n’est pas simplifiable : si A, B, C'
sont des matrices (et les conditions de compatibilité sont vérifiées), alors :

1. la condition A - C = B - C n’implique pas A = B,

2. la condition C'- A = C - B n’implique pas A = B,

3. en particulier, on peut bien avoir A- B =0 avec A # 0 # B.

Voici un exemple de deux matrices non nulles qui donnent comme produit la

matrice nulle :
1 0 . 00y (00
0 0 0 1) \0 O

5.3 Expression matricielle d’un systeme

Considérons la matrice

a1 @12 A1n
A a21 a22 A2 Rmxn
= €
am1 Am?2 cer Qmn

Chaque ligne de A est un vecteur de R™ et nous les notons
Eil* = (alla cee 7a1n) ce C_im* = (am17 e 7amn)
Chaque colonne de A est un vecteur de R™ et nous les notons

a11 A1n
g1 = ; cee Qyp =
am1 Amn

5.10 Remarque. On peut exprimer le produit matriciel en utilisant la notation
précédente :

A1 ° b*l A1x * b*2 A1 - b*p

Aoy - be1  Gox - by A2 * b*p
A B= '

A~ bx1 Gwe ~bea o0 Ay - b*p

Cela permet de voir que
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1. k-éme colonne de A - B = A - (k-éme colonne de B); autrement dit

A-(bar | | bap) = (A-bur | ... | A-byp)

2. i-eme ligne de A - B = (i-¢me ligne de A) - B; autrement dit

En particulier :

A1x A1x ° B

Q% Qs * B

1. k-éme colonne de A = A - ¢},

2. i-éme lignede A=¢;- A

ou €}, et €; sont les vecteurs de la base canonique.

5.11 Remarque. Considérons un systeme

a1 + a2z + ...+ apr, = by
ao1%1 + a99%o + ...+ aspx, = bs
Am1x1 + Qoo + ...+ GnTn, = by

a m équations et n variables. En utilisant les opérations sur les matrices, on
peut exprimer S de fagon plus compacte :

1. S:A~f:57avec

a1
a21

A:

am1

ai2
a2

Am2

Z1 b
eR™ | F= : eR",

Tn bm

>
I

2. 8121 @x1 + X2 Aeo+ ...+ Ty - dep = b, avec

Autrement dit : ¥ =

Tn

A1n
— . m
y ey Oy = : eR

afmn

est solution de S: A - = b si et seulement si

$16*1+1'25*2++£L’n6_i*n:b

Preuve.

e R™
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1.
A+ T a1121 + a12%2 + ... + 1Ty
. doy - T a21x1 + ag2xo + ... + aonTy
A~x: . =
(_im* z Am1T1 + Gm222 + ... + AmnTn
2.
AZ = A-(r1-81+a2-é+...4+x, &)

= x1-A-e1+ay-A-&+...+x, A€,
= Ila*1+Igd*2++Ind*n

O

5.12 Exercice. A titre d’exercice, voyons une premiere preuve du Théoreme
4.23 (pour une deuxiéme preuve, voir le Corollaire 7.16).

Soit S: A-# = b un systéme, Sy le systéme homogene associé, 7y € Sol(S) et
&1, ..., 2 un base de Sol(Sp).

Montrons d’abord que pour tout aq, ..., ax, le vecteur Zo+aq-Z1+...+ g - Tp
est solution de S:

A (To+ay Ty +. . Aap-Tp) = A-To+ar-A-Ti+...ap-A-Tpy =b+0+...+0=0

Réciproquement, montrons que si ¢ est solution de S, alors il peut s’écrire sous
la forme f = Zo+ @1 - T1+ ...+ Qg - £k : nous avons A- Ty = bet A-y= g, d’ou
A-Zg—A-if=0, ou encore A - (Zy — 7) = 0. Cela signifie que Z, — 7 € Sol(Sp)
et donc ¥y — i est combinaison linéaire de &1, ..., Z. Par conséquent, on peut
trouver ayq,...,ax € R tels que ¥y — ¥ = a1 - ¥1 + ... + ay - Tk, d’ou la these.

5.4 Opérations élémentaires, changement de base

Les opérations élémentaires (voir 4.6 et 4.10) peuvent s’interpréter en termes
de produit matriciel :

5.13 Définition. Une matrice élémentaire E € R™*™ est une matrice obtenue
en appliquant une opération élémentaire aux lignes ou aux colonnes de la matrice
identité I € R™*"™.

5.14 Propriété. Soit A € R™*™,
1. Soit A’ € R™*"™ o matrice obtenue en appliquant une certaine opération
élémentaire auzx colonnes de A, et soit E € R™™" [a matrice élémentaire
obtenue en appliquant la méme opération élémentaire aux colonnes de

I eR"™™ Ona:
A'=A-FE

2. Soit A’ € R™*™ la matrice obtenue en appliquant une certaine opération
élémentaire aux lignes de A, et soit E € R™*™ [a matrice élémentaire
obtenue en appliqguant la méme opération élémentaire aux lignes de I €
anxm. On a :

A=E-A
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5.15 Exercice. Considérons la matrice

/123 o
A‘(4 5 G)ER

et lopération élémentaire “échanger la premiere et la deuxieme ligne”. Si on
applique cette opération élémentaire a la matrice identité

— 10 2%2
(3 0)en

on obtient la matrice élémentaire

— 0 1 2X2
FE = ( 1 0 ) eR
Calculons maintenant

(0 1 12 3\ (45 6\
E'A_(l 0)'(4 5 6)_<1 2 3)‘A
La nouvelle matrice A’ € R?*3 est bien la matrice que I'on obtient de A en
échangeant la premiere et la deuxieme ligne.

Pour terminer ce chapitre, voyons comment changent les coordonnées d’un
vecteur si on change la base sur laquelle on décompose le vecteur.

5.16 Remarque. Soit e = {€1,€5,...,€n}, [ = {fl,ﬁ, .. ,ﬁ} deux bases de
R™. Nous pouvons exprimer chaque vecteur de la base e par rapport a la base

f:

€1 an - fi+ag - fot+ ..ot an - fn
€ = ai2-fi+axn-fot+...+an2-fn
gn = aln'f1+a2n'f2+-~~+ann’fn

On peut en extraire la matrice changement de base

ail a2 Ain

az a2 a2n L .
e = =(re1| ré2|...| reén)

Qan1 an2 e Ann

Preuve. On a

F=o1-€1+ag-€+...+aq, €, =



42 CHAPITRE 5. CALCUL MATRICIEL

= al'(all'ﬁ+a21'f;+~~~+an1'ﬁ’b)+~'~+an'(a1n'ﬁ+a2n'f;+“~+ann'ﬁl) =

:(a1a11+...+ana1n)~f_i—|—...+(041an1—|—...+anann)-fn

et donc
ai1 a2 N A1n,
@1a11 + ... +apain " (6751
. a1 as2 . a2n N
T = : = = pr el
Q10p1 + ... + Qplpn ' Qp
apl Ap2 ... Qpp

5.18 Exercice. Considérons les bases e et f de R? ci-dessous

c={a=(3)e=(1)) ={a=(1)a=(2)}

6

et le vecteur ¥ = ( 4

> € R2. On cherche & déterminer .7 et $ .

2
-1
Pour déterminer ;& nous pouvons passer par la matrice changement de base :

Puisque £ =2 - €] — 1 - €5, nous avons que & =

puisque €1 = 2 - fi +2- ]?2 et €, =3 ]?1 -1 fé, la matrice changement de base
est donnée par
2 3
er = ( 2 1 >
Finalement, nous obtenons

g gea= (220 (2)=(1)

Pour vérifier la réponse trouvée : 1- f; +5- fo = 2.



Chapitre 6

Espaces vectoriels réels

Le chapitre 6 section par section

A partir de 'espace des vecteurs R™ et de 'espace des matrices R™*"™, nous
pouvons dégager la notion générale d’espace vectoriel.

1. R™ et R™*™ sont des espaces vectoriels, mais beaucoup d’autres exemples
importants rentrent dans cette définition.

2. Tout espace vectoriel admet une base : si la base est finie, tout résultat
mentionné dans les chapitres précédents pour R" reste valable, mais il y
a aussi des espaces vectoriels qui n’ont pas de bases finies.

6.1 Définition et exemples

Nous avons déja rencontré deux exemples d’espaces vectoriels : I’espace R™
des vecteurs & n composantes (voir 2.11) et lespace R™*™ des matrices a m
lignes et n colonnes (voir 5.2). Voyons maintenant la définition générale d’espace
vectoriel réel :

6.1 Définition. Un espace vectoriel réel est donné par :
1. un ensemble V' dont les éléments sont appelés vecteurs et notés Z, 7, . . .
2. un élément 0 € V appelé vecteur zéro ou vecteur nul

3. une opération binaire appelée somme

VxV =V, (Z9)—2+7
4. une opération binaire appelée action

RxV =V, (,Y)) »a-&

Ces données doivent satisfaire aux équations suivantes : pour tout Z, 4,2 € V et
pour tout o, B € R:
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® NS o WD

Un espace vectoriel réel est donc un quadruplet
V,0eV,VxV >V, RxV V)
Pour simplifier les notations nous écrivons simplement V.

6.2 Exercice. Soit V' un espace vectoriel réel.
1. SiZd+Z=y+Zalors =4
2. 0-Z =0 pour tout Z € V.
3. a~6:6pourtouta€R.

Preuve.
L i+Z=j+7=i+7-Z=§+7-Z=i+0=§+0=0=7
2.0+0-F=0-Z=(04+0)-Z=0-F+0-F=0=0-7
3.0+a-0=a-0=a-(04+0)=a-0+a-0=>0=a-0

6.3 Exercice. Dans un espace vectoriel, le produit entre un scalaire et un
vecteur est simplifiable :

1. Sia-Z=a«a-yavec a+#0, alors ¥ = 7.
2. Sia'f:5~favecf#6, alors a = .
3. En particulier, sia-Z=0,alors @ =0 ou Z = 0.

La définition de sous-espace vectoriel de R™ (voir 3.3) garde son sens si on
remplace R™ par un espace vectoriel arbitraire :

6.4 Définition. Soit V' un espace vectoriel réel et W un sous-ensemble de V. On
dit que W est un sous-espace vectoriel de V' s’il remplit les conditions suivantes :
.0ew
2. SiZ,je Walors T +ye€ W
3.SideWetacRalorsa-ZeW.

6.5 Exemple.

1. R™ avec les opérations définies en 2.10 est un espace vectoriel réel.
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2. R™*™ avec les opérations définies en 5.1 est un espace vectoriel réel.

3. L’ensemble des polynémes a une indéterminée
Rlz] = {ag + a17 + agz® + ... + a,2™ | n € N,a; € R}

est un espace vectoriel réel par rapport a la somme usuelle de polynomes
et & l’action définie par

a-(ap + a1z + asr® + ...+ anx") = aap + aarx + aasx® + ...+ aa,z™
4. De facon analogue, I’ensemble des polynémes a plusieurs indéterminées
Rlzq,. ..,k

est un espace vectoriel réel.

5. Si X est un ensemble quelconque, I’ensemble des fonctions définies sur X
et a valeurs réelles

F(X,R) = { fonctions X — R}
avec somme et action définies par

(f+9)(@) = f(z) +9(z), (a-f)(z)=af()

est un espace vectoriel réel.

6. Si V est un espace vectoriel et W est un s.e.v. de V, alors W est lui-méme
un espace vectoriel par rapport a la restriction a W de la somme et de
I’action de V.

7. Pour chaque n € N fixé, ’ensemble
R[z],, = { polynémes de degré < n}

est un s.e.v. de R[z]. Et si m < n, alors R[x],, est un s.e.v. de R[z],.
8. Si X est un sous-ensemble convenable (voir cours d’analyse) de R, alors
(a) Cont(X,R) = { fonctions continues X — R}
(b) Der(X,R) = { fonctions dérivables X — R}
(¢) Int(X,R) = { fonctions intégrables X — R}
sont des s.e.v. de F(X,R).

6.2 Espaces finiment engendrés

Il y a une différence essentielle entre les exemples 6.4.1, 6.4.2, 6.4.7 d’une
part, et les exemples 6.4.3, 6.4.4, 6.4.5, 6.4.8 de l'autre part : les premiers
admettent une base finie, les autres n’admettent pas de base finie. Nous de-
vons donc adapter la terminologie utilisée pour R™ pour traiter ces nouveaux
exemples.
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6.6 Définition. Soit V' un espace vectoriel réel et X un sous-ensemble de V.

1. X est une famille génératrice de V si tout vecteur de V' est combinaison
linéaire de vecteurs de X.

2. X est une base de V si X est une famille génératrice de V et si toute
famille finie de vecteurs de X est une famille libre.

3. V est finiment engendré (ou de type fini) si V admet une famille génératrice
finie.

Tout espace vectoriel admet une famille génératrice (il suffit de prendre X =
V') mais certains espaces ne sont pas finiment engendrés :
6.7 Exemple.

1. La base canonique (voir 3.9) est une base finie de R™, qui est donc finiment
engendré.

2. Soit E;; € R™*™ la matrice dont tous les éléments sont nuls sauf I’élément
de place (i) qui vaut 1. Les m - n matrices E;; forment une base finie de
R™*"  qui est donc finiment engendré.

3. Les n+ 1 polyndmes
Py(z) =1, Pi(x) =z, Py(z) = 22, ..., Py(z) = 2"

forment une base finie de R[z],, qui est donc finiment engendré.

4. R[z] n’est pas finiment engendré. En effet, soit X une famille finie de
polynémes et soit
p= Mazx{degP | P € X}

Toute combinaison linéaire de polynomes tirés de X aura degré plus petit
ou égal a p. Par conséquent, un polynome de degré plus grand que p ne
peut pas étre engendré a partir de X.

5. Rlx] admet une base infinie : les polynémes
Po(x) =1, Pi(x) =z, Py(x) = 22, ..., Py(z) = 2™, Pyyq(x) = 2" ..
forment une base de Rz].

Les résultats concernants les notions de famille génératrice, famille libre, base
et dimension énoncés dans le Chapitre 3 relativement aux s.e.v. de R™ restent
valables pour tout espace vectoriel finiment engendré. Les voici en synthese :
6.8 Propriété. Soit V un espace vectoriel.

1. Si&y,..., % est une famille génératrice de V et i1, . ..,y est une famille
libre, alors | < k.

2. SiZ1,...,T est une base de V, alors toute base de V' contient k vecteurs.
On pose k= dim V.

3. Si 'V est finiment engendré, alors il admet une base finie.
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4. SidimV =k et si Z1,...,7; est une famille génératrice de V, alors k <
et on peut extraire de Z1,...,Z; une base de V.

5. SidimV =k et si &1,...,2; est une famille libre, alors k > 1 et on peut
compléter la famille Ty, ..., T; pour obtenir une base de V.

6. Si'V est finiment engendré, tout s.e.v. de V est finiment engendré

Preuve. Les preuves vues dans le cas de R" s’adaptent au cas général. En
détail :
1. Voir Lemme 3.14.

2. Voir Propriété 3.15.
3. Voir Propriété 3.21.
4. Voir Exercice 3.18.1.
5. Voir Exercice 3.18.2.
6. Voir Propriété 3.21.
O
6.9 Théoréme. Tout espace vectoriel réel admet une base (éventuellement in-
finie).
Preuve. La preuve de ce théoreme est une version transfinie de la preuve de
la Propriété 3.21. Elle dépasse le cadre de ce cours. O
6.10 Remarque. Si V est un espace vectoriel et &1,...,Zx est une base de V,

nous savons que toute autre base de V' contient k vecteurs, ce qui nous permet de
parler de dimension d’un espace de type fini (voir 6.8). Dans le cas des espaces
non nécessairement de type fini, ce qu’on peut montrer est que si un espace
admet deux bases X et Y, alors les éléments de X sont en bijection avec les
éléments de Y. La notion de bijection entre ensembles et entre espaces vectoriels
sera étudiée au Chapitre 8 (pour deux ensembles finis, étre en bijection revient
a avoir le méme nombre d’éléments), mais la théorie de la base pour les espace
non finiment engendrés ne sera pas développée dans ce cours.
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Chapitre 7

Applications linéaires

Le chapitre 7 section par section

Dans le Chapitre 6 nous avons étudié les espaces vectoriels. Les applications
linéaires sont les fonctions entre espaces vectoriels qui préservent la structure
d’espace vectoriel.

1. A toute matrice A € R™*™ on peut associer une fonction L 4: R® — R™.
Ceci est I'exemple guide d’application linéaire entre espaces vectoriels.

2. Pour chaque application linéaire, on peut introduire la notion de fibre,
noyau et image. Le noyau et I'image sont des sous-espaces vectoriels.

3. L’exemple L4 permet d’appliquer les résultats généraux sur les applica-
tions linéaires aux systemes d’équations linéaires.

4. Les applications linéaires entre deux espaces vectoriels fixés forment un
espace vectoriel. De plus, les applications linéaires peuvent se composer
en donnant des nouvelles applications linéaires.

5. Dans le passage A — L 4 entre matrices et applications linéaires, le produit
matriciel correspond a la composition d’applications linéaires. Ceci permet
entre autre de montrer que le produit matriciel est associatif.

7.1 Définition et exemples
7.1 Définition. Soit V, W deux espaces vectoriels réels et soit

L:V W

une fonction. La fonction L est une application linéaire si pour tout &,y € V et
pour tout « € R on a :

1. L(a- %) = o - L(7)
2. L(Z+§) = L(Z) + L)

49
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7.2 Exercice. Soit L: V — W une application linéaire. Montrer que si 71, . . .
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V sont linéairement dépendants, alors L(#1),...,L(Zk) € W sont linéairement
dépendants.

7.3 Exemple. Soit A € R"™*". L’application

LAZRTL%RWL, LA(f)ZA-f

est linéaire. En effet, par la Propriété 5.7 on a :

La(a-Z)=A-(a-Z)=a - (A-T)=a Ls(Z)
La@+§) =A (T+9)=A-T+A-§=La(Z)+ La(®)

7.4 Exemple.

1. Exemples d’applications linéaires L: R? — R?:

(a) Rotation autour de lorigine.
(b) Projection orthogonale sur une droite passant par lorigine.
(¢) Symétrie orthogonale par rapport & une droite passant par lorigine.

. Exemples d’applications linéaires L: R3 — R3:

(a) Rotation autour d’une droite passant par l’origine.

(b) Projection orthogonale sur une droite passant par 'origine ou sur un
plan passant par l'origine.

(¢) Symétrie orthogonale par rapport & une droite passant par lorigine
ou par rapport a un plan passant par ’origine.

. Exemples d’applications linéaires L: R — R: les seules fonctions R — R

qui sont linéaires sont les applications du type
Lz)=a-x
avec o € R fixé. En effet, si L: R — R est linéaire et si ’on pose a = L(1),

Liz)=Lz-1)=2-L(1)=2 -«

. Les translations

T:R* 5 R", T(Z) = + 7o

avec To € R™ fixé ne sont pas des applications linéaires (sauf si # = 0).

. L’application

L: R[z], = R"™ | L(ag + a1z + asx? ... + anz™) = (ag, a1, ..., a,)

est une application linéaire.
(a) La primitivation [: Cont([a,b],R) — F([a,b],R) est une application
linéaire.
(b) L’intégration ff: Int([a,b],R) — R est une application linéaire.
(¢) La dérivation 9: Der(]a,b,R) — F(Ja,b[,R) est une application
linéaire.

7. Si W est un s.e.v. de V, l'inclusion W — V est une aplication linéaire.

7.5 Exercice. Soit L: V — W une application linéaire. Montrer que L(G) = 0.

Preuve. 0+ L(0)=L(0)=L(0+0)=L(0)+ L(0)

O

, Tk €
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7.2 Fibre, noyau et image

7.6 Définition. Soit L: V — W une application linéaire.

1. Soit b € W fixé. La fibre de L au point b est le sous-ensemble de V défini
par ~
Fp={r €V telsque L(Z)=0b}

2. Le noyau de L est le sous-ensemble de V' défini par
Ker L =F;={F€V telsque L(¥)=0}
3. L’image de L est le sous-ensemble de W défini par
ImL = {L(Z) tels que eV}

7.7 Remarque. On peut décrire I'image Im L de deux autres fagons :

—

ImL={yeW tels que il existe Z €V tel que L(Z¥) =7y}
ImL={yeW tels que Fy# 0}

7.8 Exemple.
1. Soit
L:R?* =R, L(z1,13) =21
Pour tout b € R, la fibre de L au point b est F, = {(b, z2) | 22 € R}
2. Soit
L:R—R?*, L(z)=(z,0)
et soit b = (a,b) € R? fixé. Si b # 0, alors la fibre Fy est vide. Sib =0
alors Fj = {a}.
3. Soit D: R[z], = R[x],—1 la dérivation

D(ag + a1z + asr® + ...+ anx™) = ay + 2ax + ... + na,z" !
- Soit by + bix +box® + ...+ by_12" L = be R[z],—1 fixé. La fibre de

L en b est Uensemble des primitives du polynéme b:

1 1 1
.FB': {b[)x+ §b1$2 + §b2$3++ Ebnflirn—"_l€ | ke R}

- Le noyau de L est Ker L = R[z]o = R.

7.9 Propriété. Soit L: V — W une application linéaire.
1. Ker L est un s.e.v. de V.
2. Im L est un s.e.v. de W.

Preuve. Voyons la deuxiéme condition de la définition de s.e.v. (6.4) :
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1. Si Z,i € KerL, alors L(Z+ ) = L(&) + L(§) = 0+0 = 0 et donc
£+ vy € Ker L.

2. Si d@,b e ImL, alors il existe Z, 5y €V tels que L(¥) = a
conséquent, L(Z + §) = L(Z) + L(y) =@+ b et donc @+ b € Im L.

7.10 Notation. Soit V un espace vectoriel, U un s.e.v. de V et &y € V un
vecteur fixé. On pose

To+U={Z+u|ueU}
Attention : en général Zy + U n’est pas un s.e.v.

7.11 Propriété. Soit L: V — W wune application linéaire et soit beW.
1. Fy # 0 si et seulement si beImL.
2. SoitbeImL et soit Ty € F fivé. On a : Fy =T+ Ker L.
Preuve. beImL & JFZcV|L(F)=b & T F; & F;#0
Pour montrer F; = o + Ker L montrons la double inclusion :

To + Ker L C Fp: soit § € Ty + Ker L, alors § = %o + & pour un certain
# € KerL. On a que L(§) = L(Zo+ &) = L(Zy) + L(Z) = b+0 = b et donc
ye .7:5

Fy € %o + Ker L: soit § € F;. On peut écrire § = 2y + (§ — #o) d’ont
g € &y + Ker L car §f — ¥y € Ker L. En effet, L(§ — %y) = L(y) — L(Zy) =
b—b=0.

O
7.12 Exercice. Soit L: V — W une application linéaire et soit X C V une
famille génératrice de V. Montrer que {L(Z) | Z € X} est une famille génératrice
de Im L. Autrement dit : Im L est le plus petit s.e.v. de W qui contient L(Z)
pour tout ¥ € X.

Preuve. Un vecteur b est dans Im L ssi il existe ¢ € V tel que L(v) =
b. Puisque X est une famille génératrice de V, nous pouvons écrire v comme
combinaison linéaire de ¥y, ..., %, avec &1,...,Z, € X:

U= -T1+...+a, Ty
Par linéarité, nous avons

gzL(ﬁ):L(a1-fl+...+an~i"n):a1~L(5c’1)—|—...—|—an~L(a_fn)

Cela montre que {L(Z) | ¥ € X} est une famille génératrice de Im L. O
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7.3 Application aux systemes linéaires

7.13 Exemple. Cet exemple explique pourquoi les applications linéaires sont
I’outil approprié pour étudier les systemes d’équations linéaires.
Soit A € R™*™ une matrice fixée et soit

LA:Rn—)Rm, LA(f):A~f

I’application linéaire associée & la matrice A.

1. Pour tout b € R™, la fibre F; est précisement I'ensemble des solutions du

systeme S': A-Z=0
Fi = Sol(S)

En effet, 7 € Sol(S) & A-@=bs La(F) =be T F;.

2. Le noyau Ker L 4 est précisement 1’ensemble des solutions du systeéme ho-
mogene associé Sp: A- ¥ =0

Ker L4 = Sol(Sp)
En effet, Z € Sol(Sy) @ A - F=0e Lao(Z) =0 FecKerLy.

7.14 Corollaire. Soit Sy: A-Z = 0 un systéme homogéne a n variables. L’en-
semble Sol(Sp) de ses solutions est un s.e.v. de R™.

Preuve. On a Sol(Sy) = Ker L4 par 7.13, et Ker L4 est un s.e.v. par 7.9. [

7.15 Corollaire. Soit A € R™*™ une matrice fixée et soit Lo: R" — R™
Uapplication linéaire associée a A. Alors :

Col(A) =Im L4

Preuve. Soit b € R™. Nous savons que b € Im L 4 ssi Fy # 0 (voir 7.11) et que
b € Col(A) ssi Sol(S) # 0, ou on considere le systéme S: A -7 = b (voir 4.22).
Puisque F3; = Sol(S), (voir 7.13), nous avons que belmLyssibe Col(A),
c’est-a-dire Im L4 = Col(A). O

7.16 Corollaire. Soit S: A-Z =1b un systeme d’équations linéaires et soit Ty
une solution de S. Alors :

Sol(8) = @y + Sol(Sp)
ot Sp: A-Z =0 est le systéme homogéne associé.
Preuve. Par 7.13 et 7.11 on a Sol(S) = F; = Zo+Ker Ly = Zo +Sol(Sp) [

7.17 Exercice. Soit A € R™*™ une matrice fixée et soit L4: R™ — R™ l'ap-
plication linéaire associée a A. En utilisant I’Exercice 7.12, montrer a nouveau
que Col(A) =Im L4 (voir 7.15).
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Preuve. Considérons la base canonique €1, ..., €, de R™. Par 'Exercice 7.12,
Ly(€1),...,La(€,) est une famille génératrice de Im L4 :
ImLs=(La(€1),...,La(€))
Par la Remarque 5.10 on a pour tout ¢ =1,...,n
La(e;) = A-é€; =i-éme colonne de A
et donc Im L 4 est I'espace engendré par les colonnes de A. O

7.18 Corollaire. Un systeme S: A- 7 = b admet au moins une solution si et
seulement si b € Col(A).

Preuve. S admet au moins une solution ssi il existe ¥ € R™ tel que A-7 =
ssi il existe & € R™ tel que L (Z) = b ssi b € Im Ly = Col(A).

O oy

7.4 Opérations sur les applications linéaires

Pour le restant de ce chapitre on va étudier les opérations qu’on peut effectuer
sur les applications linéaires.

7.19 Propriété. Soient V et W deux espaces vectoriels réels. L’ensemble
Lin(V, W)

des applications linéaires de V- a W est un espace vectoriel réel par rapport aux
opérations

Lin(V, W) x Lin(V, W) — Lin(V, W), (L, T) = L+T
R x Lin(V, W) — Lin(V, W) , (a,L)+— a-L
définies par
(L+T)(&) = L&) +T(Z) (a-L)(&) = a-L(Z)

Preuve. 1l faut montrer que L + T et « - L sont des applications linéaires
et que les deux opérations ci-dessus satisfont aux conditions de la définition
d’espace vectoriel (voir 6.1). Nos montrons ici seulement que L + T satisfait &
une des conditions de la définition d’application linéaire (voir 7.1). Le restant
de la preuve est laissé en exercice.

(L+T)Z+9) =L@+ +T(Z+7y) = LT+ LY +T@+T(Y) =
= L(Z) + T(Z) + L(y) + T(§) = (L + T)(Z) + (L + T)(9)
O

7.20 Propriété. Soit L: U - V,T:V — W et R: W — Z des applications
linéaires entre espaces vectoriels réels.
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1. L’identité
idy:V — V ’Ldv(f) =7
est une application linéaire.

2. La composée
ToL:U—=W, (TolL)(@ =T(L(Z))

est une application linéaire.
3. Ona Loidy=L=idyoL e Ro(ToL)=(RoT)olL.

Preuve.
1. et 3. Evidents.
2. (ToL)(Z+y) =T(L(T+y)) =T(LE) + L(Y) = T(LE)) + T(L(Y) =
(T o L)(Z) + (T o L)(¥).
(ToL)a-2&)=T(L(a-Z)) =T(a- L(¥)) = - T(L(Z) = a- (T o L)(Z).

7.21 Définition.
1. Une R-algébre est un espace vectoriel réel V. = (V, 6,+,') muni d’une
opération de produit

VXV -V, (£,9)—»Zoy

et d’un élément unité 1 € V tels que pour tout Z,7,Z € V et pour tout
a€eR

(a) To(yoZ)=(Lof)o

b) ToZ=Z=7o01

(c) To(f+2)=Fof+ToZ
(d) (4 §)oZ=To0Z+ioZ

To(a-g)=a-(Foy)=(a L)oy
2. SiV et W sont deux R-algebres, un homomorphisme de R-algebres F': V —
W est une application linéaire telle que pour tout Z,5 € V

(a) F(Zoy) = F(T)o F(y)
(b) F(ly) = 1w
7.22 Exemple. R"*" est une R-algebre, voir 5.7.

7.23 Propriété. Soit V un espace vectoriel réel. L’espace vectoriel Lin(V, V)
des application linéaires de V vers V est une R-algébre. Le produit est la compo-
sition d’applications linéaires, ’élément unité est l’application linéaire identité
(voir 7.20).

Preuve. Voyons par exemple la condition (c¢) de la Definition 7.21 :

(Lo (R+9))(F) = L(R+5)(7 )) L(R(Z) + 5(7)) =
= L(R(Z)) + L(S(7)) = (L o R)(Z) + (L o 5)(Z)
Ceci étant vrai pour touthV,0naLo(R+S):LoR+LoS. O
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7.5 Produit matriciel et composition
Nous voulons montrer ici que le produit matriciel correspond, dans le passage
AeR™"— Ly € Lin(R",R™)

a la composition d’applications linéaires. Commencons par observer qu’'une ap-
plication linéaire est completement déterminée par sa restriction a une famille
génératrice :

7.24 Lemme. Soit X une famille génératrice d’un espace vectoriel V et soit
L, T:V — W deux applications linéaires. Si L(Z) = T(Z) pour tout ¥ € X,
alors L ="T.

Preuve. Tout ¥ € V est combinaison linéaire de vecteurs de X :
T=a1 - T1+...+a, & avec & eX (i=1,...,n)

Par conséquent, grace a la linéarité de L et T nous obtenons

—

LW)=Llag - &1 +...+an - Zp)=a1- L(&1)+ ...+ an - L(Z,) =
:OtlT(.fl)++OénT(fn):T(Otlfl++Oénfn):T(’L7)

O

La prochaine propriété justifie la définition du produit matriciel : il corres-
pond a la composition entre applications linéaires.

7.25 Propriété. Soit A € R™*"™ B € R"*P deux matrices et soit A-B € R™*P
la matrice produit (5.5). Considérons les applications linéaires associées (7.3)

Li:R* 5R™ Lp:RP 5R® Lap:RP 5 R™
Onaque LyoLg=1Lj.p.

Preuve. En utilisant le Lemme 7.24, il suffit de montrer que (Lao Lp)(€;) =
L 4.p(€;) pour €1, ..., €, la base canonique de RP. La Remarque 5.10 nous donne

(LaoLg)(€;)=La(Lg(€;)=A-(B-¢;)=A- (i-eme colonne de B) =

= 4-éme colonne de A- B = (A-B)-é = La.p(€)
O

7.26 Lemme. Soit A, B € R™*™ et considérons les applications linéaires as-
sociées :

Ly:R" - R™, Lg:R" —R™.
Si Ly = Lpg alors A = B.
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Preuve. Si La(Z) = Lp(¥) pour tout &£ € R", nous pouvons choisir comme
Z les n vecteurs €7, ..., €, de la base canonique de R™. On a alors

i-eéme colonne de A = A-¢&; = L(€;) = Lp(€;) = B+ €; = i-éme colonne de B
dou A= B. O
7.27 Corollaire. Le produit matriciel est associatif.

Preuve. Soit A € R™*" B € R"*P et C' € RP*4. Par la Propriété 7.25 et le
caractere associatif de la compositions de fonctions (7.20), nous avons

L. (p.cy=LaoLlp.c = Lao(LpoLc) = (LaoLp)oLc = LapoLc = La.p).c

et par le Lemme 7.26 nous pouvons conclure que A-(B-C)=(A-B)-C. O

A chaque matrice A € R™*"™ nous pouvons associer une application linéaire
Ly: R™ — R™ définie par L4 (%) = A - Z (voir 7.3). On a ainsi une fonction

g: R™*™ — Lin(R",R™) , e(A) = La

7.28 Propriété. Soit ¢: R™*™ — Lin(R™,R™) définie par e(A) = L4 .
1. e: R™*" — Lin(R™,R™) est une application linéaire.

2. : R™" — Lin(R",R") est un homomorphisme de R-algébres.

Preuve. Il faut montrer quatre conditions (voir 7.1 et 7.21) :
1. e(A+ B) =¢(A) +e(B)
2. ela-A)=a-e(4)
3. e(A-B)=¢(A)oe(B)
4. e(I) = idgn

La condition 3. est donnée par la Propriété 7.25. Voyons par exemple la condition
1.
e(A+B)(X)=Layp(@)=(A+B)- Z=A-Z+B- =

= La(Z) + Lp(Z) = (La + Lp)(7) = (e(A) +&(B))(Z)
Ceci étant vrai pour tout ¥ € R”, on a (A + B) =¢(A4) +¢(B). O
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Chapitre 8

Théoreme de représentation

Le chapitre 8 section par section

L’objectif de ce chapitre est de démontrer le théoréme de représentation suivant :
Les espaces vectoriels R™*™ et Lin(R™, R™) sont isomorphes.

1.

Un isomorphisme est un cas particulier de fonction bijective. Commencons
donc par étudier les fonctions injectives, surjectives et bijectives.

. Un isomorphisme est une application linéaire bijective. Deux espaces vec-

toriels sont isomorphes ssi ont méme dimension.

.SidimV = n et dimW = m, le passage A — L, entre matrices et

applications linéaires (déja introduit dans le Chapitre 7) est en effet un
isomorphisme R™*" ~ Lin(V,W). Pour expliciter cet isomorphisme, il
faut fixer une base de V' et une base de W.

. Le passage inverse L — ;L. donne la matrice associée & une application

linéaire L: V — W par rapport a une base e de V' et a une base f de W.

. Si on change les bases de V' et W, le lien entre les deux matrices associées

a une méme application linéaire s’exprime par un produit matriciel.

. Pour terminer ce chapitre, un clin d’oeil a la théorie des catégories.

8.1 Functions injectives, surjectives, bijectives

Pour arriver au théoreme de représentation qui est ’objectif de ce chapitre,
nous devons tout d’abord fixer la terminologie.

8.1 Définition. Soit f: X — Y une fonction entre deux ensembles.

1. f est injective si pour tout x1,x2 € X, f(x1) = f(x2) implique 1 = .
2. f est surjective si pour tout y € Y il existe un z € X tel que f(z) = y.

3. f est bijective (ou f est une bijection) si elle est injective et surjective.

99
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8.2 Remarque. Toute fonction f: X — Y peut se décomposer comme une
fonction surjective suivie par une fonction injective : f = f; o f

N A

Im f

11 suffit pour cela de poser fs(z) = f(z) pour tout z € X et f;(y) = y pour tout
y €Im f.

Par exemple, la fonction f: R — R définie par f(z) = x* n’est pas surjective,
mais elle devient surjective si on considere comme ensemble d’arrive I’ensemble
R des réels positifs. Autrement dit, f = f; o f; ol fs: R — RT est définie par
fs(x) = 2% et f;: RY — R est simplement I'inclusion de Rt dans R.

2

8.3 Exercice. Considérons deux fonctions
f g
X—Y —7.
. Si f et g sont injectives, alors g o f est injective.
. Si f et g sont surjectives, alors g o f est surjective.

. Sigo f est injective, alors f est injective.

=W N

. Si go f est surjective, alors g est surjective.
8.4 Exercice. Soit f: X — Y une fonction.
1. Si X # 0, les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) f est injective,
(b) pour tout h,k: Z — X, si foh= fok alors h =k,
(c) il existe une fonction g: Y — X telle que go f =idx

i

~

Y

X

2. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) f est surjective,
(b) pour tout h,k: Y — Z,si ho f =ko f alors h =k,
(c) il existe une fonction g: Y — X telle que f o g = idy

id
Y4Y>Y

N

X
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8.5 Lemme. Considérons trois fonctions

Yy g1 X f y 92 X

Si fogy =idy et goo f =idx, alors g = go.

Preuve. Puisque f o g3 = idy, f est surjective (8.4.2); donc pour montrer
que g1 = go il suffit de montrer que gy o f = g2 o f (8.4.2). Puisque g0 f = idx,
f est injective (8.4.1) ; donc pour montrer que g; o f = go o f il suffit de montrer
que fogiof = fogsof (84.1). Or,

fogrof=idyof=f=foidx=/fogaof.
O

8.6 Corollaire. Une fonction f: X — Y est bijective si et seulement si il existe
une fonction g: Y — X telle que go f =idx et fog=1idy.

Preuve. Par 'Exercice 8.4, f est injective et surjective si et seulement si il
existe g1,¢92: Y — X telles que fog; =idy et g o f = idx. Par le Lemme 8.5
on a que g1 = go et le corollaire est démontré. O

8.7 Définition. Deux ensembles X et Y sont en bijection (notation : X ~Y) s’il
existe une bijection f: X — Y ou, de fagon équivalente, s’il existe un bijection
g:Y = X.

8.8 Exercice. Montrer que deux ensembles finis sont en bijection si et seule-
ment si ils contiennent le méme nombre d’éléments.

La Définition 8.1 et les résultats 8.3, 8.4, 8.5 et 8.6 sont valables en particulier
pour les applications linéaires. Dans le cas des applications linéaires on a aussi
la propriété suivante :

8.9 Propriété. Soit L: V — W une application linéaire.

1. L est injective si et seulement si Ker L = {0 }.

2. L est surjective si et seulement si ImL = W.

3. L est bijective si et seulement si il existe une application linéaire T: W —

V telle que LoT =idw et T o L =idy.
Preuve.
1. Si L est injective et & € Ker L, alors L(Z) =0 = L(0) et donc Z = 0.
2. Evident par la définition de Im L.

3. D’apres le Corollaire 8.6, il reste & montrer que T est linéaire : en utilisant
la linéarité de L et le fait que L oT = idw, on a

L(T(ij1 +92)) = i + %2 = L(T(31)) + L(T(32)) = L(T (1) + T'(3)2))

dou (i +32) = T'(

i1)+T(2) car L est injective. De méme pour montrer
que T(a-9) =a-T(y

).
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O

8.10 Exercice. Soit V, W, U trois espaces vectoriels et L: V — W, T: W — U
deux fonctions telles que la composée T o L est linéaire. Montrer que :

1. Si T est linéaire et injective alors L est linéaire.

2. Si L est linéaire et surjective alors T est linéaire.

8.2 Isomorphismes entre espaces vectoriels

8.11 Définition.

1. Un isomorphisme entre deux espaces vectoriels V' et W est une application
linéaire bijective L: V — W.

2. Deux espaces vectoriels V et W sont dits isomorphes s’il existe un isomor-
phisme V' — W (ou, de facon équivalente, W — V). Notation : V ~ W.

3. Si L: V — W est un isomorphisme, ’application linéaire T: W — V telle
que LoT =idw et T o L = idy est appelée application inverse et notée
L7t

8.12 Exemple. Soit A € R™*" et soit L4: R™ — R™ 'application linéaire
associée a la matrice A.

1. L4 est surjective ssi pour tout beR™le systeme S: A - & = b admet au
moins une solution.

2. L4 est injective ssi pour tout beR™ e systeme S: A- & = b admet au
plus une solution ssi le systéme homogene Sp: A-Z = 0 admet une solution
unique.

8.13 Exemple. Les espaces vectoriels R[z],, et R"*1 sont isomorphes :
Rz], ~ R* !,
Preuve. Nous pouvons considérer I’application linéaire
L:Rlz], = R"™ | L(ag + a1z + ...+ anz™) = (ag,a1,...,a,).
Il suffit de montrer que L est injective et surjective, ou bien de trouver
L71: R 5 R(z],

telle que Lo L' = idgn+1 et L' o L = idgy,, . Il faut bien évidemment choisir
L~ Y(ag,a1,...,a,) = ap + a1 + ... + a,a™. O

On peut remarquer que les deux espaces vectoriels isomorphes de ’Exemple
8.13 ont méme dimension. En effet, un lien étroit existe entre la dimension et
I’isomorphisme. Pour préciser cela nous avons besoin de deux lemmes.

8.14 Lemme. Soit L: V — W une application linéaire.
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1. Si&y,..., %, est une famille libre et L est injective, alors L(Z1), ..., L(Zy,)
est une famille libre.

2. Soit &1, ...,%Z, une famille génératrice de V. L’application L est surjective
si et seulement si L(Z1), ..., L(Z,) est une famille génératrice de W.

Preuve. 1.Siaq-L(Z1)+...4+a, L(Z,) = 6, par linéarité on a L(ay -Z1+. . .+
A Tn) = 0. Mais puisque L est injective cela implique que a1-Z1+. . .4-apn-&p = 0.
Et puisque &1, ..., %, est une famille libre, on en tire a1 = ... =a, = 0.

2. 581 %y, ...,%, est une famille génératrice de V, par I’Exercice 7.12 nous savons
que Im L est le s.e.v. de W engendré par L(Z1),...,L(Z,). Par conséquent : L
est surjective ssi InL = W ssi L(Z4),..., L(Z,) est une famille génératrice de
Ww. O

8.15 Lemme. (Propriété universelle de la base) Soit V,W deuz espaces vec-
toriels, €1,...,€, une base de V et vy,...,y, des vecteurs arbitraires de W. II
existe une et une seule application linéaire

L:V->W
telle que L(€;) = ¢; pouri=1,...,n.

Preuve. L’unicité d’une telle application linéaire est garantie par le Lemme
7.24. Voyons l'existence : si T est un vecteur de V, on peut 1’écrire comme

F=a;-€1+...+ay,- €,
et cette écriture est unique. Si L est linéaire et L(€;) = ¥, il faut définir
Li@)=a1-th+...+an Yn.
Il est facile de vérifier que 'application L ainsi définie est linéaire. O

8.16 Remarque. La propriété universelle de la base reste valable méme si
I’espace V n’est pas de type fini : soit V, W deux espaces vectoriels, E C V une
base (finie ou infinie) de V et {yz | € € E} des vecteurs arbitraires de W. 1l
existe une et une seule application linéaire

L:V W

telle que L(€) = ¢z pour tout € € E.
La preuve est la méme que dans le cas de dimension finie.

8.17 Propriété. Soit V,W deuz espaces vectoriels, avec V de type fini. Les
espaces V et W sont isomorphes si et seulement si W est de type fini et dimV =
dim W.

Preuve.
=: Si L: V — W est un isomorphisme et €7, . .., €, est une base de V, alors par
le Lemme 8.14 L(é1),...,L(€,) est une base de W. Par conséquent, dim W =
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n=dimV.

<: Soit €1, ..., €, une base de V et soit j:i, cee f;L une base de W. Par le Lemme
8.15 il existe une (unique) application linéaire L: V' — W telle que L(¢&;) = f;
pour ¢ = 1,...,n. Par le Lemme 8.14 L est surjective. Elle est aussi injective :

si¥r=ay-€1+...+a,- e, €KerL, alors

0= L(Z) = L(ay-& +. . .4an-y) = a1-L(&)+. . .4an-L(Ey) = ar-fi+. . +an-fn

Puisque fh ey f;l est une famille libre, on a forcement a1 = ... = a,, = 0 et

donc ¥ = 0. O
Comme corollaire de la propriété précédente nous obtenons le théoreme de

représentation pour les espaces vectoriels finiment engendrés :

8.18 Corollaire. Un espace vectoriel réel W est isomorphe a R™ si et seulement
st W est de type fini et dim W = n.

Preuve. 1l suffit de poser V = R" dans la Propriété 8.17. O

8.3 Le théoreme de représentation pour les ap-
plications linéaires

Nous pouvons a présent revenir a ’application linéaire
g: R™*™ — Lin(R",R™) , e(A)=La

pour completer ’énoncé de la Propriété 7.28 et obtenir ainsi le premier théoreme
de répresentation pour les applications linéaires.

8.19 Propriété. L’application linéaire
g: R™*™ — Lin(R",R™), e(A)=La
est un isomorphisme.

Preuve. Nous avons déja démontré dans le Lemme 7.26 que, pour A, B €
R™*" i Ly = Lp alors A = B. Autrement dit :

e(A)=¢(B) = A=1B,

c’est-a-dire que ¢ est injective. Il reste donc a montrer qu’elle est aussi surjective.
Soit L: R®™ — R™ une application linéaire. Nous cherchons une matrice A €
R™*™ telle que (A) = L, ¢’est-a-dire telle que L4 = L. Pour découvrir comment
il faut définir A, supposons pour un moment qu'une telle matrice existe. La
condition L4 = L signifie que pour tout & € R™ on a L (Z) = L(¥). En
particulier nous pouvons choisir comme vecteurs Z les n vecteurs €4, €s,..., €,
de la base canonique de R™ et la condition précédente devient L (€;) = L(€&;),
c’est-a-dire
A-é;=L(e) Yi=1,...,n
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Mais, d’apres la Remarque 5.10,
A - €; = i-éme colonne de A

ce qui montre que le seul candidat possible est la matrice A dont les colonnes
sont 'image par L des vecteurs de la base canonique de R™:

A= (L(é1) | L(€2) | ... | L(€n))

Il reste a vérifier qu’effectivement Ly = L et, grace au Lemme 7.24, pour cela
il suffit de montrer que L 4(€;) = L(€;) pour i = 1,...,n. Cela revient a

L4(€;) = A- €& = i-eme colonne de A = L(&;)
ou la derniere égalité est la définition méme de A. O
8.20 Corollaire. L’application linéaire
e: R™"™ — Lin(R™,R"), e(A) =1Ly
est un isomorphisme de R-algébres.
Preuve. 1l suffit de choisir m = n dans 8.19. O

8.21 Lemme. Soit L: V — V' et T: W — W’ deuz applications linéaires.

1. La fonction
—oL: Lin(V/,W) - Lin(V,;IW), S+ SolL

est une application linéaire. De plus, si L est un isomorphisme avec inverse
L=, alors — o L aussi est un isomorphisme avec inverse — o L™1.

2. La fonction
To—: Lin(V,W) - Lin(V,W'), S+—ToS

est une application linéaire. De plus, si T est un isomorphisme avec inverse
T alors T o — aussi est un isomorphisme avec inverse T o —

Preuve. 1.1l faut vérifier que pour S, R € Lin(V,W) et « € R on a
(S+R)oL=SoL+RoL et (a-S)oL=a-(Sol).
C’est un exercice. Pour la deuxieme partie, on a
(SoL)yoL '=So(LoLY)=So0id=S

et analoguement (So L™1)o L =S.
2. Semblable au point 1. Voyons par exemple que T o (S+ R)=ToS+ToR:

(To(S+R)@) =TS+ R)(D) = T(5(Z) + R(T)) =
= T(S(&)) + T(R(¥)) = (T o S)(&) + (T o R)(E) = (T 0 S + T o R)()
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8.22 Corollaire. (Théoréme de représentation pour les applications linéaires)
Soit VW deux espaces vectoriels avec dimV =n et dim W = m. Alors

1. Lin(V, W) ~ R™x"
2. dimLin(V, W) =m x n.

Preuve. 1. Puisque dimV = n et dim W = m, d’apres le Corollaire 8.18 nous
avons des isomorphimes V ~ R" et W ~ R". Par le Lemme 8.21 on a alors

Lin(V, W) ~ Lin(R",R™).
Si on compose cet isomorphisme avec 1’isomorphisme
Lin(R",R™) ~ R™*"

de la Propriété 8.19, on obtient 'isomorphisme cherché.
2. 1l suffit d’appliquer la Propriété 8.17 a I'isomorphisme obtenu dans 1. O

8.4 La matrice associée a une application linéaire

Cette longue section est consacrée a analyser le Corollaire 8.22 pour bien
apprendre son usage. La difficulté principale vient du fait que 'isomorphisme

Lin(V, W) ~ R™x"

n’est pas canonique. Cela signifie que pour 'expliciter il faut effectuer des choix.
Il faut notamment choisir une base de I’espace V' et une base de I'espace W, et si
on change les bases choisies on obtient un isomorphisme différent. Voyons cela
en détail.

8.23 Remarque. Soit e = {€,...,€,} une base de V et f = {ﬁ, ey fm} une
base de W. Rappelons la notation 4.18

= (x1,...,¢p)SIZ=x1 -1+ ...+ Ty €

fg: (yla'“;ym) Sig::lh fl++ymfm
Nous pouvons construire les isomorphismes

E:V 5 R® E(F) = .7
EL.R*" >V E " Ywy,...,¢p) =211+ ...+ 1 Ep

F: W —R™ F(gj’):fﬂ'
FL.R™" W F Yy, .. oym)=v1-fi+. +Ym fm
Autrement dit :

E(é;) = i-eme vecteur de la base canonique de R™

—

7
F(f;) = i-eme vecteur de la base canonique de R™

A partir d’'une application linéaire L: V — W nous pouvons maintenant
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1. construire une nouvelle application linéaire

R e

2. en vertu de la Propriété 8.19, nous obtenons une unique matrice A € R"*"
telle que Ly = F o L o E71, clest-a-dire telle que le diagramme suivant
commute

v—rsw

‘| |r
R™ > R™

La

3. si nous adoptons la notation A = ¢L., la commutativité du diagramme
précédent nous dit que la matrice yL. est I'unique matrice a m lignes et
n colonnes telle que pour tout ¥ € R™

fL(f) = fLe- T [8.1]
Les points 1., 2. et 3. ci-dessus décrivent explicitement ’isomorphisme

o—o —1 —
Lin(V, W) —=°% . Lin(R",R™) —>Rgmx» L+ fL,

On peut décrire explicitement I’isomorphisme dans la direction opposée :
Rmxn — > Lin(R", R™) =P _ i w) A AS
ott AJ: V — W est donc I'unique application linéaire telle que pour tout Z € V
fAL@) = A & [8:2]

La formule [8.1] permet de reconstruire I’application linéaire L & partir de
la matrice fL. et aussi de construire la matrice fL. elle-méme. En effet, en
choisissant comme vecteur & les vecteurs €1, ..., €, de la base e de V on a :

rL(E) = ple- (€)
= ;L. -i-eme vecteur de la base canonique de R"
= i-eme colonne de 7L,

8.24 Exemple.

1. Considérons I'application linéaire
D: Rlz)s — Rlz]y, D(ag+ a1z + asz® + azz®) = a1 + 2asx + 3azx®

et les bases e = {1, 2,22, 2%} de Rlz]3 et f = {1, 2,22} de Rx].
Pour déterminer la matrice D, il faut calculer

D) = 0 = 0-1+0z+ 022
D) = 1 = 1-1+0z+ 022
D(?) = 20 = 0-1+2x+ 022
D(z?) = 322 = 0-1+ 0z + 322
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0100
De=100 2 0
000 3

Une fois la matrice ;D,. trouvée, nous pouvons l'utiliser pour calculer
D(P) sans plus utiliser la définition explicite de D. Calculons par exemple
D(P) pour P(x) =3+ 4z + 522 + 623 € R[x]3: puisque

3

4

EP_ 5

6

on a d’apres la formule [8.2]

01 00 Z 4
/D(P)=;D.-.P=|0 0 2 0 == 1w
0 0 0 3 6 18

Finalement, D(P) = 4 + 10z + 1822.

. Considérons comme application linéaire
L:R? - R?

la rotation d’angle # autour de ’origine, et cherchons L. ol e est la base
canonique de R2. Puisque

1 cos 0 —sin@
L<O>:<sin9> etL<1>:< cos 0 )

I _ cosf —siné
e7e ™\ sinf cosf

on a

Par exemple
L( 1 > _ ( cosf —sind ) ' ( 1 > _ ( cosf —2sinf )
2 sinf  cosf 2 sinf + 2 cos 6
. Considérons comme application linéaire
L:R? - R?

la projection orthogonale sur la premiere bissectrice et cherchons (L. ou
e est la base canonique de R?. Puisque

f(o)= (1) ()~

N———
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eLe—<

Cherchons maintenant L. ou

on a

N[00 | =

N o] —
v

e = {éll = (1’ l)aéIQ = (1’ _1)}

Puisque €] est sur la droite de projection et &, est orthogonale & la droite
de projection, on a
L(e) =& et L(&) =0

1 0
e/Le/:<OO>

Pour calculer L d’un vecteur quelconque de R? on peut utiliser soit oL,
s0it ¢ Ler. Cherchons par exemple L(1,2):

o i{1)-a(3)-(})

(b) Puisque (1,2) = 3¢, —

et donc

1>
5€5, Ol &

efL(;): e/Le,.<;;>:<

et donc L(1,2) = 3¢} + 0&, = (3, 3).

4. Soit V un espace vectoriel. Considérons I'application identité

Onlw
N—

idy: V=V

et cherchons la matrice .(idy ). ot e = {€,...,€,} est une base de V.
Puisque .(€;) est le i-eéme vecteur de la base canonique de R™, la matrice
(idy ). est la matrice identité T € R™*".

5. Considérons a nouveau l'application identité
idy: V>V

et cherchons la matrice . (idy ). ot e = {€1,...,€é,} et e/ ={€&},...,é,}
sont deux bases de V. Puisque

e (€)= ¢1d(€;) = oide - o(€;) = i-éme colonne de . id,
on retrouve la matrice changement de base de la Remarque 5.16
e’ (idV)e = e’Ie

8.25 Exercice. Déterminer tous les polynomes P de degré plus petit ou égal
3 4 tels que fol P=0= f?l p.
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Preuve. L’ensemble des polynoémes P de degré plus petit ou égal a 4 tels que
fl P=0= fi)l P est le noyau de I'application linéaire

0
L:R[z]y - R*, L(P)= (/OIR/_OIP)

Fixons e = {Py(z) = 1, Pi(x) = =z, Py(z) = 2%, P3(z) = 23, Py(z) = 2} et
f=1{(1,0),(0,1)} comme bases de I'espace R[x]4 et de 'espace R?. La matrice
associée a L par rapport a ces bases est

1 1L
tLe = ( 1
€ 1 75
Puisque rang yLg = 2 (les lignes sot linéairement indépendantes), dim Ker L =
5 — 2 = 3. En regardant les colonnes de la matrice, nous pouvons observer que
L(&) = 2L(&;), d’ou € — 2¢; € Ker L, c’est-a-dire x — 22° € Ker L. De méme,
L(é1) = 3L(e3) et L(é1) = 5L(€5), Aot 1 — 32%,1 — 52* € Ker L. Finalement,

ol =
N

N

Y= =

Ker L = (x —22%,1 — 3221 — 52%)

8.5 Changement des bases

Les deux dernieres points de I’Example 8.24 suggerent le probleme suivant :
si L: V — W est une application linéaire et si on fixe deux bases e et ¢/ de V
et deux bases f et f’ de W, quel lien existe entre la matrice yL. et la matrice
f'Ler 7 Pur y répondre nous utilisons la pripriété suivante :

8.26 Propriété. Soit L: V. — W et T: W — U deuz applications linéaires

entre espaces de type fini, e une base de V, f une base de W et g une base de
U. Alors

g(ToL)e= gTf- sLe

Preuve. D’apres la Remarque 8.23 nous savons que les matrices satisfont et
sont déterminées par les conditions

J(TOL) &) = ,(ToL)e .2 VYZeV
(L) = fLe- T VieV
AW = Ty 5y VyeWw

Cela donne :
(T o L)(Z) = T (L(Z)) = Ty fL(Z) = oIy L+ T

et donc 4(T o L), = Ty - sLe. O
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8.27 Corollaire. Soit L: V — W wune application linéaire entre espaces de type
fini et soient e, e’ deuz bases de V et f, f' deux bases de W. Alors :

f/Le’ - f’If . fLe . eIe’
ot y/1s et oI sont les matrices changement de base.
Preuve. 1l suffit d’appliquer la Propriété 8.26 a la situation

2d id
Ve y L w Yy

en prénant comme base de V la base ¢ au départ et e & larrivée, et comme
base de W la base f au départ et f’ & larrivée. O

8.28 Exercice. Soit e,¢’ deux bases d’un espace vectoriel V. En utilisant la
Propriété 8.26 et les exercices 8.24.4 et 8.24.5 montrer que

eIe"e’Ie:I et e/Ie‘eIG/:I'

8.6 Divagation

Pour préciser davantage le théoreme de représentation des applications linéaires
(Corollaire 8.22) il faudrait utilisier le language de la théorie des catégories : la
catégorie dont les objets sont les espaces vectoriels de type fini avec une base
choisie et les fleches sont les applications linéaires, est équivalente a la catégorie
dont les objets sont les nombres naturels et les fleches sont les matrices. D’un
cOté on associe a n € N l'espace vectoriel R” muni de sa base canonique et
a une matrice A € R™*™ DPapplication linéaire L4: R® — R™ (voir 7.3). De
Pautre coté, si L: V' — W est une application linéaire, e = {€1,...,€,} est une
base de V et f = {ﬁ, ey fm} est une base de W, on associe a L la matrice
tLe € R™*™ (voir 8.23). Les Propriétés 7.25 et 8.26 expriment la fonctorialité
de ces constructions, et le diagramme commutatif

V—Low

El lF
R’n _ Rm
La
de la Remarque 8.23.2 exprime la naturalité de l’isomorphisme E: V — R"

induit par la base e de 'espace V. Tout ceci, bien que élémentaire, dépasse le
cadre de ce cours.
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Chapitre 9

P

roduit d’espaces vectoriels

Le chapitre 9 section par section

Dans ce chapitre nous étudions le produit d’espaces vectoriels. Cela nous per-
mettra d’établir le théoreme du rang, qui donne un lien entre le noyau et 'image
d’une application linéaire.

1.

Le produit cartésien d’espaces vectoriels est muni d’une structure cano-
nique d’espace vectoriel. Dans le cas de dimension finie, sa dimension est
la somme des dimensions des différents espaces.

. Une application facile est le calcul de la dimension d’une somme directe

de sous-espaces vectoriels.

Le théoréeme du rang nous dit que pour toute application linéaire L: V —
W, on a une décomposition V ~ Ker L x Im L.

. Le théoreme du rang, combiné avec le théoreme de représentation des

applications linéaires, permet d’étudier l'injectivité et la surjectivité des
applications linéaires ...

. ...et aussi de calculer la dimension d’une somme quelconque de sous-

espaces vectoriels.

. Une autre application du théoreme de représentation est que I’espace lignes

et I'espace colonnes d’une matrice ont méme dimension.

9.1 Produit cartésien d’espaces vectoriels

9.1

Définition. Soit X,Y deux ensembles. Le produit (cartésien) de X et Y’

est I’ensemble

XxY={(z,y)|zeX,yeY}

muni des projections

mx: X XY 2> X nx(z,y)=z et my: X XY >V ny(z,y)=y.

73
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9.2 Remarque.

1. Si Z est un troisiéeme ensemble, se donner une fonction f: Z — X x Y
revient exactement a se donner deux fonctions

g:Z—X et h:Z—->Y.

En effet :
(a) siona fonposeg=mxofeth=myof,
(b) sion a g et hon pose f(z) = (g(z),h(z)).
2. On peut de la méme maniere faire le produit d’une famille finie d’ensembles

X1 x Xogx...x X,

ou d’une famille infinie d’ensembles
H X;.
icl
9.3 Propriété. Soit V,W deux espaces vectoriels réels. Le produit cartésien
VxW
est un espace vectoriel par rapport aux opérations “composante par composan-
te” :
Ovxw = (6V76W)
Rx(VxW)=VxW, a-(0,0) = (a7
(VxW)x(VxW)=VxW, (th,d)+

De plus, les projections

, o W)

(Ua, Wa) = (U1 + U, Wy + Wa)

Ty VW=V  aw: VXW->W
sont des applications linéaires.
Preuve. La preuve est laissée en exercice. U

9.4 Remarque. La Propriété 9.3 explique pourquoi, si V' et W sont deux es-
paces vectoriels, la structure d’espace vectoriel de V' x W est définie composante
par composante : c’est en effet la seule structure d’espace vectoriel qu’on puisse
mettre sur I'ensemble V' x W pour que les projections my: V X W — V et
mw: V X W — W soient deux applications linéaires. De plus, avec une telle
structure, si U est un troisieme espace vectoriel et G: U — Vet H: U — W
sont deux fonctions, alors la fonction

F:U—-VxW F(u)=(G),H(u))
(voir Remarque 9.2) sera linéaire si et seulement si G et H sont linéaires.

9.5 Exemple.



9.2. SOMME DIRECTE DE SOUS-ESPACES VECTORIELS 75

1. L’espace R™ est le produit de n copies de R.
2. La fonction F': R[z]3 — R[z]s x R* définie par

F(ag + a1z + axx® 4 azx®) = (a1 + 2a9x + 3azz?, (ag, a1, az, az))
est linéaire car les deux composantes
Rlz]s = Rlz]2, ao+ a1z + a2x2 + a3x3 — a1 + 2a0x + 3a3x2

Rlz]s = R, ag + a1z + aga® + agz® — (ag, a1, az, as)
sont linéaires (voir Exemple 7.4).

9.6 Propriété. Soit V,W deuz espaces vectoriels et soit €1,...,En une base de
Vet f1,..., fm une base de W. Alors :

1. (51,6W)7 . (€n,6w), (6V, fi), . (6V,fm) est une base de V x W.

2. dim(V x W) =dimV + dim W.

Preuve. 1. Si
al(glva) + .. +an(€n76) +b1(67ﬁ) +.o+ bm(ﬁa fm) = (6v 6)

alors a1, + ...+ ané, = 0 et blfi +...+bmfm = 0. Ceci implique a; = =
an =0et by =... = by, = 0 car les familles {é1,...,€,} et {fl,...,fm} sont
libres.

Soit maintenant (¥, w) € V' x W. Puisque ¥ € V et {€é1,...,€,} est une famille
génératrice de V, on peut trouver aq,...,a, € R tels que ¥ = a1€1 + ...+ apéy,.
Puisque @ € W et { fi, cee fm} est une famille génératrice de W, on peut trouver
b1,...,b, € R tels que W = blfi + ...+ bmfm. Finalement,

—

(7,7) = a1(€1,0) + ... + an (€0, 0) + b1(0, f1) + - .. + by (0, fin)
2. C’est une conséquence immédiate de 1. O

9.7 Remarque. La propriété précédente reste valable pour le produit de plu-
sieurs espaces : si V7, ..., V) sont des espaces vectoriels finiment engendrés, alors
I’espace produit V; X ... X Vi est finiment engendré et

dim(Viy x ... x Vi) =dimV; +... +dim V.

9.2 Somme directe de sous-espaces vectoriels

9.8 Définition. Soit V un espace vectoriel et soit V1, ..., V) des s.e.v. de V. La
somme
Vi+...+Ve={th+...+0 |0 €V}

(c’est-a~dire le plus petit s.e.v. de V' qui contient les V;) est dite somme directe,
notée

Vie...eo Vg,
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si pour tout famille o1 € Vi,..., U, € Vi on a :

G440 =0 = =...=0=0.
De facon équivalente, la somme V7 +. . .4V} est directe si pour tout i = 1,..., k—
lona:

(Vi4...+ Vi) NViya = {0}
9.9 Lemme. Soit V un espace vectoriel et soit Vi,...,Vi des s.e.v. de V.
Considérons les V; comme des espaces vectoriels et considérons la fonction
S:Vix..xVy—=>V, S(ﬁl,...,ﬂk):171+...+6k.

1. S est linéaire.

2. S est injective ssi la somme Vi + ...+ Vj est directe.

3. S est surjective ssi V.=Vy + ...+ Vi (somme).

4. S est bijective ssi V=V1 @ ...® V) (somme directe).

Preuve. Par la Propriété 8.9 nous savons que S est injective ssi Ker S = {6 1
c’est-a-dire ssi

S(Th,...,T) =0 = (¥1,...,0,) =0
c’est-a-dire ssi

T+...+0, =0 = U1=...=1, =0
ce qui nous donne exactement la condition de somme directe dans la Définition
9.8. Le reste de la preuve est laissé en exercice. O
9.10 Corollaire. Soit V' un espace vectoriel et soit Vi,...,Vy des s.e.v. de V.

Si chaque V; est finiment engendré et si V=V, & ...® Vg, alors V est finiment
engendré et
dimV =dimV; +...+dim V.

Preuve. Parle Lemme 9.9,siV =V, & ... @V}, alors 'application
S: X...x V=V, S(ﬁl,...,ﬁk)zﬁl-l—...-i-’l_)'k

est un isomorphisme. Puisque chaque s.e.v. V; est finiment engendré, le produit
Vi X ... x Vj est finiment engendré (Remarque 9.7) et donc V, étant isomorphe
a Vi X ...Xx Vg, est lui aussi finiment engendré (Propriété 8.17). De plus,

dimV =dim(V; x...x Vi) =dimV; +... +dimV}

ou la premiere égalité utilise la Propriété 8.17 et la deuxieme égalité utilise la
Remarque 9.7. O

9.11 Exercice. Soit Vi,...,V; des espaces vectoriels et soit V = V1 X ... x V.
Considérons les sous-ensembles V; de V' définis par

Vi = {(Ovi, .., 0v 1,75, 0vipys- ., 00 ) | 95 € Vi)
Montrer que :
1. XZ est un s.e.v. de V et ‘Z ~ V.
2.V=Va...aV.
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9.3 Le théoreme du rang

9.12 Lemme. Soit L: V — W wune application linéaire surjective, avec W de
type fini. 1l existe une application linéaire T: W — V telle que Lo T = idyy .

Preuve. Soit {,...,w,} une base de W et choisissons 1,...,7, € V tels
que L(¥;) = w; pour tout i (ceci est possible car L est surjective). On peut
maintenant poser T'(w;) = ¥; et utiliser le Lemme 8.15 pour obtenir ’application
linéaire T: W — V cherchée. En effet, pour vérifier que L o T = idy il suffit
de remarquer que L(T(w;)) = w; = idw (W;) pour tout i et utiliser le Lemme
7.24. O

9.13 Propriété. Soit L: V — W une application linéaire surjective, avec W
de type fini. Alors
V~KerLxW.

Preuve. Soit T: W — V une application linéaire telle que L oT = idy (voir
Lemme 9.12). Pour construire 'isomorphisme V ~ Ker L x W posons

S: KerLx W =V, S(& @) =&+ T()
S™hV s KerLx W, S0 = (7 — T(L(¥)), L(7))
— S71 est bien définie, c’est-a-dire que 7—T(L(¥)) € Ker L pour tout 7 € V':
L(7 = T(L(¥))) = L(§) — L(T(L(¥))) = L(7) — L(7) = 0

— S est linéaire : exercice.

~ SoS 1 =idy:
S(S7H(@)) = 8(7~ T(L(9)), L(0)) = ¥ — T(L(V)) + T(L(?)) = &
- Sil oS = Z.chrLXW:

S7HS(&,w) =

4
=
+
=
o«

= (Z4+TW)—-T(L(Z+ T(W))), L(Z+ T()))

= (#+T() —~ T(L(E) + LIT(@))), L@) + LT(@))
= (#+T() - T(LIT(@), LT()))

= T - Tw.®

9.14 Remarque. Afin d’éviter I'hypothese que L soit surjective dans la pro-
priété précédente, observons que toute application linéaire L: V — W peut se
décomposer comme une application linéaire surjective suivie par une application
linéaire injective
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avec Ls(0) = L(¥) pour tout ¥ € V et L;(§) = ¥ pour tout §¥ € Im L (voir
Remarque 8.2). De plus :

1. ImLs; =ImL (car Ly est surjective) et Ker Ly = Ker L (car L = L; o L
et L; est injective, en utilisant le point 5 de 'Exercice 9.17).

2. Si V est de type fini, alors Im L est de type fini aussi.
9.15 Corollaire. (Théoréme du Rang) Soit L: V. — W une application linéaire,
avec 'V de type fini. Alors :

1. V~KerL xImL.

2. dimV = dim Ker L + dimIm L.

Preuve. Avec les notations de la Remarque 9.14, nous pouvons appliquer la
Propriété 9.13 a 'application linéaire surjective

Ls:V —-ImL

Nous obtenons V ~ Ker Ly x Im L = Ker L x Im L. En utilisant 8.17 et 9.7 cet
isomorphisme donne aussi dim V' = dim Ker L + dim Im L. O

9.16 Remarque. Le théoreme du rang 9.15 utilise le Lemme 9.12, qui est basé
sur la propriété universelle de la base (8.15). Puisque la propriété universelle
de la base reste valable dans le cas des espaces ayant une base infinie (voir
Remarque 8.16) et puisque tout espace vectoriel admet une base finie ou infinie
(voir Théoreme 6.9), on peut se passer de 'hypothése que W soit de type fini
dans le Lemme 9.12 et, par conséquent, le théoreme du rang peut s’énoncer dans
la forme suivante : soit L: V. — W une application linéaire, alors

V~KerLxImL

Par contre, le point 2. du 9.15 n’a plus de sens dans le cas d’espaces de dimension
infinie.

9.17 Exercice. Considérons deux applications linéaires
L T
V—""W—U.

Im(To L) CImT.

Si L est surjective alors Im(T'o L) =ImT.
Si L est bijective alors Ker(T o L) ~ KerT.
Ker L CKer(T o L).

Si T est injective alors Ker L = Ker(T o L).
Si T est injective alors Im L ~ Im(7T o L).

S ftE W

Preuve. 1. Exercice.
2. Soit @ € ImT. Par définition de Im T, il existe @ € W tel que T(W) = @.
Puisque L est surjective, il existe aussi 7 € V tel que L(¥) = «. Par conséquent,
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T(L(0)) = T(W) = 4, ce qui montre que ¥ € Im(ToL), et donc ImT C Im(ToL).
3. Soit L': Ker(T o L) — KerT la restriction de L: V' — W aux noyaux (L’
est bien définie car si ¥ € Ker(T o L), alors L(v) € KerT). L’application L’
est injective en tant que restriction de L qui est injective. Soit maintenant
w € KerT C W. Puisque L est surjective, on peut trouver ¥ € V tel que
L(¥) = @, et ce ¥ est dans Ker(T o L) car T(L(7)) = T(&) = 0. Finalement,
L'(¥) = L(¥) = W, ce qui montre que L’ est surjective.

4. Exercice.

5. Semblable a 2.

6. Semblable a 3. O

9.18 Exercice. Pour terminer cette section, voyons un exercice qui généralise
le fait que la fonction

S: KerLxW =V S(Z ) =7+ T(W)

utilisée dans la preuve de la Propriété 9.13, est linéaire.
Soient U et W deux espaces vectoriels.

1. Les fonctions
iv:U—=UxW iyg(@) = (@,0) et iw: W =UxW iw(@) = (0, )

sont linéaires.

2. Si V est un troisieme espace vectoriel et R: U — V et T: W — V sont
deux applications linéaires, alors la fonction

S:UxW =V S(i, @) = R(@) + T ()

est linéaire.

3. De plus, la fonction S définie au point précédent est 'unique application
linéaire telle que Soiy = Ret Soiywy =T

U—YoUxW <Yy

N

Notons que ce méme argument s’applique pour montrer que la fonction
S:Vix...x V=V, S(ﬁl,-~-,?7k):171+~--+ﬁk-

utilisée dans le Lemme 9.9 est linéaire.

9.4 Application : injectivité et surjectivité

Le prochain corollaire, qui est un cas particulier du Corollaire 9.15, justifie
le nom “Théoreme du Rang” :



80 CHAPITRE 9. PRODUIT D’ESPACES VECTORIELS

9.19 Corollaire. Soit A € R™*" une matrice et soit Sy: A-& =0 le systéme
homogeéene qui lui correspond. On a :

dim Sol(Sp) =n —rang A.

Preuve. Considérons 'application linéaire L4: R™ — R™ associée a la ma-
trice A. Par le Corollaire 9.15 nous avons

n=dimR" = dimKer L4 + dimIm L4 = dim Sol(Sy) + rang A
ou pour la troisieme égalité on utilise I’'Exemple 7.13 et le Corollaire 7.15. [
9.20 Corollaire. Soit A € R™*™ une matrice et soit La: R™ — R™ applica-
tion linéaire associée. Alors :
1. L4 est surjective ssi rang A = m.
2. L4 est injective ssi rang A = n.

Preuve. 1. En utilisant que ImLy = Col(A) et donc que dimImL, =
dim Col(A) = rang A, nous avons

L4 surjective < ImLy=R"™
& dimIm Ly =m
< rangA=m

2. En utilisant la formule dim R™ = dim Ker L4 + dimIm L4 du Corollaire 9.15,
nous avons .
L, injective < KerLy={0}
< dimKerLs =0
< dimImLy=n
& rangA=n

O

Le Corollaire 9.20 peut aussi se formuler & partir d’'une application linéaire
entre espaces vectoriels de type fini.

9.21 Corollaire. Soit L: V. — W une application linéaire entre espaces vec-
toriels de type fini, soit n = dimV,m = dimW et soit A = yL. € R™*" la
matrice associée a L par rapport a une base e de V' et a une base f de W. Alors :
1. L est surjective ssi rang A = m.
2. L est injective ssi rang A = n.

Preuve. Considérons le diagramma commutatif de la Remarque 8.23

vV —Ltew

v s

R" ——>R™

ou F et F sont deux isomorphismes. En utilisant I’Exercice 8.3 et le Corollaire
9.20, nous avons :
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1. L est surjective ssi L4 est surjective ssi rang A = m.
2. L est injective ssi L 4 est injective ssi rang A = n.
O

Comme cas particulier du Corollaire 9.15 nous avons aussi la propriété sui-
vante.

9.22 Propriété. Soit VW deuz espaces vectoriels ayant méme dimension et
soit L: V. — W une applcation linéaire. Alors L est injective si et seulement si
elle est surjective.

Preuve. En utilisant la formule dim V = dim Ker L + dim Im L du 9.15 nous
avons :

L est injective < Ker L = {0}
& dimKer L =0
& dimIm L =dimV
& ImL=W
& L est surjective.

O

9.23 Remarque. On pourrait espérer que la Propriété 9.22 reste valable pour
les espaces de dimension infinie en remplagant ’hypothese dimV = dim W
par ’hypothese V' ~ W. Ceci n’est pas vrai, comme l’exemple suivant le montre.
L’application linéaire D: R[x] — R[z] qui envoie un polynéme sur son polynéme
dérivé est surjective mais elle n’est pas injective.

9.5 Application : somme de sous-espaces

La prochaine propriété généralise le Corollaire 9.10 au cas d’une somme
quelconque (pas nécessairement directe) de sous-espaces vectoriels de type fini.

9.24 Propriété. Soit V un espace vectoriel et soit Vi,...,Vy des s.e.v. finiment
engendrés de V. On a :

k k—1
dim(Vi + ... 4 Vi) = > dimV; = > dim((Vi + ...+ Vi) N Vi)
i=1 =1

En particulier, pour k =2, on a :
dim(V; + V2) = dim V) + dim V5 — dim(V; N'Va) .

Preuve. Par induction sur k:
k = 2: Considérons 'application linéaire

S:Vix Vo>V, 5(171,172):171+172.
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OnalmS =V, + Vet KerS ~V;NV,, car
Ker S = {(#,%) | 01 4+ U =0} = {(~h, 0h) | T € Vi N Va}.
La formule dim V' = dim Ker S + dim Im S du 9.15 nous donne :
dim V; + dim Vo = dim(V; x Vo) = dim(V; + V) + dim(V; N Va).
k>2: dim(Vi+...+ Vi1 + Vi) =dim((Vi+ ...+ Viee1) + Vi) =

=dim(Vi + ...+ Vg_1) +dim Vi, —dim((Vy + ...+ V1) NVR) =

k—1 k—2
= dimV;=> _ dim((Vi+...4+V;)NV;y1)+dim Vi —dim((Vi+. . -+ Vi 1)NVi) =

=1 =1
k k—1
= dimV; = > dim((Vi + ...+ V;) N Vip1).
i=1 i=1

O

9.25 Remarque. Sila somme V; +...+ V) de la Propriété 9.24 est une somme
directe, pour tout i le sous-espace vectoriel (Vi +...4+V;)NV;11 est réduit a zéro
(voir Définition 9.8) et donc sa dimension vaut zéro. Par conséquent, la formule

k k—1
dim(Vi + ...+ Vi) =Y dimV; = > dim((Vi + ...+ Vi) N Vi)
i=1 i=1

de la Propriété 9.24 se reconduit a la formule
dim(Vi +...+ Vi) =dim Vi + ...+ dimV}

du Corollaire 9.10.

9.6 Application : espace lignes et espace colonnes

Pour terminer ce chapitre, nous allons démontrer la Propriété 4.14 en utili-
sant la décomposition L = L; o L, (voir 9.14) et la transposée d’une matrice :

9.26 Définition. Soit A € R™*"™. La transposée de A est la matrice
At c Rnxm

dont les lignes sont les colonnes de A (et dont les colonnes sont les lignes de A).
Autrement dit, si A = (a;;) alors A® = (b;;) avec b;; = a;;.

9.27 Exercice. Soit B € R™*" et C' € R"*?. Montrer que (B-C)"' = C"- B".

9.28 Lemme. Considérons deur matrices B € R™*" et C € R"*P,



9.6. APPLICATION : ESPACE LIGNES ET ESPACE COLONNES 83
1. Col(B - C) C Col(B).
2. Lign(B - C') C Lign(C).

Preuve. 1. Passons aux applications linéaires associées :

Lo Lgp
RP —— R" —— R™

En utilisant "’Exercice 9.17 nous avons
Col(B-C)=ImLp.c=Im(LgoLc)CImLg = Col(B)
2. En utilisant le point 1. nous avons
Lign(B - C) = Col((B - 0)") = Col(C" - B*) C Col(C") = Lign(C)
O

9.29 Propriété. Soit A € R™*". Les espaces vectoriels Col(A) et Lign(A) ont
méme dimension.

Preuve. Soit ¢ = dim Col(A) et | = dim Lign(A) = dim Col(A?), nous allons
démontrer que [ < cet ¢ <.

[ < c¢: considérons ’application linéaire L4 : R™ — R™ et sa décomposition
en partie surjective et partie injective (Remarque 9.14)

ImLA

Puisque Im L4 = Col(A) et dim Col(A) = ¢, 'espace Im L4 est isomorphe a
R€. Soit donc E: Im Ly — R® un isomorphisme, nous avons deux applications
linéaires
L E E7! L;
R" *)ImLA*)RC Rc*)ImLA*)Rm

Par le théoreme de représentation des applications linéaires, la premiere est du
type Lo pour une certaine matrice C' € R*™ et la deuxieéme est du type Lp
pour une certaine matrice B € R™*¢, De plus, on a

Ly=L;oLs=L;,0E'oFolL,=LgoLc=Lgc
et donc A = B-C. Par le Lemme 9.28 cela implique Lign(A) C Lign(C) et donc
I = dimLign(A) < dimLign(C) < ¢

ou la deuxieme inégalité est due au fait que c est égale au nombre de lignes de
la matrice C.
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¢ <I: considérons la matrice A* € R"*™, D’application linéaire L 4:: R™ —
R™ et sa décomposition en partie surjective et partie injective (Remarque 9.14)

LAt Rn

ImLAt

R7n

Puisque Im L 4« = Col(A?) = Lign(A) et dim Lign(A) = [, 'espace Im L 4: est
isomorphe & R!. Nous avons donc deux applications linéaires

R™ 4>TS Im L 4¢ = - R!

RIH:'ImLAt LRTL

Par le théoreme de représentation des applications linéaires, la premiere est du
type Ly pour une certaine matrice Y € R*™ et la deuxieme est du type Lx
pour une certaine matrice X € R™*!. De plus, on a Ly+ = Lx o Ly et donc
At = X - Y. Par le Lemme 9.28 cela implique Lign(A*) C Lign(Y") et donc

¢ = dim Col(A) = dim Lign(A") < dim Lign(Y) <1

ou la deuxieme inégalité est due au fait que [ est égale au nombre de lignes de
la matrice Y. O



Chapitre 10

Espace quotient

Le chapitre 10 section par section

Dans le chapitre précédent, nous avons étudié le produit d’espaces vectoriels.
Cela nous a permis d’établir le théoreme du rang pour une application linéaire
L:V — W (Corollaire 9.15) : V ~Ker L x Im L
Dans ce chapitre nous allons étudier le quotient d'un espace vectoriel par un
sous-espace, ce qui nous permettra de reformuler le théoreme du rang sous la
forme : In L ~ V/Ker L
1. Nous commencons par introduire la notion de relation d’équivalence sur
un ensemble. Quotienter un ensemble par une relation d’équivalence signi-
fie construire un nouvel ensemble ou les éléments qui etaint équivalents
deviennent égaux.
2. Tout sous-espace vectoriel induit une relation d’équivalence sur 1’espace
vectoriel. L’ensemble quotient hérite de ’espace de départ une structure
d’espace vectoriel : c’est ’espace quotient.

10.1 Relations d’équivalence

Pour arriver a la notion d’espace quotient, nous introduisons d’abord la
notion de relation d’équivalence sur un ensemble.

10.1 Définition.

1. Une relation R entre deux ensembles X et Y est un sous-ensemble du
produit cartesien : R C X x Y.
Si (z,y) € R, nous écrivons xRy et nous lisons “x est en relation R avec
y” .

2. Une relation d’équivalence sur un ensemble X est une relation R C X x X
qui satisfait aux trois conditions suivantes :

(a) R est réflexive : Vo € X, aRx.

(b) R est transitive : Vz,y,z € X, si Ry et yRz alors zRz.
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(¢) R est symétrique : Va,y € X, si 2Ry alors yRa.

10.2 Exemple.

1.

Soit X = Z (Iensemble des nombres entiers) et soit p € N un nombre
naturel fixé. On obtient une relation d’équivalence sur Z en posant : xRy
s’il existe n € Z tel que x —y =n - p.

. Soit X I’ensemble des droites du plan. On obtient une relation d’équivalence

sur X en posant : aRf si les droites « et 3 sont paralleles.

. Soit V' un espace vectoriel et soit X I’ensemble des vecteurs non nuls de

V. On obtient une relation d’équivalence sur X en posant : TRy s’il existe
AeERANF#O, tel que £ =\ -4

Soit X = R2. On obtient une relation d’équivalence sur X en posant :
IRy si dist(Z,0) = dist(¢,0) o, pour & = (1, x2),

dist(Z,0) = \/22 4 22

est la distance euclidienne entre le point Z et lorigine.

Soit X l'ensemble de tous les espaces vectoriels réels. On obtient une
relation d’équivalence sur X en posant : VRW si V et W sont isomorphes.

Soit X = Z x (Z \ {0}). On obtient une relation d’équivalence sur X en
posant : (a,b)R(c,d)sia-d=10b-c.

Soit X un ensemble quelconque. La relation
TRy ssi z =y

est la plus petite relation d’équivalence sur X. Elle est appelée la relation
discrete et notée A. La relation

xRy pour tout z,y € X

est la plus grande relation d’équivalence sur X. Elle est appelée la relation
indiscrete ou grossiere et notée V.

Soit V' un espace vectoriel et soit U un sous-espace vectoriel de V. On
obtient une relation d’équivalence R[U] sur V en posant :

FR[U)J si #—GeU

La relation R[U] est appelée relation su V induite par U. Cet exemple est
le plus important pour la suite du chapitre.

10.3 Définition. Soit X un ensemble et R une relation d’équivalence sur X.

1.

Soit x € X. La classe d’équivalence de x est I’ensemble des éléments qui
sont en relation R avec x:

[z] = {y € X | 2Ry}

Siy € [z], on dit que y est un représentant de la classe [z].
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2. L’ensemble quotient de X par R est ’ensemble des classes d’équivalence :
X/R={[z] [z € X}
3. La projection sur le quotient est la fonction
m: X - X/R 7(z) =[]

10.4 Exercice. Soit X un ensemble et R une relation d’équivalence sur X.
Montrer que

1. [z] = [y] ssi zRy.

2. Les classes d’équivalence sont non vides, deux a deux disjointes, et leur

réunion est égale & X tout entier (c’est-a-dire, 'ensemble quotient X/R
est une partition de X).

10.5 Exemple. Décrivons I’ensemble quotient pour les relations d’équivalence
introduites dans I’Exemple 10.2 :

1. L’ensemble quotient Z/R est ’ensemble fini qui contient p éléments Z, =
{[0]7 [1]a SR Lp - 1]}

2. L’ensemble quotient est en bijection avec ’ensemble des droites par 1’ori-
gine.

4. L’ensemble quotient est en bijection avec ’ensemble des cercles centrés a
I’origine.

6. L’ensemble quotient est en bijection avec I’ensemble Q des nombres ra-
tionnels.

7. X/A = X et X/V contient un seul élément.

8. Dans cet exemple, la classe d’équivalence [Z] est parfois notée & + U
Z=Z+U={yeV|Z—-yeU}

en accord avec la Notation 7.10. En particulier, [0] = U. On reviedra sur
cette exemple dans la Proposition 10.9.

10.6 Exemple. Soit f: X — Y une fonction. La relation R[f] sur X définie
par

aR[fly ssi f(x) = f(y)

est une relation d’équivalence, dit relation nucléaire de f.

Cet exemple est générique, au sens que si R est une relation d’équivalence sur un
ensemble X et m: X — X/R est la projection sur le quotient, alors R coincide
avec la relation nucléaire R[x]. En effet, en utilisant la définition de 7 et le
premier point de ’exercice 10.4, nous avons

aR[rly ssi w(x) =w(y) ssi [z] = [y] ssi xRy

10.7 Propriété. Soit X un ensemble et R une relation d’équivalence sur X.
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1. La projection m: X — X /R est surjective, et w(x) = 7(y) ssi xRy.
2. 81 f: X = Y est une fonction telle que f(x) = f(y) a chaque fois que
2Ry, alors il existe une unique fonction f: X/R =Y telle que form = f

X/R

N

Y

Preuve.

1. Un élément de X/R est une classe d’équivalence s. Puisque s est non vide,
on peut choisir un représentant « € s et on a w(x) = [z] = s, ce qui montre
la surjectivité de «.

2. Pour que fow = f, il faut poser f( [x]) = f(x). Il reste & montrer que cette
définition est bien donnée, c’est-a-dire que si x et y sont deux représentants
de la méme classe, alors f(z) = f(y). Mais ceci est exactement ’hypotheése
sur f.

O

10.8 Corollaire. Soit f: X — Y une fonction et R[f] sa relation nucléaire.
Considérons le diagramme de la Propriété 10.7

X — > X/R[f]

N7

2. f est surjective ssi f est surjective.

1. f est injective,
Autrement dit, toute surjection est, a isomorphisme prés, la projection sur un

ensemble quotient.

Preuve.
L f([=]) = f([y]) ssi f(z) = f(y) ssi 2R[f]y ssi [2] = [y] dans X/R[f].

2. C’est une conséquence facile de la condition fo = f.

10.2 Espace vectoriel quotient

10.9 Propriété. Soit V un espace vectoriel et U un sous-espace vectoriel de V.
Considérons la relation d’équivalence R[U] sur V définie par

TRIUJY ssi T—ygeU
(voir Exemple 10.2). Notons l’ensemble quotient V/R[U] par V/U.
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1. V/U est un espace vectoriel par rapport aux opérations définies sur les
représentants. En particulier, le zéro de V/U est la classe de 0, c’est-a-
dire U. L’espace V/U est dit espace quotient.

2. La projection 7: V. — V/U est une application linéaire surjective et son
noyau est U.

Preuve.

1. Posons [Z]+[y] = [£+7] et a-[Z] = [«-Z]. Il faut monter que ces opérations
sont bien définies. Pour la somme, cela revient & montrer que si ZR[U]Z’
et yR[UY , alors (Z + §)R[U|(Z' + §'). En effet, si & — &' et ¥ — ¢ sont
dans U, alors (Z+9) — (& +¢) = (F— &)+ (§—¢') est dans U car U est
un s.e.v. De méme, pour le produit par un scalaire, cela revient a montrer
que si ZR[U]Z, alors (a - Z)R[U](ax - &'). En effet, si & — &’ est dans U,
alors - F—a- @' =a- (F—7') est dans U car U est un s.e.v.

2. La surjectivité et la linéarité de 7 sont évidentes. Calculons son noyau :
7(Z) =n(0) ssi [@] =1[0] ssi ZR[U]0 ssi Z—0€ U ssi &€ U.

O

10.10 Remarque. Nous venons de voir que si U est un sous-espace vec-
toriel d’'un espace vectoriel V, alors R[U] n’est pas seulement une relation
d’équivalence sur V, mais elle est une congruence, c’est-a-dire

1. si ZR[U)Z et yR[U]Y, alors (¥ + §)RIUN(& + )

2. si ZR[UIZ, alors (a - Z)R[U](a - &).
Réciproquement, si R est une congruence sur V, alors la classe d’équivalence [6]
est un sous-espace vectoriel de V' et R[0] = R. Ceci établie une bijection entre
sous-espaces vectoriels de V' et congruences sur V.

10.11 Propriété. Soit V un espace vectoriel, U un sous-espace vectoriel de V,
et L: V. — W une application linéaire telle que U C Ker L.

1. 1l existe une unique application linéaire L: V/U = W telle que Lor=1L

2. L est injective sst Ker L = U.

Preuve.

1. Si ZR[U]y, alors ¥ — § € U C Ker L et donc L(Z) = L(¥). Nous pouvons
maintenant appliquer la Proposition 10.7.

2. SiLest injective, alors en utilisant I’Exercice 9.17 et la Propriété 10.9 nous
avons : Ker L = Ker(L o ) = Kerm = U. Réciproquement, si L([Z]) = 0,
alors L(Z) = 0 et donc & € Ker L = U. Cela nous dit que [Z] = U, le zéro
de V/U, et donc L est injective.
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O

Nous arrivons a la version du théoreme du rang annoncée au début du cha-
pitre.

10.12 Corollaire. Soit L: V — W une application linéaire. On a un isomor-
phisme canonique

ImL~V/KerL

Preuve. Considérons la factorisation de L comme composée d’une application
linéaire surjective L suivie par une application linéaire injective L; (Remarque

9.14)
1% L W

ImL
Puisque Ker L, = Ker L, nous pouvons appliquer la Propriété 10.11 a la situa-
tion
1% = V/Ker L
ImL
et Z est injective. De plus, Z est aussi surjective car Ly est surjective. ]

10.13 Remarque. Nous savons qu’une application linéaire L: V' — W est in-
jective ssi son noyau est réduit & zéro (voir Propriété 8.9). L’espace quotient
permet d’introduire la notion de conoyau qui mesure la surjectivité de I'appli-
cation L. Pour cela, considérons le sous-espace vectoriel Im L de W et posons

Coker L =W/Im L
On a alors que :
1. Pour tout & € V, n(L(Z)) = 0.

2. SiT: W — Z est une application linéaire telle que pour tout ¥ € V, T'(L(Z))

(_L alors il existe une unique application linéaire T: Coker L — Z telle que
Tor=T

V —Lt> W —"> Coker L

| A

VA

3. L est surjective ssi Coker L est réduit a zéro.

Preuve. La preuve est un exercice laissé au lecteur. O



Chapitre 11

Déterminant

Le chapitre 11 section par section

D’apres I’Exemple 8.12, nous savons que pour tout vecteur beR™ e systeme
S: A% =b admet une solution unique si et seulement si 'application linéaire
Ly: R™ — R™ est bijective. Dans ce chapitre nous allons étudier une méthode
qui permet de déterminer si L4 est bijective.

1.

D’abord on peut traduire le fait que L4 est bijective par une condition
sur A: linversibilité.

. Dans le cas d’un systeme de deux équations en deux variables, le fait

d’avoir une unique solution peut s’exprimer en utilisant la pente des droites.
Ceci nous permet de découvrir la définition de déterminant pour une ma-
trice 2 x 2.

. Dans le cas n > 2, la définition du déterminant est axiomatique : le

déterminant est une fonction det: R™*"™ — R qui satisfait & trois condi-
tions.

. On peut alors démontrer 'unicité de la fonction déterminant, en utilisant

la forme réduite de Gauss-Jordan d’une matrice, et ...

. ...démontrer par induction son existence (formule de Laplace).

. Deux propriétés qui permettent parfois de simplifier le calcul du déterminant

sont le fait que le déterminant préserve le produit matriciel, c’est-a-dire
det(A-B) =det A-det B, et ...

...le fait que le déterminant ne change pas si on transpose la matrice,
c’est-a-dire det A* = det A.

. Pour terminer, le déterminant peut étre utilisé pour calculer le rang d’une

matrice quelconque et la solution d’un systeme a n équations et n variables
dans le cas ol une telle solution soit unique (régle de Cramer).
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11.1 Matrices inversibles

Commengons par traduire la bijectivité de L4 par une condition sur la ma-
trice A:
11.1 Lemme. Soit A € R™*™,

1. Ly est surjective ssi il existe une matrice B € R™*™ telle que A-B = I,,.
Dans ce cas, on dit que A est inversible a droite.

2. LA est injective ssi il existe une matrice C € R"*™ telle que C' - A = I,,.
Dans ce cas, on dit que A est inversible a gauche.
Preuve.

1. Si A- B = I pour une matrice B € R™*™, nous pouvons considérer les
applications linéaires

Lp:R*"—=R™ Lp:R™—R"

et nous avons Ly o Lg = Ly.g = L = idgm, ce qui implique que L4 est
surjective.

Vice-versa, si Ly est surjective le Lemme 9.12 nous garantit l'existence
d’une application linéaire T': R™ — R"™ telle que L4 o T = idgm. Par le
théoréme de représentation des applications linéaire (8.19), T = Lp pour
une certaine matrice B € R™*™ et nous avons

Lap=LaoLlp=LaoT =idgm = L;

d’ot A- B =T (voir 7.26).
2. La preuve du point 2 est semblable a celle du point 1 et elle est laissée en
exercice.
O

11.2 Corollaire. Soit A € R™*™. Si A est inversible a droite et inversible a
gauche alors m = n.

Preuve. Si A est inversible a droite et a gauche, par le Lemme 11.1 appli-
cation linéaire L4 est bijective et donc R™ et R™ sont isomorphes. Mais deux
espaces isomorphes ont méme dimension. O
11.3 Corollaire. Soit A € R"*™. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. La: R™ — R"™ est bijective,

A est inversible (= inversible & droite et inversible a gauche),

A est inversible a droite,

A est inversible d gauche,

il existe une matrice A=t telle que A- A~! = I, = A=Y - A (une telle
matrice A~ est nécessairement unique),

SvEs o R

6. rang A = n,
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7. pour tout be R™, le systéeme S: A-& = b admet une solution unique,

8. le systéme homogéne Sy: A - ¥ =
nécessairement la solution 0),

T
0 admet une solution unique (qui est

9. les colonnes de A sont linéairement indépendantes,
10. les lignes de A sont linéairement indépendantes.

Preuve. L’équivalence entre les conditions 1. 2. 3. et 4. est une conséquence
du Lemme 11.1 et de la Propriété 9.22. Pour avoir I’équivalence avec la condition
5. il reste & montrer que si B,C € R™*" sont telles que

A-B=1, et C-A=1,
alors B = C. En effet :
C=C-I=C-(A-B)=(C-A)-B=1-B=1B

L’équivalence entre la condition 1. et la condition 6. est une conséquence du
Corollaire 9.20. Pour avoir 1’équivalence entre la condition 1. et la condition
7., il suffit d’écrire la condition 7. en remplagant A - ¥ = gpar Ls(Z) = b.
Pour I’équivalence entre la condition 1. et la condition 8., il suffit d’observer que
la bijectivité de L équivaut a son injectivité (Propriété 9.22) et donc au fait
que le noyau de L4 est réduit au vecteur nul (Propriété 8.9). Or, le noyau de
L 4 est exactement Iensemble des solutions du systéme homogene Sy (Exemple
7.13). L’équivalence entre les conditions 6., 9. et 10. est une conséquence de la
Propriété 9.29. O

11.4 Remarque.

1. Le fait qu'une matrice est inversible a gauche ssi elle est inversible a droite
est valable pour les matrices carrées (11.3) mais pas en général : la matrice
A = (1,0) € RY*2 est inversible & droite mais pas & gauche.

2. Les matrices inversibles sont appelées aussi réguliéres, les matrices non
inversibles sont appelées aussi singuliéres.

11.5 Exercice. Montrer que :
1. La matrice identité I est inversible.
2. Si A, B € R™*" sont inversibles, alors A - B est inversible et (A- B)™! =
B~1. AL

3. Toute matrice élémentaire est inversible.

11.6 Remarque. Si une matrice A € R™*" est inversible, on peut tirer du
Corollaire 11.3 que
x

1. pour tout be R™ le systeme S: A - T
est donnée par le vecteur £ = A~1 - b,

—

b admet une unique solution, qui

2. la i-eme colonne de A~! est I'unique solution du systeme A - & = €, ol €;
est le i-eme vecteur de la base canonique de R™. En effet :

—

e€; = i-eme colonne de I
= j-eme colonne de A - A~!
= A (i-eme colonne de A1)
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11.2 Définition géométrique pour n = 2

Nous avons donc établi que pour une matrice A € R™*" les trois conditions
- A est inversible,

- La: R™ — R"™ est bijective,

- pour tout beR"le systeme S: A- ¥ = b admet une solution unique

sont équivalentes. Déterminer si une matrice est inversible en utilisant la définition
est assez laborieux. Nous cherchons une méthode plus simple. Examinons d’abord
le cas n = 2:

la matrice

est inversible

& pour tout (by,by) € R? le systeme

S | o +appry = b
a1r1 + azers = by
admet une solution unique

& les droites d’équation
a:apnz; +apry = by et B anxi + axprs = b

ont un seul point d’intersection
< les droites a et 8 ne sont pas paralleles
& la pente de « est différente de la pente de 3: —% #* —%

< Q11022 — 12021 7é 0.

En conclusion, si on pose

d ailr a2 _
et = 011022 — 012021
a1 a2

nous avons que A est inversible ssi det A # 0.

Dans le restant de ce chapitre nous cherchons a généraliser cela au cas d’une
matrice carrée a n lignes et n colonnes. Plus précisement, nous cherchons a
définir le déterminant det A d’une matrice carrée A € R™*" de fagon que A soit
inversible ssi det A # 0.

11.3 Définition axiomatique pour n > 2
11.7 Définition. Soit n > 2. Le déterminant est une fonction

det: R"*™ - R
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1. multilinéaire, c’est-a-dire linéaire par rapport a chaque ligne,
2. alternée, c’est-a-dire que si dans A il y a deux lignes égales, alors det A = 0,

3. et telle que det I =1 (ou [ est la matrice identité).

11.8 Propriété. Pour n =2 si on pose

a1l a12
det = aj1022 — a12021
az1 Aa22

les trois conditions de la Définition 11.7 sont vérifiées.

Preuve. Explicitons les trois conditions; la preuve qu’elles sont vérifiées est
un calcul facile laissé au lecteur.

det( aayy + fay;  aais + Baly > _ adet< app  a >+Bdet< ay;  al )

a21 a22 a21 a22 a21  a22
ai1 a2 a11 a2 a1l a2
det = adet +p4det
( aagy + Bay;  cags + Bab, ) ( as a2 ) g ( aby  aby )
det ailp a2 -0
ail a2
1 0
det( 0 1 ) =1 O

Comment varie le déterminant d’une matrice si 'on transforme la matrice
par des opérations élémentaires sur les lignes? La réponse est donnée par la
propriété suivante :

11.9 Propriété.
1. Si A’ est obtenue de A en permutant deuz lignes, alors det A’ = — det A.

2. Si A’ est obtenue de A en multipliant une ligne par un coefficient \, alors
det A" = Adet A.

3. Si A’ est obtenue de A en ajoutant & une ligne un multiple d’une autre
ligne, alors det A’ = det A. (De méme, si on ajoute & une ligne une com-
binaison linéaire des autres lignes, le déterminant de la matrice ne change

pas.)
4. Si dans A il y a une ligne nulle, alors det A = 0.

Preuve.

1. En écrivant L; pour la i-eme ligne de la matrice, nous avons

0 = det = det +det +det +det
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2. Par linéarité par rapport a la ligne multipliée par A.
3.

Li + aLj Li
det = det + adet = det : +0
L L;

i
R o
.

4. Par linéarité par rapport a la ligne nulle.

11.4 Unicité du déterminant

Pour montrer I'unicité de la fonction déterminant, nous allons utiliser la
forme réduite de Gauss-Jordan : soit A € R™*"™ et soit B une matrice échelonnée
obtenue de A par une suite d’opérations élémentaires sur les lignes (voir 4.7) ;
soit l_);* la ¢-eme ligne de B et, si 1_7;* #* 6, soit b;; le pivot, c’est-a-dire le premier
élément non nul de 1;1* (notons que pour un pivot b;; on a forcement ¢ < j). Par
opérations élémentaires sur les lignes on peut encore :

- rendre égale & 1 chaque pivot (pour cela, il suffit de diviser chaque ligne
non nulle par son pivot), et ensuite
- rendre nul chaque élément qui se trouve au-dessus d’un pivot (si le pivot
de la ligne l_);* est b;; = 1, il suffit de remplacer chaque ligne l;k* avec k < 1
par by — by - by )-
La matrice U € R™*™ ainsi obtenue est appelée matrice en forme réduite de

Gauss-Jordan. (On peut démontrer que la forme réduite d’'une matrice A est
unique, nous ne le fagons pas car nous n’avons pas besoin de ce résultat.)

11.10 Remarque.

1. Puisque U est obtenue a partir de A par une suite d’opérations élémentaires
sur les lignes et que les opérations élémentaires ne changent pas le rang
d’une matrice, nous avons

rang A = rang U.
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2. Si la matrice A de départ est carrée, il n’y a que deux possibilités :

i. La derniere ligne de la matrice échelonnée B est non nulle; dans
ce cas toutes les lignes de B sont non nulles, les n pivots sont les
éléments b;; de la diagonale et on aura U = I, la matrice identité.

ii. La derniere ligne de B est nulle; dans ce cas la derniere ligne de U
aussi sera nulle.

3. De plus, puisque d’un coté detI = 1 et rang] = n et de 'autre coté le
déterminant d’une matrice dont la derniere ligne est nulle vaut 0 et son
rang est strictement inférieure a n, on a

i. U=1ssidetU # 0 ssi rangU = n,
ii. la dernieére ligne de U est nulle ssi det U = 0 ssi rangU < n.

4. Toujours dans le cas d’'une matrice carrée, puisque ’on passe de A a U par
opérations élémentaires sur les lignes, on peut exprimer le déterminant de
U en fonction du déterminant de A: si pour obtenir la matrice U on a
effectué sur la matrice A

- 1 opérations élémentaires de type “échanger deux lignes”,

- s opérations élémentaires de type “multiplier une ligne par un scalaire
A non nul”,

- t opérations élémentaires de type “ajouter a une ligne un multiple
d’une autre ligne”

la Propriété 11.9 nous donne
detU = (—=1)" Ap ... - Ay det A [11.10]
11.11 Propriété. (Unicité du déterminant) Soit
det: R™*™ - R et Det: R™*" = R

deuz fonctions qui satisfont aux trois conditions de la Définition 11.7. Alors
pour toute A € R™*™ on a
det A = Det A

Preuve. Soit A € R™*™ et soit U sa forme réduite. Puisque la formule [11.10]
a été établie en utilisant seulement les conditions de la Définition 11.7, elle est
valable tant pour la fonction det que pour la fonction Det . Par conséquent :

detU = (—1)"A1-...- Asdet A et DetU = (—1)"A;-... - AsDet A

avec tous les coefficients A\; non nuls. Examinons les deux cas possibles :
i. SiU =1, alorsdetU =1 =DetU et doncdet A = (=1)"A\;*-...-A\;!1 =
Det A.

ii. Si la derniere ligne de U est nulle, alors detU = 0 = DetU et donc
det A = 0 = Det A.

O
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11.12 Propriété. Une matrice A € R"*™ est inversible ssi det A # 0.

Preuve. En utilisant la formule [11.10] et le fait qu’une matrice n x n est
inversible ssi son rang vaut n (voir 11.3), nous avons

det A#0 < detU #0

& U=1

< rangU =n

& rangA=n

< A est inversible.

11.13 Corollaire. Soit A € R?»*"™,

det A#£0 < les lignes de A sont linéairement indépendantes
& les colonnes de A sont linéairement indépendantes

Preuve. On sait que det A # 0 < A est inversible < rang A = n, et le rang
de A est par définition la dimension de lespace Lign(A) et aussi la dimension
de l'espace Col(A). O

11.5 Construction inductive du déterminant

Dans la preuve de la prochaine propriété nous présentons une formule (dite
formule de Laplace) qui permet de calculer explicitement le déterminant d’une
matrice n X n.

11.14 Propriété. Soit n > 2. Il existe une (unique) fonction

det: R™*" —» R

qui satisfait aux conditions de la Définition 11.7.

Preuve. Par induction sur n:

n=2: On pose

d a1l a2 _
et = aj11022 — A12021
a21 a22

voir Propriété 11.8.

n>2: Soit A € R"*" et fixons un j € {1,...,n}. Soit A;; € RM~Dx(n=1)
la matrice obtenue de A en retirant la i-eme ligne et la j-éme colonne.
Posons :

detjA = Z(—l)iJrjaij detA,-j [1114]
i=1

et vérifions que la fonction det; ainsi définie satisfait aux conditions de la
Définition 11.7. (La vérification des conditions 1 et 2 étant assez technique,
le lecteur est invité a comparer chaque étape avec le calcul explicite effectué
dans 'Exemple 11.15.)
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1. Regardons le terme
Qi det Aij

pour voir comment il varie en fonction de la k-ieme ligne de A:

- Si k =i, alors ay; dépend de fagon linéaire de la k-ieme ligne de A
et A;r ne dépend pas de la k-ieme ligne.

- Si k # 4, alors a;; ne dépend pas de la k-ieme ligne de A et det A;;
dépend de fagon linéaire de la k-ieme ligne (par hypotheése inductive).

Pour tout ¢ = 1,...,n, le terme a;; det A;; dépend donc de facon linéaire
de la k-eme ligne et, par conséquence, la somme Y i (—1)"a;; det A;;
dépend elle aussi de facon linéaire de la k-ieme ligne de A.

2. Supposons que dans A la ligne de place i soit égale a la ligne de place iz,
avec i1 # ig. 514 # 91 et © # 49, dans A;; la i1-eme ligne est égale & la io-
eme ligne et donc, par hypothese inductive, det A;; = 0. Par conséquent,
dans I'expression de det; A il ne reste que

detj A= (—1)“+jailj det Ailj + (—1)i2+jai2j det Ain

avec G 5 = Qjyj-

i. Siidy et iy sont consécutifs, alors les deux termes sont de signe opposé
et A; ; = Aj;,;. Par conséquent, det; A = 0.

ii. Si on peut ramener les deux lignes égales a deux lignes consécutives
par un nombre impair de permutations de lignes consécutives, les
deux termes sont de méme signe et on peut ramener A;,; a A; ;
par un nombre impair de permutations de ligne consécutives. Par
hypothese inductive on a alors que det A;,; = —det A;,; et a nouveau
detj A=0.

iii. Si on peut ramener les deux lignes égales a deux lignes consécutives
par un nombre pair de permutations de lignes consécutives, alors les
deux termes sont de signe opposé et on peut ramener A;,; & A;,; par
un nombre pair de permutations de ligne consécutives. Par hypothese
inductive on a alors que det A;,; = det A;,; et a nouveau det; A = 0.

3. SiA=1,,alorsa;; =0sii# jeta;; =1, et Aj; = I,,_1. Par conséquent,
det; I, = det; I,_1 = 1 par hypotese inductive.

Par l'unicité de la fonction déterminant (11.11), on a det; A = ... = det,, A et

nous écrivons simplement det A. O

11.15 Exemple. Considérons une matrice a trois lignes et trois colonnes

det; A = aq1 det 22 Q23 — a9y det 1z 13 + agp det 1z 013
a32 Aa33 a33 a22 A23
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Vérifions explicitement la linéarité de det; par rapport a la premiere ligne
(en écrivant |A| & la place de det; A):

ary + fy1 aws + Bys  axs + Bys

a b c =
d e f
(a1 +By1) le) ; Q) Jerﬂy2 ars ; BYs 1| oo ;r By2 azxs Jcr Bys
et I’on voit ici que
i. (axy + By1) dépend de fagon linéaire de la premiere ligne et Z ; ne
dépand pas de la premiere ligne;
ii. a ne dépend pas de la premiere ligne et ‘ a2 : By aws —}_ Bys dépend
de fagon linéaire de la premiere ligne (par hypothese inductive);
iii. d ne dépend pas de la premiere ligne et ‘ oy + Y2 s+ fys ‘ dépend

b c
de fagon linéaire de la premiere ligne (par hypothése inductive).

Chacun des trois termes de la somme dépend donc de fagon linéaire de la
premiere ligne et, par conséquent, il en est ainsi de det; .

Vérifion maintenant le caractére alterné de det; . Pour examiner tous les cas
significatifs, travaillons sur une matrice a quatre lignes et quatre colonnes :

i. Les deux lignes égales sont consécutives :

a b ¢ d
a b ¢ d|
e f g h|
i 7 k1
b ¢ d b ¢ d b ¢ d b ¢ d
=a|f g hil—alf g h|+e|lb ¢ d|—i| b ¢ d
i k1 i k1 ik 1 f g h

les deux premiers termes se simplifient entre eux, les troisieme et le qua-
trieme s’annullent (par induction) car dans les deux matrices & trois lignes
et trois colonnes il y a deux lignes égales.

ii. On peut ramener les deux lignes égales a deux lignes consécutives par un
nombre impair de permutations de lignes consécutives :

. Q 0o Q
S O o
~ Q, =

o o
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f g h b ¢ d b ¢ d b ¢ d
=a|lb ¢ d|—e|b ¢ d|4+a| f g h|—i|f g h
i k1 i k1 i k 1 b ¢ d

(& nouveau par induction) le premier et le troisitme terme se simplifient
entre eux car le déterminant change de signe, le deuxieme et le quatrieme
terme s’annullent car il y a deux lignes égales.

iii. On peut ramener les deux lignes égales a deux lignes consécutives par un
nombre pair de permutations de lignes consécutives :

a b ¢ d
e f g h|_
i 7 k1|
a b c d
f g h c d b ¢ d b ¢ d
=a|j k l|—elj k Il |+i|f g h|l—a|lf g h
b ¢ d b ¢ d b ¢ d j k1

(toujours par induction) le premier et le quatrieme terme se simplifient
entre eux car le déterminant change de signe deux fois, le deuxieme et le
troisieme terme s’annullent car il y a deux lignes égales.

11.16 Remarque.

1. Une matrice A = (a;;) € R™™ est triangulaire supérieure si tous les
éléments a,;; avec ¢ > j sont nuls.

2. Si A est triangulaire supérieure, le déterminant de A est simplement le
produit des éléments de la diagonale descendante :

detA:CLH'CLQQ-...~ann

Ceci est facile & montrer par induction en utilisant la formule [11.14] avec
j=1.

3. Le point 2. ci-dessus et la Propriété 11.9 donnent une méthode pour cal-
culer le déterminant qui est souvent plus rapide que la formule [11.14].
11.6 Déterminant et produit matriciel

La prochaine propriété permet parfois de simplifier le calcul du déterminant :
11.17 Propriété. Soit A, B € R"*". On a :
det(A- B) =det A-det B

Preuve. Premier cas : si det B = 0, alors B n’est pas inversible (11.12) et
donc A - B n’est pas inversible non plus (si il existe C telle que C' - (A- B) = I,
alors par associativité du produit matriciel (C-A)- B = I, ce qui montrerait que
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B est inversible). Par conséquent, det(A - B) = 0 (11.12) et donc det(A - B) =
det A - det B.
Deuxieme cas : si det B # 0, posons

det(A - B)
CRTM SR §(A) = A D)
0 R0 =55

et montrons que la fonction § satisfait aux conditions de la Définition 11.7 (d’ot,
par l'unicité de la fonction déterminant, 6(A) = det A et donc det A - det B =
det(A - B)).

1. Puisque (—) - B est linéaire, la formule
i-eme ligne de A - B = (i-éme ligne de A) - B

(voir Remarque 5.10) montre que det(A - B) dépend de fagon linéaire des
lignes de A, et donc 6(A) aussi en dépend de fagon linéaire. Montrons de
facon plus détaillée que 6 dépend de facon linéaire de la premiere ligne :
considérons la matrice suivante (ou L; est la i-eéme ligne)

aly + BLY

Lo

Ly,
En utilisant le fait que la fonction det dépend de facon linéaire de la
premiere ligne, nous avons :

al, + BL} (aly +BLY) - B
Lo Ly B
det . - B det .
aly + pL} : :
5 Ly B L, B L, B
: N det B N det B
L,
Ly B Ly B Ly - B
det . adet . + B det
B L, B B L, B L, B _
- det B - det B o
Ly L
LQ L2
adet . -B | + Bdet . -B
L, L,

det B
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L I
L2 L2
det . - B det . - B
: : Ly Ly
L, L, 5 Ly 5 Ly
det B +h det B e IR el I
L, L,

2. Sidans A il y a deux lignes égales, la formule ci-dessus tirée de la Remarque
5.10 montre que dans A- B aussi il y a deux lignes égales. Par conséquent,
det(A- B) =0 et donc §(A4) = 0.

3. 0(1) = SULD) _ detB _ g

det B~ detB
O
11.18 Exercice. Soit A € R™*™ une matrice inversible. Montrer que
1
det(A™1) =
et ) det A

11.19 Remarque. Attention, en ce qui concerne la somme de deux matrices
on a pas une propriété semblable a la propriété précédente : en générale

det(A+ B) #det A+ det B

Comme exemple on peut considérer les matrices

1 0 0 0
a=(g0) @e=(y")

En effet, det A = 0 = det B mais det(A+ B) = 1.

11.20 Remarque. La Propriété 11.17 permet de définir le déterminant d’une
application linéaire L: V' — V, ot V est un espace vectoriel de type fini. Si e
est une base de V' et . L, est la matrice associée a L par rapport a la base e, on

pose
det L = det(.Le)

Cette définition ne dépend pas de la base de V' que nous avons chosie : si f est
une deuxieme base de V, alors

L= fle- cLe- oIy

ol ¢l et .If sont les matrices changement de base et I, = (If)~! (voir 8.27
et 8.28). En utilisant 11.17 et 11.18, nous avons
1
det( fo) = M : det( eLe> : det( eIf) = det( eLe)

Dans la théorie du déterminant comme nous l’avons présentée jusqu’a ici
(11.7 — 11.19) les lignes et les colonnes d’une matrice ont un réle fort différent.
Nous allons remédier a cette asymétrie en utilisant la transposée d’une matrice
(voir 9.26).
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11.7 Déterminant et matrice transposée

Pour échelonner une matrice nous avons toujours travaillé sur les lignes, il
faudrait donc parler de matrice a lignes échelonnées. On peut travailler sur les
colonnes et obtenir ainsi une matrice a colonnes échelonnées : a ce propos il n’y
a rien de nouveau a apprendre car échelonner une matrice par rapport a ses
colonnes revient exactement a échelonner la matrice transposée par rapport aux
lignes. Nous pouvons donc répéter la théorie du déterminant en échangeant le
role des lignes avec celui des colonnes. Voici en résumé :

11.21 Propriété.
A. Il existe une unique fonction

§: R™" 5 R

1. multilinéaire, c’est-a-dire linéaire par rapport a chaque colonne,

2. alternée, c’est-a-dire que si dans A il y a deux colonnes égales, alors
0(A) =0,

3. et telle que 6(I) = 1.

B. Pour n =2 on pose

ailr a2 ail a2
o ( ) = a11a22 — a12a21 = det ( )

a1 a22

C. Pourn >2etic{l,...,n} fixé, posons

8i(A) =Y (=1)"Hai;0(As)

j=1
Par unicité, on a 61(A) = ... = 6,(A) et nous écrivons simplement §(A).
11.22 Lemme. Pour toute matrice A € R"*"™ on a 6(A) = det A’
Preuve. Pour n = 2 c’est évident. Pour n > 2 remarquons d’abord que
(A%)ij = (Az)'

Si on applique maintenant la formule [11.14] & la matrice A* avec, pour fixer les
idées, 7 = 1, nous avons

det1 At = Z?:l(—l)“_lali det(At)il
= Z?=1(71)i+1a11: det(Au)t

= Y (=1)"ay6(An)

= 61(4)
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11.23 Corollaire. Pour toute matrice A € R™"™ on a det A = det A?.

Preuve. Puisque on sait déja que §(A) = det A?, il suffit de montrer que
0(A) = det A, et pour cela il suffit de montrer que la fonction

6: R™™ 5 R

satisfait aux conditions de la Définition 11.7. Si n = 2 cela est évident car
0(A) = det A par définition. Sin > 2, voyons par exemple que ¢ est une fonction
alternée par rapport aux lignes : supposons que les deux lignes égales dans A
soient la ligne 41 et la ligne i5 et calculons §;(A) avec i # i1,45: puisque pour
tout j = 1,...,n la ligne i; et la ligne i de la matrice A;; sont égales, par
hypothese inductive nous avons

n

6i(A) = Z(—l)i“aiﬁ(f‘lij) => (-1)Va;;0=0

j=1

O

11.8 Applications : calcul du rang et regle de
Cramer
Pour terminer ce chapitre, voyons deux applications. Commengons par voir

comment le déterminant peut aider pour calculer le rang d’une matrice non
nécessairement carrée.

11.24 Définition. Une matrice B € R¥*! est une sous-matrice d'une matrice
A e R™*™ (avec k < m et ] <n) si B est obtenue & partir de A en retirant m-k
lignes et n-l colonnes.

11.25 Exemple. La matrice

a b ¢ d
A= e f g h
T ko1

car elle est obtenue de A en retirant la deuxiéme et la quatrieme colonne et la
deuxieme ligne.

11.26 Propriété. Soit A € R™*" et soit k < min(m,n). Alorsrang A > k si et
seulement si il existe une sous-matrice B de A avec B € RF*% et B inversible.
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Preuve. Soit B € RF*¥ une sous-matrice inversible de A et soient Li,...,Li,
et Cj,,...,Cj, les lignes et les colonnes de A qui interviennent dans B. Si on
pose
T R™ 5 RY w(zy, .., om) = (), 25,)

les lignes de B sont exactement 7(L;, ), ..., n(L;, ). Puisque B est inversible, les
lignes w(L;, ), ..., n(L;,) sont linéairement indépendantes et donc, par I'Exercice
7.2, les lignes L;,, ..., L;, aussi sont linéairement indépendantes. Ceci montre
que rang A = dim Lign(A) > k.

Vice-versa, supposons rang A > k et soient L;, , ..., L;, des colonnes linéairement
indépendantes de A. La matrice C' € R¥*™ formée par ces lignes a rang égal & k et
elle contient donc (au moins) k colonnes Cj, , ..., Cj, linéairement indépendantes.
La sous-matrice B € R¥** formée par ces colonnes a rang k et elle est donc in-
versible. O

Comme deuxieme application, voyons la régle de Cramer. Si A € R™*™ est
une matrice inversible, le systéme

admet une solution unique, donnée par £ = A=!. b (pour voir cela, il suffit de

multiplier les deux termes de Péquation A-Z = b & gauche par A~1). Une formule
plus explicite pour calculer la solution T est donnée par la pripriété suivante.

11.27 Propriété. Considérons le systeme S: A- & = 5, avec A € R™ ™ yne

matrice inversible. Les composantes x1,...,x, de l'unique solution ¥ de S sont
données par
det(Cy | ... | Cj1 |b]Cjur|... | C .
T = (G| | Jdl‘|cA‘ i+ | [ Cn) pour tout 3 =1,...,n
e
ou Cy,...,C, sont les colonnes de A.

Preuve. Le fait que Z soit solution de S revient a dire que

(voir Remarque 5.11). Par la linéarité du déterminant par rapport & la j-éme
colonne et en utilisant le caractére alterné du déterminant par rapport aux
colonnes, nous obtenons

det(Cy | ... | Cj1 | b|Cian | ... | Cn) =
=det(Cy|...|Cjmr |21 Cr+.. .42, -Cr | Cjga | ... | Cp) =
=2y -det(Cy | ... |Cj_1 | CL| Cipa | [ Cu)+ ...
oy det(Cy || Gy | C | Cian | | C) +
oty det(CL | |Gy | Cu | Ciaa | o | Co) =
—z;-det(Cy | ... | Cioq | Cj | Cian | ... | Cn) = xj - det A

Si A est inversible, son déterminant est différent de zéro et, en divisant par
det A, on obtient la these. O



Chapitre 12

Espaces vectoriels sur un
corps

Le chapitre 12 section par section

Jusqu’a ici nous avons travaillé avec des matrices a coefficients réels, avec des
systemes a coeflicients réels, et avec des espaces vectoriels réels. Peut-on rem-
placer R par N, Z,Q, C, ...7 Ce qu’il nous faut est de choisir les coefficients dans
un ensemble de “nombres” qui satisfait & certaines propriétés. Un tel ensemble
est appelé un corps commutatif.

1. La notion de corps commutatif est introduite par étapes : en ordre de com-
plexité croissante, nous avons les groupes, les anneaux, les corps. Parmi
les exemples, on a le corps R des réels et le corps C des complexes.

2. La théorie des espaces vectoriels et des applications linéaires, développée
dans les chapitres précédents pour le cas réel, se généralise sans difficulté
aux cas des espaces vectoriels sur un corps commutatif quelconque.

Les notions de groupe et de anneau ne seront pas développées dans ce cours,
mais elles feront I'objet d’'une étude approfondie en deuxieme et troisieme année
tant dans le programme de physique que dans le programme de mathématique.

12.1 Groupes, anneaux, corps

12.1 Définition. Un groupe est donné par :
1. un ensemble G
2. un élément 0 € G appelé zéro

3. une opération binaire appelée somme

GxG—=G, (z,y)—»z+y

107
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4. une opération unaire appelée inverse
G—>G, x— —x

Ces données doivent satisfaire aux équations suivantes (pour tout z,y,z € G):
1. (x+y)+2z=2+ (y + 2) (associtivité de la somme)
2. 24+ 0=2 =0+ z (0 est ’élément neutre par rapport & la somme)

3. 24 (—z) =0 = (—z) +  ('élément —z est I’élément inverse de x par
rapport a la somme.

Le groupe G est dit commutatif (ou abélien) si de plus

4. x +y =y + x (commutativité de la somme).

12.2 Exemple.
L. (Z7 0,+, *)v (Qa 0,+, *)7 (R7 0,+, *)a (Q\{O}a L (')71)7 (R\{O}a L (')71)

sont des groupes abéliens.
2. (N,0,4),(Z,1,+),(Q,1,-,(-)71), (R, 1,-,(-)~1) ne sont pas de groupes.

12.3 Définition. Un anneau est donné par :
1. un ensemble A
2. un élément 0 € A appelé zéro
3. un élément 1 € A appelé unité
4

. une opération binaire appelée somme
AXA—= A, (z,y)—z+y
5. une opération unaire appelée inverse
A— A, 2~ —2
6. une opération binaire appelée produit

AxA— A, (z,y)—z-y

Ces données doivent satisfaire aux conditions et équations suivantes (pour tout
x,y,z € A):

1. (A,0,4, —) est un groupe abélien
2. (x-y)-z=x-(y-2) (associativité du produit)
3. z-1=xz =1 -z (1 est ’élément neutre par rapport au produit)

4. z-(y+2) =2x-y+x -z (distributivité & gauche du produit par rapport &
la somme)

5 (x+vy) -z=x-z+y-z (distributivité & droite du produit par rapport a
la somme).

L’anneau A est dit commutatif si de plus
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6. -y =y -z (commutativité du produit).
12.4 Exemple. (Z,0,1,+,—,-),(Q,0,1,+,—,-),(R,0,1,+,—,-) sont des an-

neaux commutatifs.

12.5 Exemple. Si (A,0,1,4,—,:) est un anneau, nous pouvons considérer
I’ensemble des éléments inversibles

A*={aec A| ilexistea* € Atelquea-a*=1=a"-a}

et nous avons que (A*,1,-,(—)*) est un groupe. Par contre, on ne peut pas
restreindre la somme +: A X A — A a une somme +: A* x A* — A* car la
somme de deux éléments inversibles pourrait étre un élément non inversible.

12.6 Définition. Un corps est un anneau
(Ka 07 13 +, =, )

qui satisfait en plus la condition
1. pour tout x € K,z # 0, il existe z* € K tel que x - z* =1 = z* -z
(lélément z* est dit élément inverse de x par rapport au produit).
Le corps K est dit commutatif si de plus

2. z-y =1y -z (commutativité du produit).
12.7 Exemple.

1. (Q,0,1,+,—,),(R,0,1,+,—, ) sont des corps commutatifs, avec élément

inverse z* = 1.

2. (Z,0,1,4,—,-) n’est pas un corps.

12.8 Exemple. L’ensemble R? avec les éléments
0=(0,0), 1=(1,0)

et les opérations

(a,0)+(¢c,d) = (a+c,b+d) , —(a,b) = (—a,=b), (a,b)(¢c,d) = (ac—bd, ad+bc)

est un corps commutatifs noté C et appelé corps des nombres complexes.
Comme exercice, le lecteur peut calculer I’élément inverse (a,b)* d’un nombre
complexe (a,b) # (0,0).

Si nous écrivons a & la place de (a,0) et ¢ (I'unité imaginaire) pour (0, 1),
nous obtenons

1. (a,b) = a + ib (forme algébrique d’un nombre complexe)

2. 2 =—1.
En utilisant la forme algébrique, on peut développer les calculs avec les nombres
complexes comme si on avait a faire a des nombres réels, quitte a utiliser la
relation 2 = —1.

La particularité de C par rapport & R est donnée par le résultat suivant
(I'exemple P(z) = z? + 1 montre qu'un tel résultat n’est pas valable si on
cherche les racines réelles d’'un polynome & coefficients réels).
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12.9 Théoréme. (Théoréme Fondamental de I’Algebre) Soit un polynéme de
degré n > 0 a coefficients complezes

P(z) = ap + a1z + asx® + ... + apz” € Clz],

Alors :

1. P(z) admet n racines complexes (non nécessairement distinctes)
Jaq,...,an € C tels que P(ay) =...=P(ay,) =0

2. et, par conséquent, P(x) se décompose en produit de n facteurs de premier
degré
Pz)=an(x—aq) ... (. — an)

Preuve. Ce théoréeme sera admis sans preuve, car elle est trop longue par rap-
port a son intérét dans ce cours. Le lecteur peut trouver une preuve complete
(rédigée par Francis Borceux) dans le document “Théoreme Fondamental” dis-
ponible sur le site iCampus du cours. O

12.2 Espaces sur un corps

12.10 Définition. Soit K = (K,0,1,+,—,) un corps commutatif. Un espace
vectoriel sur K est donné par :

1. un ensemble V dont les éléments sont appelés vecteurs et notés &, 7, ...
2. un élément 0 € V appelé vecteur zéro ou vecteur nul

3. une opération binaire appelée somme
VxV oV, (&y)—TZ+y
4. une opération unaire appelée inverse
V-V, -7
5. une opération binaire appelée action
KxV =V, (,)) —a-&

Ces données doivent satisfaire aux conditions et équations suivantes (pour tout
Z,y,Z €V et pour tout o, 5 € K):

1. (V,0,4+, —) est un groupe abélien
Ca-(B-7)=(af) &

2
3.
4.
)

<oy
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12.11 Remarque. Pour retrouver, dans le cas K = R, la définition d’espace
vectoriel réel donnée au Chapitre 6 (Définition 6.1) il suffit de remarquer que
dans tous espace vectoriel sur un corps K on a (—1) - & = —Z. En effet, en
utilisant ’Exercice 6.2 qui reste valable dans tout espace vectoriel sur un corps
K arbitraire, nous avons :

T4+ (-1)-Z=1-F+(-1)-Z=(1-1)-Z=0-Z=0

12.12 Définition. Soient V' et W deux espaces vectoriels sur un méme corps
commutatifs K et soit
L.V W

une fonction. La fonction L est une application linéaire si pour tout &,y € V et
pour tout o, 5 € K on a :

1. L(a- %) = a- L(%)
2. L(Z+9) = L(&) + L(y)
ou, de fagon équivalente, si

3. Lla-Z+B-9) = a-L(Z) + 8- L(®)

12.13 Exemple. Soit K un corps commutatif et V, W deux espaces vectoriels
sur K.

1. L’ensemble K™ des n-uples d’éléments dans K, ’ensemble K™*" des ma-
trices & m lignes et n colonnes & coefficients dans K, ensemble K[x] des
polynémes a coefficients dans K, 'ensemble K[z],, des polynémes de degré
plus petit ou égale & n & coefficients dans K, ’ensemble F (X, V') des fonc-
tions de X vers V avec X un ensemble quelconque, ’ensemble Lin(V, W)
des applications linéaires de V' vers W, sont des espaces vectoriels sur K
par rapport aux mémes opérations utilisées dans le cas réel.

2. Les ensembles K™*™ et Lin(V, V') sont des anneaux non commutatifs si on
considere comme produit le produit matriciel dans K™*™ et la composition
d’applications linéaires dans Lin(V, V).

12.14 Remarque. L’entiereté de la théorie développée dans tous les chapitres
précédents pour les systémes d’équations linéaires a coeflicients réels, pour les
espaces vectoriels réels et pour les applications linéaires entre espaces vectoriels
réels reste valable si on remplace le corps R des nombres réels par un corps
commutatif K quelconque. La seule différence est la Remarque 2.4 :

Trois cas peuvent se présenter pour un systeme S d’équations linéaires :

1. Le systéme S n’a pas de solutions. On dit que S est un systéme impossible
(ou sur-déterminé).

2. Le systeme S admet une solution unique. On dit que S est un systéme
déterminé.

8. Le systeme S admet une infinité de solutions. On dit que S est un systéme
indéterminé (ou sous-déterminé).
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Cette remarque reste valable si K est Q,R ou C, mais pas en général. Dans
certains cas un systeme d’équations linéaires a coefficients dans K peut admettre
un nombre fini strictement plus grand que 1 de solutions. Voici un exemple
simple.

12.15 Exemple. L’ensemble {0,1,2,...,p— 1} est un anneau commutatif par
rapport aux opérations +, et -, définies de la facon suivante :

a +p b est le reste de la division de a + b par p

a -p b est le reste de la division de a - b par p

Par exemple, sip =7, alors 5 +,6 =4,14,2=3,6-,5 = 2.

Cet anneau est noté Z, et appelé 'anneau des entiers modulo p. Si de plus p
est un nombre premier, alors Z, est un corps commutatif.

Le systeme d’une équation & une variable

Sp:0-pz=0

interprété comme systéme a coefficients dans Z, admet p solutions (tous les
éléments de Zp).

12.16 Remarque. Un méme groupe abélien peut étre muni d’une structure
d’espace vectoriel sur des corps différents. Par exemple, tout espace vectoriel
sur C est aussi un espace vectoriel sur R (et sa dimension comme R-espace est
le double de sa dimension comme C-espace).
Ceci est un cas particulier d’'un phénomene plus général : si H et K sont
deux corps commutatifs et
fiH—-K

est un morphisme de corps, c’est-a-dire une fonction telle que
fla+b)=f(a)+ f(b), fla-b)=f(a)-f(b), f(1)=1
alors tout groupe abélien (V,0, +, —) muni d’une structure de K-espace vectoriel
KxV—V

peut étre muni d’une structure de H-espace vectoriel grace a ’action

fxid .
HXV —KXxXV——V
Dans le cas de R et C, le morphisme de corps est 'inclusion
R—-C a+~(a,0)

12.17 Exemple. Evidemment R est un R-espace vectoriel de dimension 1. Mais
le groupe abélien (R, 0, +, —) est aussi un Q-espace vectoriel et, en tant que Q-
espace vectoriel, sa dimension est infinie. Pour voir cela, nous utilisons les notions
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de nombre algébrique et de nombre transcendant : un nombre réel est algébrique
¢’il est racine d’un polynéme a coefficients rationnels non tous nuls (ou, ce qui
revient au méme, a coefficients entiers non tous nuls). Un nombre réel qui n’est
pas algébrique est dit transcendant. Tout nombre rationnel est algébrique, mais
il y a des nombres irrationnels qui sont algébriques, comme par exemple /2
qui est racine du polyndéme 22 — 2. On peut montrer que, dans un sens que
nous ne préciserons pas ici, il y a beaucoup plus de nombres transcendants
que de nombres algébriques. Pour cet exemple nous nous limiterons a accepter,
sans preuve, que le nombre e, la base du logarithme népérien, est un nombre
transcendant. Nous pouvons maintenant construire dans le (Q-espace vectoriel
R des suites libres de longueur arbitraire. En effet, pour tout n € N, la suite

lee?, e, ... e"

est libre car si une combinaison linéaire a coeflicients rationnels
2 3 n
ag + are + aze” +aze” + ...+ ane
est nulle, alors tous les coefficients sont nuls car e est transcendant.

12.18 Remarque. La définition d’espace vectoriel sur un corps K garde tout
son sens si K est seulement un anneau commutatif, mais dans ce cas on préféere
parler de module sur 'anneau K plutét que d’espace vectoriel. Par exemple, les
modules sur 'anneau Z sont exactement les groupes abéliens.

On peut aussi parler de modules sur un anneau A qui n’est pas commutatif,
mais dans ce cas il faut distinguer entre

- module & gauche : I'action est de type A xV —V
- module a droite : 'action est de type Vx A —» V

(dans le cas commutatif il n’y a pas de différence : tout module & gauche est
aussi un module a droite et vice-versa).

Attention : la théorie des modules sur un anneau (commutatif ou pas) est
fort différente de la théorie des espaces vectoriels sur un corps commutatif. Par
exemple, dans le cas d’un anneau, il n’est plus vrai que tout module admet une
base (finie ou infinie).

12.19 Remarque. Dans les chapitres consacrés aux espaces euclidiens et aux
formes quadratiques, nous nous limitons aux espaces vectoriels réels. La raison
principale est qu’il faudra utiliser des inégalités. Or, R est un corps ordonné,
c’est-a-dire muni d’une relation d’ordre totale

< C RxR

compatible avec la structure de corps
1. x <z (réflexivité)
2. siz <yety<zalors z < z (transitivité)

3. six <yety<zxalors z =y (anti-symétrie)
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4. pour tout z,y on a x < y ou y < x (ordre total)
5. si x <y alors z + z <y + z (compatibilité avec la somme)
6. siz <yetz<0, alorsy-z<zx-z (compatibilité avec le produit).

Par contre, C n’est pas un corps ordonnés car on peut montrer que dans tout
corps ordonné on a
~1<0 et 0<a?(siz#0)

en contradiction avec la situation de C ou —1 = 42



Chapitre 13

Espaces euclidiens

Le chapitre 13 section par section

A partir du probléme de la recherche des solutions approchées d’'un systeme
qui n’admet pas de solutions exactes, nous introduisons la notion d’espace eu-
clidien. Grace aux espaces euclidiens on peut étudier de nombreux problémes
d’approximation dans les espaces vectoriels réels.

1.

Un espace euclidien est un espace vectoriel réel muni d’un produit sca-
laire. R™ est I’exemple guide, mais il y en a d’autres comme 1’espace des
polyndmes et I'espace des fonctions intégrables.

. En utilisant le produit scalaire, dans un espace euclidien on peut définir

la distance entre deux vecteurs et ’orthogonalité entre vecteurs.

. La notion la plus importante qu’on peut introduire dans un espace eucli-

dien est celle de projection orthogonale sur un sous-espace : la projection
orthogonale minimise la distance.

. Pour garantir I'existence de la projection orthogonale sur un sous-espace

V, il faut disposer d’une base orthonormée de V. C’est toujours le cas si V'
est finiment engendré.

. Quelques problémes d’approximation qu’on peut traiter grace aux espaces

euclidiens : les solutions approchées d’un systeme, la droite d’interpolation
linéaire, la droite tangente au graphe d’une fonction dérivable, le polynome
de Taylor.

13.1 Définition et exemples

Ce chapitre est consacré a la recherche des solutions approchées d’un systeme
qui n’a pas de solutions exactes : nous savons qu’un systéme

S:A-F=0

115
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admet des solutions si et seulement si le vecteur des termes indépendants est
combinaison linéaire des colonnes de la matrice des coefficients

b € Col(A)

Dans le cas ou cette condition n’est pas vérifiée, on peut chercher les solutions
approchées : on remplace le vecteur b par un vecteur b’ qui remplit les conditions
suivantes

1. ¥/ € Col(A)
2. parmi les vecteurs de Col(A), V' est le plus proche de b

-,

Ve Col(A), 7#b: dist(b,b') < dist(b, )

Le nouveau systéme S’: A -7 = v admet des solutions, qui sont appelées solu-
tions approchées du systeme S de départ.
Pour que tout cela puisse fonctionner, il faut préciser ce que distance

dist(Z, 7)

entre vecteurs de R"™ signifie. Les espace euclidiens sont des espaces vectoriels
ou l'on peut parler de distance : I’espace R™ en est un exemple parmi beaucoup
d’autres.

13.1 Définition. Un espace euclidien est donné par un espace vectoriel réel £
et un produit scalaire, c’est-a-dire une fonction

(-|-):EXE—=R, Zy—(Z]7)
1. bilinéaire, c’est-a-dire linéaire par rapport a chaque variable :
(a-Z+6-7[2) =al@|2)+87]2)
(Z|o-g+8-2) =al@|y)+4(T]2)
2. symétrique : (Z | §) = (¢ | ©)
3. définie positive : pour tout & € E, & # 0, on a (¥ | Z) > 0.

13.2 Remarque. A cause de la linéarité par rapport a chaque variable, on a
(Z]0)=0= (0| &) pour tout vecteur Z.

13.3 Exemple.

1. L’espace R™ muni du produit scalaire canonique
n
Zy) = inyi pour Z=(21,...,2n) € §=(Y1,...,Yn)
i=1

est un espace euclidien. (Nous avons déja utilisé le produit scalaire cano-
nique dans la définition du produit matriciel, voir 5.3.)
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2.

Soit A € R™ ™ une matrice symétrique (c’est-a-dire que A* = A). Si on
pose
Y1
(Z|9) = (x1,...,2n) A~ :
Yn
on a une fonction bilinéaire et symétrique. Ci cette fonction est aussi
définie positive, on dira que la matrice A est définie positive. Les notions
de matrice définie positive ou négative et semi-définie positive ou négative
seront étudiées plus en profondeur au Chapitre 17 (voir Remarque 17.15).
Notons que pour A = I on retrouve le produit scalaire canonique de R".

. Soit ag, a1, ...,a, € R des réels fixés, avec a; # a; si i # j. L'espace Rlz],

muni du produit scalaire

n

(P|Q)=> P(a;)Q(a;)

=0

est un espace euclidien.

. Soit a,b € R deux réels fixés, avec a < b. L’espace des fonctions intégrables

Int([a,b], R) muni du produit scalaire

b
<ﬂm=/fmmmw

est un espace euclidien.

13.2 Norme, distance, orthogonalité

13.4 Notation. Soit ' un espace euclidien et soit &, € E.

1.
2.

Norme de Z: || Z || = /(& | Z).

Distance entre T et §: dist(Z, %) =|| Z— 7| -

13.5 Propriété. Soit E un espace euclidien.

1.

Gvs Lo o

Pour tout Z,5€ E on a || Z || > 0 et dist(Z,y) > 0.

SiZ#0, alors || Z || > 0; si & # ¢, alors dist(Z, ) > 0.
Pour tout T € E et pour touta € Rona||a-Z||=|al-||Z].
Inégalité de Cauchy : | (Z|§) |<||Z |- |71 -

Inégalité triangulaire : | Z+ g || <|| Z ||+ |7l -

Preuve. 1. 2. 3. : Exercice.

4. Pour tout @ € R, 0 < (F+af | T+af) = a? | 71| +2a(F | )+ || T ||* . Si on
regarde cette expression comme un polynome de deuxieme degré par rapport a
la variable «, il faut que son discriminant soit negatif ou nul :

A=@ g 1zI>-171*<0
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dott (Z | ) < |- | 7|I* et donc [ (@ | ) [< | Z (- 7]

5. En utilisant le point 4. nous avons
|Z+7*=@F+g|i+9) = (@ D) +27|9)+ 7|9 <
<lzPP+2lizl-Igh+ngir=azl+I17gI?
dou [ Z+7 <Nz + 7. O
13.6 Exemple. Dans R? avec le produit scalaire canonique :

L || Z = vat+ a3,
2. dlSt(fv g) = \/(xl - y1)2 + (xQ - y2)27

—

3. (@G =IZI -7l -cos(Z, )

Preuve. 3. Soit ¥ = (z1,22),7 = (y1,y2). Il faut montrer que

—

T1Y1 + Toys = \/33% + 23 - \/Z/% + y3 - cos(Z, 7/)

Puisque la norme d’un vecteur et I’angle entre deux vecteurs ne changent pas par
rotation autour de l'origine, pour simplifier les calculs nous pouvons supposer
que le vecteur & se trouve sur le demi-axe horizontal positif : 21 > 0 et zo = 0.
La formule a montrer devient alors

T1Y1 = T14/ Y3 + 3 - cos(Z,9)

Apres simplification, cela donne
Y1
Vi + 3

qui est vrai par définition de cosinus. O

= cos(Z, ¥)

13.7 Définition. Soit E un espace euclidien.
1. Deux vecteurs Z, i € E sont orthogonauz si (Z | ) = 0. Notation : L1y

2. Soit V' un sous-ensemble de E. L’espace orthogonale de V est
Vt={Zec E|ZLV pour tout 7€ V}

13.8 Exemple. Dans R? muni du produit scalaire canonique, soit ¢ = (a, b) et
soit V = (7). Alors

VE = {(z1,22) € R? | azy + bxg = 0}
est la droite par 'origine orthogonale a la droite V' de direction /.

13.9 Exercice. Dans un espace euclidien £ montrer que :
1. V+ est uns.e.v. de E.

2. SizeVNnVLalors 7 =0.



13.3. PROJECTION ORTHOGONALE 119

EL={0}, {0} =E.

Si Vi C V5 alors V1L ) VQL.

VvV C (VJ‘)J‘, VJ_ _ ((VJ_)J_)J_.

WV CVsh e ViDL

. Si Vi et Va sont deux s.e.v., alors (V; + Vo)+ = V2 NVt

N o w

13.10 Remarque. L’égalité V = (V1)L n’est pas toujours vérifiée.

1. Si V est un sous-ensemble de E mais pas un s.e.v., on peut trouver un
contre-exemple en dimension finie : £ = R? avec le produit scalaire cano-
nique et V' le demi-axe horizontal positif; (V/+)= est alors I’axe horizontal.

2. Si V est un s.e.v., il faut chercher un contre-exemple en dimension infinie
(car en dimension finie on a bien I'égalité V = (V1)L voir 13.14 et 13.23).
Nous pouvons prendre E = R[z] avec le produit scalaire

(P|Q) = / P(z) - Q(z)dz

et comme V le s.e.v. des polynomes qui s’annulent en zéro. Dans ce cas
on peut montrer que V- = {0} et donc (V)L = Rx].

13.3 Projection orthogonale

13.11 Définition. Soit £ un espace euclidien et V un s.e.v. de E. La projection
orthogonale de E sur V est une application

Py: E—E

telle que pour tout & € E:
1. Py (f) eV,
2. f—P\/(f)EvJ‘.

13.12 Propriété. (Unicité de la projection orthogonale) Soit E un espace eu-
clidien et soit V un s.e.v. de E. Si

ftE—FE e g EFE—FE

sont deux fonctions telles que pour tout ¥ € £
1. f(B) eV etg(@) eV
2. T — f(¥) eVt etF—g(@) eVt
alors f = g.
Preuve. Ona f(Z) —g(¥) = f(Z) — &+ & — g(&). Or, le terme de gauche est

dans V et celui de droite est dans V+. Donc f(%) — g(Z) € V. NV, Par 13.9
cela donne f(Z) — g(&) = 0, c’est-a-dire f(Z) = g(Z). O
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13.13 Propriété. Soit E un espace euclidien et soit V un s.e.v. de E. Soit
Py: E — FE la projection orthogonale de E sur V.

1. Py est une application linéaire,

2. Ker Py =V,

3. ImPy =V ={Ze€FE| Py(Z) =1},
4. Py o Py = Py.

Preuve. A titre d’exercice montrons que Py (Z + §) = Py (%) + Py (¥). Pour
cela, grace a la Propriété 13.12 il suffit de montrer que Py (%) + Py () € V et
que ¥+ ¥ — (Py(Z) + Py()) € V1. La premiere condition est satisfaite car
Py (Z), Py (y) € V et V est un s.e.v. par hypotheése. La deuxiéme condition est
satisfaite car Z+ 4 — (Py(Z) + Py (§)) = £— Py () +§— Pv (§) et £— Py (Z), 5 —
Py () € V+, qui est un s.e.v. par 13.9. O

13.14 Propriété. Soit E un espace euclidien et V un s.e.v. de E. Si la projec-
tion orthogonale Py, de E sur V' existe, alors :

1. E=VaVt,
2. la projection orthogonale Py 1 de E sur V* existe,
3. V=(VHt

Preuve. 1. Tout vecteur de FE se décompose comme somme d’un vecteur de
V et d’'un vecteur de V-

F = Py(T) + & — Py()

Donc E =V + V1 et cette somme est directe car VN VL = {0} (voir 13.9).
2. Montrons qu’on peut poser Py . (Z) = & — Py(Z). Pour cela, vérifions les
deux conditions de la Définition 13.11 avec V- & la place de V. Evidemment
7 — Py (Z) € V1. En autre, ¥ — (¥ — Py (%)) = Py(£) € V C (V)L (voir 13.9).
3. 11 faut montrer que (V+)+ C V (Iinclusion V C (V1)1 est toujours valable,
voir 13.9). Soit # € (V+)L. Par le point 1 nous pouvons écrire

Ff=a+b
avecd € V C (V1)t et beV+t.Onadonci—a= Eet, puisque ¥ —a € (V+)*

etbe VL, #—a =0 (voir & nouveau 13.9). Cela donne # = @ et donc £ € V. [

La propriété la plus importante de la projection orthogonale est qu’elle mi-
nimise la distance :

13.15 Propriété. Soit E un espace euclidien et soit V un s.e.v. de E. Soit
Py: E — FE la projection orthogonale de E sur V. Soit ¥ € E et 4y € V. Si
y # Py (Z), alors

dist(Z, Py (%)) < dist(Z, §)
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Preuve. Puisque la racine carrée est une fonction monotone croissante, il
suffit de montrer que dist?(Z, Py (Z)) < dist?(Z, 7):

dist*(Z,9) = £ -7 |>= (F-§| & - §) =
= (Z— Py(@) + Py (%) — 7| Z— Py (@) + Py (%) — ) =
= (F— Py () | 2— Py (2))+2(F— Py (2) | Py (Z)— )+ (Py(2)—7 | Py (Z)—7) =

> (T — Py (&) | ¥ — Py(&)) = | & — Pv(Z) ||= dist*(Z, Py (7))
oll nous avons utilisé que
- (Z-Py(@) | Pv(¥) —y) =0car T — Py(¥) € V%t et Py(Z¥) —y€V
- (Pv(Z) =7 | Pv(Z) —§) > 0 car § # Py ().

13.4 Bases orthonormées

Il reste a regler le probleme de I'existence de la projection orthogonale. Pour
cela nous allons utiliser la notion de base orthonormée :

13.16 Définition. Soit F un espace euclidien et soit €7,...,€, € F.
1. é1,...,€, est une famille orthogonale si €; #* 0 et si ¢;Le; pour tout
=1, n,0 %
2. €1,...,€, est une famille orthonormée si || € || =1 et si €;_L€; pour tout

ii=1,...,n,i# ]
13.17 Exemple. La base canonique de R™ est une base orthonormée par rap-
port au produit scalaire canonique.
13.18 Remarque.
1. Toute famille orthonormée est orthogonale (car si || & || = 1 alors & # 0).
2. (Cette remarque sera utilisée au Chapitre 16 pour établir I'existence de
lapplication adjointe en dimension finie.) Si un espace euclidien E admet
une base orthonormeée €, . . ., €, alors le produit scalaire de E peut s’expri-
mer a travers le produit scalaire canonique de R™: siZ = z1-€1+...+x,-€,
et y=y1-€1+ ...+ yy - €, alors
(T 1Y) =251+ + Toyn
En particulier :
(Z | &) =
En effet, par la bilinéarité du produit scalaire, nous avons :
n n n n
O & | Y yi-a) =Y wy;(@ &) =Yz
=1 i=1 i,j=1 i=1

car (€; | €j)=1sii=j et (€ ]€)=0sii#j].
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13.19 Propriété. Soit E un espace euclidien, V un s.e.v. de E, et €1,...,€,
une base orthonormée de V. Alors la projection orthogonale de E sur V existe
et elle est donnée par

Py(Z)=(Z]&) & +...+(T] &) @ [13.19]

Preuve. Il faut montrer que Py (%) défini dans [13.19] satisfait aux conditions
de la Définition 13.11 :

1. Py (&) € V car il est une combinaison linéaire de é7,...,€, € V et V est un
s.e.v.
2. Pour monter que ¥ — Py (%) € V= il faut monter que (¥ — Py (%) | ¥) = 0
pour tout ¢ € V, et pour cela il suffit de montrer que (Z — Py (Z) | €;) = 0 pour
tout i =1,...,n:
(- Pv(E)] &) = (F-2j_ (7)) ¢ e)

= (@]&) -2 (F]€)E | &)

= (@|&)-(Z]e)=0
car (€; | €;) =1sii=jet (€ ]€;)=0sii#j. O

La propriété précédente montre que l’existence de la projection orthogonale
sur V dépend de l'existence d’une base orthonormée de V.

13.20 Lemme. Toute famille orthogonale est une famille libre.

Preuve. Soit €1, ..., ¢, une famille orthogonale et supposons que
n
E a;-€ =0
i=1

Alors pour tout 7 =1,...,n nous avons

n n
0=01¢)=0 ai-é&lé&) =Y al@l|e)=a;@|ée)
=1 =1

et donc a; =0 car (€ | €5) > 0.

13.21 Propriété. Soit E un espace euclidien et V un s.e.v. de E. Si V est
finiment engendré et V # {0}, alors V' admet une base orthonormée.

Preuve. Par induction sur la dimension n de V.
Sin=1,soit v7 € V,v7 #0. Alors
U

[l o ||

est une base orthonormée de V.
Sin > 1, soit ¥,...,7, une base de V. Par hypothese inductive le s.e.v.
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W = (¥1,...,T,—1) admet une base orthonormée €é,...,¢é,_1 et donc, par la
Propriété 13.19, il existe la projection orthogonale Py, de E sur W. Posons

&y = Ty — P ()

et montrons que €1,...,€,_1,€, est une famille orthogonale de vecteurs de V'
(et donc
» 4 €n
€1, €6n—1, 75
I én |l

est une base orthonormée de V).
- é, €V car &, =T, — Pw(¥,) avec ¥, € V et Py (v,) € W C V.
- &, #0 car Py (¥,,) appartient & W mais ¢, n’appartient pas & W (si o, €
W, alors #,, est combinaison linéaire de 7, ...,7,_1, ce qui est impossible
car U, ..., Un_1, U, est une famille libre). Donc ¥,, # Py (¥,), c’est-a-dire
'(771 - PW(gn) 5& 0.
- & lé, pour tout i =1,...,n— 1 car & € W et €, = 0, — Py (v,) € W+.
O

13.22 Remarque. La Propriété 13.21 est valable méme si V' = {6} Dans ce
cas l'unique base de V est consituée par la famille vide, qui est une famille
orthonormée.

13.23 Corollaire. Soit E un espace euclidien et V un s.e.v. finiment en-
gendré de E. La projection orthogonale Py: E — E de E sur V existe et,
par conséquent, E =V @& V.

Preuve. C(’est une conséquence de 13.19, 13.21 et 13.14. O

13.24 Remarque. D’apres la Propriété 13.19 pour calculer la projection or-
thogonale Py il nous faut une base orthonormée de V. Comme démontré dans
13.21 une telle base existe si V est de dimension finie. Explicitons la construc-
tion inductive utilisée dans la preuve de la Propriété 13.21.

Soit 74, ..., 7, une base quelconque de V ; on pose :
S Ty
el = T
1 [GAl
& = Vo —(U2]€1)-€1

(T2 —(V2]€1)-é1l

A U3 —(VU3|€1)-€1—(U3|€2)-€>
3 |93 —(03]€1)-€1—(U3]é2) 2|
g = X (Ba]E)
" 170 =327 (5 |€0) €|
Les vecteurs €7, ..., €, sont une base orthonormée de V. Cette méthode pour
) b)

construire une base orthonormée est la méthode de Gram-Schmidt.
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13.5 Problemes d’approximation

Nous pouvons revenir au probleme de départ pour voir comment la projec-
tion orthogonale permet de trouver les solutions approchées d’un systeme qui
n’a pas de solutions exactes.

13.25 Exercice. Considérons le systeme
S:A-&=0

1 B 1
2 et b= 2
3 1

avec A =

—_ = =

1. 8 wa pas de solutions exactes : en effet rang A = 2 < 3 = rang(A | b), ce
qui signifie que b n’est pas combinaison linéaire des colonnes de A.
2. Puisque rang A = 2, les colonnes de A sont linéairement indépendantes,

elle sont donc une base de Col(A). Nous pouvons appliquer la méthode de
G.-S. pour obtenir une base orthonormée de Col(A):

o1
I
T
N
I
SN

3. La projection orthogonale de b sur Col(A) est donc

i)

V=016) &+ (b|é&) &=

[SEIR=EN NI TN

4. On obtient ainsi un nouveau systeéme
S A-F=V

Les solutions approchées du systeme de départ S sont exactement les
solutions du nouveau systéme S’. Dans ce cas le nouveau systeme S’ admet
une solution unique (car rang A = 2) qui est

(1)

13.26 Remarque. Pour calculer les solutions approchées d’un systeme
S:A-i=0b

on peut éviter de calculer explicitement la projection orthogonale Y de b sur
Col(A), et méme de calculer une base orthonormée de Col(A). En effet, & est
solution approchées de S ssi A - & = Z_J", c’est-a~dire ssi le vecteur A - & est la
projection orthogonale de b sur Col(A). D’apres la Définition 13.11 cela revient
a satisfaire deux conditions :
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1. A-& e Col(A)
2. b—A- % e Col(A)*

La premiére condition est toujours vérifiée et la deuxieéme revient a
(b—A-Z)LZ pour tout e Col(A)
c’est-a-dire a
(E—A-f\&’*j) =0 pourtout j=1,...,n

ou encore a

*—Zx,a*i\a’*j):o pour tout j=1,...,n
i=1

et finalement a
in(&'*i | dij) = (b | d.;) pourtout j=1,...,n

13.27 Exercice. Reprenons I'Exercice 13.25 en utilisant cette deuxieme méthode.
Les solutions approchées de S sont les solutions du systeme

M@M%Hm@ﬂ%)=@W)
21(s1 | Gu2) 2(Aya | ds2) = (b du2)
1 1
avec dy,] = 1 2 | . Cela donne
1 1
3.%1 + 61’2 = 4
6x1 + 1422, = 8
4

et l'unique solution est z1 = 3, z2 =

Une autre application des espaces euclidiens est la recherche du polynome de
degré n qui approxime au mieux une famille de m points du plan, avec n < m.
Nous nous limitons ici a un exercice de recherche de la droite qui approxime
au mieux trois points non alignés du plan (une telle droite est appelée droite
d’interpolation linéaire.

13.28 Exercice. Déterminer la droite d(z) = ax + b qui approxime au mieux

les trois points
Py =(-1,0), P, =(0,-1), P3=(1,0)

Deux approches sont possibles :
Premieére méthode : soit ¢(x) = az? + Bx + v 'unique polynoéme de degré 2 tel
que

Q(_l) =0 ) Q(O) =-1 ) Q(l) =0
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La droite d(x) que nous cherchons est la projection orthogonale de g sur 'espace
Rz]; des polynémes de degré plus petit ou égal & 1 muni du produit scalaire

(f(2) [ 9(z)) = f(=1)g(=1) + F(0)g(0) + f(1)g(1)

La base usuelle de R[z]; est donnée par {po(z) = 1,p1(x) = x}. Il S’agit en effet
d’une base orthogonale par rapport au produit scalaire choisi, et donc pour avoir
une base orthonormée il suffit de normer pg(x) et p;(z). Nous obtenons

ce qui nous permet de calculer la projection orthogonale, qui resulte étre une
droite horizontale :

d(z) = (q(2) [ uo(x)) - uo(z) + (q(x) | ur(2)) - wa(2) = -3
Deuxiéme méthode : si nous imposons & la droite d(x) = ax 4+ b de passer par

les trois points P;, P», P3, nous obtenons le systéme S: A - & = b suivant

-1 1 0
S: 0 1 (Z): —1
11 0

qui est évidemment impossible. Nous devons donc remplacer b par sa projection
orthogonale v sur Pespace Col(A). Or, les colonnes de A sont orthogonales par
rapport au produit scalaire canonique de R3, il suffit donc de les normer pour
obtenir la base orthonormée suivante

1 1

1 1
&1 =(——+,0,—=)", & =(—, —,
{1 ( \/i \/i) 2 ( 3

Cela nous donne comme projection orthogonale

7 Y - 1 1 1
V=0|é&) e+ 0b]&) &=(—,—=,—=)
(bleér)-e1+(b]ez)- e (3 3 3)
et le nouveau systeme S’: A-7 = b admet comme unique solution a = 0,b = _%,
ce qui finalement nous donne comme droite d’interplation la droite horizontale
1

d’équation d(z) = —3.

13.29 Remarque.

1. Remarquons que dans la premiere méthode utilisée dans I’Exercice 13.28
nous n’avons pas besoin de calculer explicitement le polyndéme ¢(x), mais
seulement de savoir qu’un tel polynéme existe (et est unique) et de connaitre
les valeurs ¢(—1),¢(0),q(1). Ceci est intéressant car, bien que dans notre
exemple la détermination de ¢(z) est immédiate (c’est le polynéme ¢(x) =
22 —1) dans le cas d'un nuage de m points avec m trés grand I'expression
de g(x) est assez laborieuse.
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2. On peut justifier le fait que les deux méthodes utilisées dans I’Exercice
13.28 donnent le méme résultat par un argument similaire a celui de la
Remarque 13.26. Voyons-le pour la droite d(z) qui approxime au mieux
trois pOil’ltS arbitraires P1 = (l‘l,yl), P2 = (Ig,yg), P3 = ($37y3)2
Premiere méthode : le fait que la droite d(x) = ax + b soit la projection
orthogonale de g(x) sur R[z]; revient au fait que

q(z) —d(z) € Rlz]t
et cela s’exprime par les équations

(q(z) —d() [ po(z)) =0 (q(z) —d(z) | pr(2)) =0
c’est-a-dire, en vertu du produit scalaire choisi dans R[z],

3 3

Z(yi —(ax; +0)) =0 Z(yz‘l‘i — (az; +b)x;) =0

i=1 i=1
Deuxie¢me méthode : le fait que Z = (a,b)! soit solution approchée du
systeme S: A-F = b, avec b = (y1,y2,y3)!, revient au fait que A - ¥ soit la
projection orthogonale de b sur Col(A), c’est-a-dire
b— AT e Col(A)*r
et cela s’exprime par les équations

(b—A-Z|(z1,20,25)) =0  (b—A-F|(1,1,1))=0

car (x1,22,23)" et (1,1,1)* sont les colonnes de la matrice A. En utilisant
le produit scalaire canonique de R3, cela donne exactement les équations

3 3

> (i — (ax; +b))a; =0 > (i — (az; + b)) =0

i=1 i=1

13.30 Remarque. Il est intéressant de remarquer que, dans les Propriétés
13.12, 13.15, 13.19 et 13.21, le caractere défini positif du produit scalaire

(Z| %) >0 si £#0

(voir Définition 13.1) n’intervient que pour les vecteurs non nuls du sous-espace
vectoriel V sur lequel on effectue la projection orthogonale. Par conséquent, on
peut répéter la théorie développée dans ce chapitre pour un espace vectoriel réel
F muni d’'une application

(—]-):ExE—=R
bilinéaire, symétrique et semi-définie positive, ou semi-définie positive signifie

(Z|Z) >0 pour tout Z € E,
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et d’un sous-espace vectoriel V de E tel que la restriction de la fonction (— | —)
a V x V soit définie positive :

(Z| &) >0 pour tout &€V, Z# 0.

La différence entre cette situation nouvelle et la situation traitée dans le chapitre
est que, dans la situation nouvelle, on peut bien avoir deux vecteurs différents
Z et ¥ de E qui n’appartiennent pas a V' et qui sont tells que dist(Z, %) = 0.

La remarque précédente permet d’appliquer la théorie des espaces euclidiens
a des nouveaux exemples intéressants. En voici deux (trés proches 'un a l'autre).

13.31 Exemple. Soit a,b,c € R trois nombres réels fixés, avec a < b < ¢, et
soit

E =Dy(Ja,c[,R) ={f:]a,c[= R | f est dérivable au point b}

I’espace vectoriel réel des fonctions dérivables au point b.
L’espace E est muni d’une forme bilinéaire, symétrique et semi-définie positive

(=1=):ExE—=R, (f|g)=f(0)-gb)+ (1) g'(0)

Cette forme n’est pas définie positive : par exemple, la fonction f(x) = (z —b)
est un vecteur non nul de E et (f | f) =0.
Si on considere comme sous-espace vectoriel de F I'espace

2

V= R[.’E]l

des polynomes de degré plus petit ou égal & 1, la restriction de (— | =) AV xV
est définie positive : en effet pour un polynéme de premier degré p(x) = ap+a;x,
la condition (p | p) = 0 implique tout de suite ag = a1 = 0, c’est-a-dire que p
est le polynome nul.

Nous pouvons donc calculer la projection orthogonale d’une fonction f € E sur
V, et il est facile de vérifier que Py (f) est exactement la droite tangente au
graphe de f au point de coordonnées (b, f(b)).

Le polynéme de Taylor de degré n d’une fonction n fois dérivable peut étre
traité de fagon similaire.

13.32 Exemple. Soit E l'espace vectoriel réel des fonctions f: R? — R diffé-
rentiables et soit V' son sous-espace vectoriel des polynomes de degré au plus 1,
en deux variables et a coefficients réels

V={p:R* =R, p(x,y) =ax+by+clab,cecR}.
L’espace E est muni d’une forme bilinéaire, symétrique et semi-définie positive

B af dg af dg
(F19) = £0)-9(0)+ 0 220 + F0)- F0)
ot 0 est 'origine de R2. Cette forme n’est pas définie positive : par exemple, la

fonction f(z,y) = x -y est un vecteur non nul de F et (f | f) = 0.
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La restriction de (— | —) & V x V est définie positive : si on considere un
polynéme du type p(x,y) = ax + by + ¢, alors (p | p) = ¢ + a® + b2. La seule
possibilité pour avoir (p | p) = 0 est donc a = b = ¢ = 0, c’est-a-dire que p doit
étre le polynome nul.

Nous pouvons donc calculer la projection orthogonale d’une fonction f € E sur
V. la base canonique {1,z,y} de V est orthonormée par rapport au produit
scalaire choisi, et nous obtenons

Pr(f) =101+ (flz) 2+ (fly) y=f(0)+7-(0) -2+ =-(0)-y

c’est-a-dire le plan tangent en (0, f(0)) au graphe de la fonction f.
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Chapitre 14

Opérateurs linéaires

Le chapitre 14 section par section

Les systemes d’équations linéaires sont suvent utilisés pour modéliser des systemes
physiques, biologiques, exceptera, qui évoluent dans le temps. Ceci conduit a se
poser des nouvelles questions qui menent aux notions de valeur propre et vecteur
propre.

1.

Si une population évolue de fagon linéaire, on peut prédire son évolution &
partir de la population initiale, mais pour cela il faut utiliser les puissances
d’une matrice carrée.

. Les valeurs propres et les vecteurs propres d’un opérateur linéaire L sont

—

liés par la condition L(Z) = \-Z. Par itération, cela donne LF(Z) = \* - 7.

. Un opérateur linéaire est diagonalisable si tout vecteur peut s’écrire comme

combinaison linéaire de vecteurs propres. Autrement dit, sa matrice as-
sociée est, a un changement de base pres, diagonale.

. Le polynome caractéristique permet de calculer les valeurs propres d’un

opérateur linéaire ou d’une matrice carrée.

Pour déterminer si un opérateur linéaire est diagonalisable, il faut compa-
rer la dimension de chaque espace propre avec la multiplicité algébrique
de la valeur propre correspondante.

Pour terminer, retour au probleme de ’évolution linéaire d’une popula-
tion et, en particulier, au cas ou l'opérateur ou la matrice qui décrivent
I’évolution sont diagonalisables.

14.1 Evolution linéaire d’une population

Commengons par un exemple.

14.1 Exemple. Soit P une population animale dont la durée de vie maximale
est de n années. La population P est donc répartie en n tranches d’age :

P= (plap27"' 7pn)

131
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Soit r; le taux de reproduction des individus de la i-éme tranche d’age et s; leur
taux de survie. Si on dénote par

Py = (po1,poz; - - - Pon)

la population au temps 0, la population apres un an

Py = (p11,p12,- -+, P1n)

est donnée par le systeme

P11 = T1Po1 + T2Po2 + .-+ TnPon
P12 = Si1pPo1

S:
Pin = Sn—1P0,n—1

On peut alors se poser deux questions :

1. Comment peut-on déterminer la population apres plusieurs années (k

années)
Pk = (pklvpk27 cee 7pkn)

en fonction de la population initiale Py et des parametres r; et s; (i =
1,...,n)?

2. Est-il possible de déterminer si la population restera stable, ou si elle
évoluera vers l'extinction ou vers une surpopulation ?

Ces questions conduisent au calcul des puissances d’une matrice carrée. En effet,
si on met le systéme S sous forme matricielle

S:A-F=}b
on a :
population apres lan : P, = A-PB
population aprés 2ans : P, = A-PL = A-A- Py = A?2. P,
population apres k ans. . P, = AF. DB,
et méme

lim P,=( lm A*) P
k——+oo k—+oco
14.2 Remarque. Le calcul des puissances d’'une matrice carrée est en général

assez fastidieux. Il y a néanmoins deux cas ou ce calcul devient facile :

1. Si la matrice est une matrice diagonale
D = (dij)ij=1,..n dij =0 si i#]
alors

D* = (d})ij=1,..m
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2. Si la matrice A € K™*™ peut s’écrire comme produit
A=P.-D.-pP!

avec D € K™"*™ diagonale et P € K™*" inversible, alors

Ak = (P.D.p1yk
= P.D-P'.P.D.-P'.....P.D.P"!
= P-D-D-....D- P!
= P.Dk.p!

et on se reconduit essentiellement au premier cas.

L’objectif de ce chapitre est de trouver des conditions nécessaires et suffi-
santes pour qu’'une matrice A € K"*" puisse s’écrire comme

A=P.-D.-p!

avec P inversible et D diagonale. Pour cela nous utilisons les valeurs propres,
qui interviendront aussi dans le Chapitre 17 consacré aux formes quadratiques.
Dans ce chapitre K est un corps commutatif quelconque.

14.2 Valeurs propres et vecteurs propres

14.3 Définition. Soit V un espace vectoriel sur K. Un opérateur linéaire sur
V' est une application linéaire
L:V =V

Pour mieux comprendre la définition de valeur propre et de vecteur propre
voyons d’abord un exemple.

14.4 Exemple. Considérons les matrices

11 . . (5 0 .
P= ( 1 9 ) inversible, et D = ( 0 10 ) diagonale

Posons

o pa_ [ 0 5
A=P-D-P (_10 15)

Il est facile de vérifier que la matrice A, les colonnes de P et les éléments de la
diagonale de D sont liés par les conditions

1 1 1 1
()= (1) v ()0 (2)
c’est-a-dire LA(d*l) :5'6*1, LA(JQ*) = 10'@2*.

14.5 Définition. Soit L: V — V un opérateur linéaire.
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1. Un scalaire A € K est dit valeur propre de L s’il existe & € V, & # 0 tel
que
L(@Z)=\-7 [14.5]
Un tel Z est dit vecteur propre de L de valeur propre A (ou associé a la
valeur propre \).

2. Soit A € K, I'espace propre associé a A est définie par
EN={ZeV|LZ&=\-7}
Autrement dit,
E(\) = { vecteurs propres associés & X } U {0}

14.6 Exercice. Soit L: V' — V un opérateur linéaire et considérons & € V et

—

A € K tels que L(Z) = X\ - Z. Montrer que pour tout n € N on a L™(Z) = \" - Z.
Autrement dit, si la population initiale est un vecteur propre, I’évolution de la
population est completement déterminée par la valeur propre correspondante.
14.7 Remarque. Soit L: V — V un opérateur linéaire et soit A € K.

1. E(A) est un s.e.v. de V. En effet, E(\) est le noyau de 'opérateur linéaire

L—Xidy:V >V, FLE) -\

En particulier, F(0) = Ker L.
2. X est valeur propre de L ssi dim E(\) > 1.

14.3 Opérateurs diagonalisables

14.8 Définition. Un opérateur linéaire L: V — V est diagonalisable si V
admet une famille génératrice formée par des vecteurs propres de L.

(Si V est de dimension finie, ceci revient & dire que V admet une base formée
par des vecteurs propres de V.)

14.9 Exemple.
1. Soit L: R? — R? la projection sur la droite a: y = ax parallelement 2 la
droite 8: y = bz (avec a # b).
(a) Tout vecteur non nul @ paralléle & la droite « est vecteur propre de
L associé a la valeur propre 1 car L(d) = a.
(b) Tout vecteur non nul b parallele a la droite 8 est vecteur propre de
L associé 4 la valeur propre 0 car L(b) = 0.

L est donc diagonalisable. De plus, la matrice associée a L par rapport a
une base formée par un vecteur parallele & a et un vecteur parallele a 3
est la matrice diagonale
1 0
(s 0)

qui a les valeurs propres de L sur la diagonale.
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2. Soit L: R? — R? la rotation d’angle a autour de I'origine, avec o € [0, 27|

(a) Sia#0eta#malors L n’a pas de vecteurs propres (car si & # 0
alors L(Z) # A - & pour tout A € R). L n’est donc pas diagonalisable.

(b) Sia =0 alors L est 'identité. Elle est diagonalisable car tout vecteur
non nul est vecteur propre associé a la valeur propre 1. De plus, la
matrice associée a L par rapport a une base quelconque est la matrice
identité, qui est diagonale et dont les éléments sur la diagonale sont
les valeurs propres.

(¢) Si @ = 7 alors tout vecteur non nul est vecteur propre associé a la
valeur propre -1. L est donc diagonalisable et la matrice associée a L
par rapport & une base quelconque est la matrice diagonale

-1 0
0o -1
Encore une fois on retrouve sur la diagonale les valeurs propres de L.

14.10 Définition. Une matrice carrée A € K"*™ est diagonalisable s’il existe
P € K™ inversible et D € K"*™ diagonale telles que

A-P=P-D (oubien A=P-D.-P 1) [14.10]

14.11 Propriété.

1. Soit L: V =V un opérateur linéaire et soit e = {€1,...,€,} une base de
V. L est diagonalisable au sens de la Définition 14.8 ssi (L. est diagona-
lisable au sens de la Définition 14.10.

2. Soit A € K", A est diagonalisable au sens de la Définition 14.10 ssi
Ly: K" — K" est diagonalisable au sens de la Définition 14.8.

Preuve. 1.SiL:V — V est diagonalisable, il existe une base f = {fi, e f;l}
formée par des vecteurs propres de L:

Lif)y=X-fi (i=1,...,n)

On obtient donc une matrice diagonale

A0 .0
0 X ... O

Ly=1 . e K*"
0 ... 0 A

Par conséquent
eLe=clp-yLy-yI.=P-D-P!

avec D = yLyet P= I, ce qui montre que L. est diagonalisable.
Réciproquement, si L. est diagonalisable on peut la décomposer comme

Lo=P-D-P!
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avec P inversible et D diagonale. Considérons I’isomorphisme
E: VoK' 2 , ETLK'SV (1,...,xp) =z E1+ ... Ty €y
déterminé par la base e de V' (voir 8.23). Posons
fi = E~"(i-tme colonne de P)

Puisque P est inversible, ses colonnes sont linéairement indépendantes (voir
11.12 et 11.13). Par conséquent, les vecteurs f1, .. ., f, sont eux aussi linéairement
indépendants (8.14) et forment donc une base de V' (3.19). De plus, puisque

(fi) = E(E~"(i-eme colonne de P)) = i-tme colonne de P

la matrice changement de base oI est exactement la matrice P. Il reste & montrer
que les vecteurs f; sont des vecteurs propres de L:

D=P "' L. P=l,cLe-cIf= Ly

et donc si
A0 0
0 A 0
D=
0 0 M
on a
1 A1 1
S S 0 0 0 .
fL(f) = sLys (f)=D-| . | = . [=X| . |=As(f)
0 0 0
d’ott L(f1) = A1 - fi. De méme L(f;) = \; - f; pour i =2,...,n.
2. C’est un cas particulier de 1. car, si e = {€1,...,&,} est la base canonique de
K", alors o(La)e = A. O

14.12 Remarque.

1. Grace a la Propriété 14.11 nous pouvons désormais parler de valeurs
propres et vecteurs propres d’une matrice carrée : si A € K"*™ les valeurs
propres et les vecteurs propres de A sont par définition les valeurs propres
et les vecteurs propres de 'opérateur linéaire

Ly Kt'—-K', 72— A-%

2. Explicitement, A € K est valeur propre de A s’il existe un vecteur non nul
Z e K" tel que A-Z = X-Z. Un tel vecteur T est dit vecteur propre de A
associé a la valeur propre .
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3. Deplus, si P € K™"*" est une matrice inversible et si on pose B = P~1.A-P,
alors :
(a) Les valeurs propres de B sont exactement les valeurs propres de A.

(b) & € K™ est vecteur propre de B associé a la valeur propre A ssi P - &
est vecteur propre de A associé a la valeur propre \.

(pour la preuve, voir I’Exercice 14.15).
4. On peut extraire de la preuve de la Propriété 14.11 une méthode pour
construire, si elles existent, la matrice inversible P et la matrice diagonale
D telles que
A=P-D-P':
(a) les colonnes de P sont une base de K" de vecteurs propres de A,
(b) les éléments sur la diagonale de D sont les valeurs propres de A.

Attention : il faut respecter 'ordre entre les colonnes de P et les éléments
de la diagonale de D.

5. Retenons aussi de la preuve de la Propriété 14.11 que si L: V. — V est
un opérateur linéaire et f est une base de V, alors la matrice ¢L; est
diagonale ssi f est formée par des vecteurs propres de L. Dans ce cas, Ly
est la matrice diagonale des valeurs propres de L.

14.4 Polynéme caractéristique

Il reste a trouver une méthode pour déterminer les valeurs propres :

14.13 Propriété. Soit L: V — V un opérateur linéaire, e = {€1,...,e,} une
base de V et A = L, € K" la matrice associée. Les valeurs propres de L
sont les solutions de [’équation

det(A—X-1)=0 [14.13]
ot I € K" "™ est la matrice identité. La fonction de la variable \
det(A—X-I): K—K
est un polynéme de degré n dit polynéme caractéristique de L.

Preuve.

L@)=\-7

: & € Ker(L — X -idy)
-idy n’est pas injective
-idy n’est pas bijective
— A- I n’est pas inversible
< det(A—X-1)=0

A est valeur propre de L

=
=
& L —
& L
s A

La preuve que det(A — A - I) est un polynéme de degré n est laissée en exercice
(suggestion : a faire par induction sur n en utilisant la formule [11.14] avec
j=1). O
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14.14 Exercice. Montrer que si A € K"*" est une matrice triangulaire, alors
les valeurs propres de A sont exactement les éléments de la diagonale principale
de A.

14.15 Exercice. Soit A, P € K™*" avec P inversible, et soit B =P~ !-A.P.
Montrer que

1. Les valeurs propres de B sont exactement les valeurs propres de A.

2. & € K" est vecteur propre de B associé a la valeur propre A ssi P - & est
vecteur propre de A associé a la valeur propre .

Preuve. 1. C’est une conséquence de la Propriété 14.13 :

det(B—X-1) = det(P~'-A-P—X-P~'.].P)
= det(P'-(A—X-I)-P)
= detP7!.-det(A—X-I)-detP
= det(A—X-1)

T

alors A-P-Z=P-B-Z=P-(A\-Z)=\-P-Z.
AP-B)y=\-2 O

A'.’f, =
SiA-P-Z=X-P-ZF,alors B-Z=P 1. A-P.-7=P ! (
14.16 Remarque.

1. Au point 1 de ’Exercice 14.15 nous avons en effet montré que si B =
P~1.A.P, alors A et B ont le méme polyndme caractéristique.

2. Une autre fagon de justifier le premier point de I’'Exercice 14.15 est de se
rappeler que les valeurs propres d’une matrice A sont par définition les
valeurs propres d’un opérateur linéaire dont A est une matrice associée
(14.12.1). Or, si B = P~!1. A - P, les matrices A et B sont associées au
meéme opérateur linéaire par rapport a deux bases différentes.

14.17 Exercice. Revenons a I’Exemple 14.4, mais cette fois-ci prenons comme
donnée de départ la matrice
0 5
A= ( —-10 15 >

et essayons de déterminer une matrice P inversible et une matrice D diagonale
telles que A=P-D- P~ L

- Le polynéme caractéristique est
det(A —X\-T) = \? — 15\ + 50

dont les racines sont A\; = 5 et Ay = 10. La matrice D est donc

5 0
D= < 0 10 )
- Le systéme A-Z = 5-Z admet comme solutions les vecteurs du type (a, «)

avec a € R arbitraire. On peut donc choisir comme premiere colonne de
P le vecteur (1,1).
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- Le systeme A - Z = 10 - £ admet comme solutions les vecteurs du type
(o, 2a) avec a € R arbitraire. On peut donc choisir comme deuxiéme
colonne de P le vecteur (1,2).

- Finalement, comme matrice P nous pouvons choisir

e-(1 1)

et on vérifie facilement que A- P = P - D. (On peut inverser 'ordre des
valeurs propres dans la diagonale de D. Il faut alors inverser 'ordre des
colonnes dans P.)

14.5 Criteres de diagonalisabilité

Pour montrer qu’un opérateur linéaire est diagonalisable il faut trouver une
base de vecteurs propres ; le prochain lemme simplifie le travail a faire :

14.18 Lemme. Soit L: V — V un opérateur linéaire et soit A1,..., A\, € K
des valeurs propres distinctes de L. Soit T1,...,Z, € V des vecteurs propres,
avec T; associé a A\;. La famille ¥y, ..., %, est libre.

Autrement dit : la somme
E\)+...+E(\)
est une somme directe.

Preuve. Par induction sur r:
1. Si r =1 alors #; est une famille libre car ¥ # 0.
2. Supposons que Z1,...,Z,_1 soit une famille libre et que

a1 +...+a 2, =0

il faut montrer que a; = ... = a,, = 0. Examinons deux cas :
- Sia, =0alorsay-F1+...4+a,._1-Zr_1 = 0 et par hypothese inductive
A = ... = 0Qr_1 =0.
- Si a, # 0 alors :E’T:—Z—i-fl—...—a;—:l~fr,1 et donc
7 — _a () — G (2
L(%,) = & L(@) - - = L(T)
= 72*1/\1"’317...7 a::l)\r_l'fr_l
T s
L#) = A%
_ a - Ap_1 -
= —LN - N F
Puisque #1, ..., Z,_1 est une famille libre, on en tire que
a; @ .
—Ai=—\. pourtouti=1,...,r—1
a, a,
Cela donne a; = 0 pour ¢ = 1,...,7r — 1 car A\; # A,.. Il reste donc

ar - & = 0, ce qui donne Z,, = 0 car a, # 0. Cela est impossible car
Z, est un vecteur propre.
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O

14.19 Corollaire. Soit V' un espace vectoriel avec dimV = n et soit L: V —
V' un opérateur linéaire. Si L admet n valeurs propres distinctes, alors L est
diagonalisable.

Preuve. Il suffit de choisir un vecteur propre pour chaque valeur propre. Par
le Lemme 14.18 nous avons ainsi n vecteurs propres linéairement indépendants
et donc une base de V formée par des vecteurs propres de L O

14.20 Remarque. La condition du Corollaire 14.19 est une condition suffisante
pour la diagonalisabilité, mais elle n’est pas nécessaire. Par exemple, ’opérateur
linéaire identité idy : V' — V est diagonalisable, mais il admet A = 1 comme
unique valeur propre.

14.21 Propriété. (Premier critére de diagonalisabilité) Soit L:V — V un
opérateur linéaire avec dimV = n, et soit A\1,..., A\, € K les valeurs propres
distinctes de L. Sont équivalentes :

1. L est diagonalisable

2. V=EM)®...@E\)

3. n=dmE(\)+...+dim E()\,)
Preuve. 1< 2: L est diagonalisable ssi tout vecteur de V' est combinaison
linéaire de vecteurs propres de L ssi V = E(A1) + ...+ E()\;), et on sait déja

que cette somme est directe (Lemme 14.18).
2 & 3: Puisque chaque E()\;) est un s.e.v. de V, on a :

V=EM)®..®FE(,) & dmV=dm(EM\)®...®E(\,))
& n=dimE(\)+...+dim E(\,)

O

14.22 Remarque. Dans la Propriété 14.21, I’équivelance entre les conditions
1. et 2. reste valable méme si V' n’est pas finiment engendré.

14.23 Remarque. Soit L: V — V un opérateur linéaire avec dimV = n, et
soit A € K une valeur propre de L.

1. La multiplicité géométrique de A est la dimension de F(\). Puisque E(\) =
Ker(L — X - idy), d’aprés le Théoréme du rang nous avons

dim E(\) =n —dimIm(L — A -idy) =n —rang(A —\- 1)

ou A est la matrice associée a L par rapport & une base quelconque de V.

2. La multiplicité algébrique m,()\) de X est sa multiplicité en tant que racine
du polynoéme caractéristique det(A — A -I). On a :

1<dimE(X) <me(A) <n
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Preuve. Montrons que dim E(X) < mg(\): Soit €1, ..., €, une base de E(X)
et €1,...,€k,Ekt1,...,E, une base de V. Alors L(€;) = X - & pour tout i =
1,...,k et donc
M B
(4 2)

avec M € KF** la matrice diagonale avec tous les éléments de la diagonale
egaux & A, 0 € K("k)*k 13 matrice nulle, B € KFX("=F) et ¢ e K(n—F)x(n—k)
Par conséquent, le polynéme caractéristique est

det(A—a-1I)= (A —a)fdet(C —a-1)
d’ott dim E(X) = k < mg(N). 0O

14.24 Propriété. (Deuziéme critére de diagonalisabilité) Soit L: V — V un
opérateur linéaire avec dimV = n, et soit \1,..., . € K les valeurs propres
distinctes de L. Sont équivalentes :

1. L est diagonalisable
2. n=mg(M)+ ...+ mg(A\) et dim E(X\;) = mg(N\;) pour tout i =1,...,7.

Preuve. 2= 1: Du point 2 on tire que dim E(A\) + ... +dim E(\,) = n, et
donc L est diagonalisable grace au premier critére (Propriété 14.21).
1= 2: Si L est diagonalisable, par 14.21 et 14.23 on a

n=dmFEM\)+...+dim E\.) <meA)+ ... +me(N\) <n

(la derniere inégalité est valable car les A; sont les racines d’un polynéme de
degré n, voir 14.13). Cela donne

me(M) + ...+ ma(A) =n

et aussi
dim E(M\) + ... +dim E(\.) = ma(A) + ... + ma(Ar)

Cette derniere égalité avec la condition dim E();) < m4(A;) donne dim E(\;)
me(A;) pour tout i =1,...,7r.

o

14.6 Applications

14.25 Remarque. Avant de revenir aux applications, voyons en synthese com-
ment les outils introduits dans ce chapitre permettent d’estimer 1’évolution d’une
population.

Premier cas : soit L: V' — V un opérateur linéaire. Si un vecteur & € V satisfait
a la condition L(Z) = A - Z (c’est-a-~dire, si & est soit le vecteur nul, soit un
vecteur propre associé a une valeur propre \), alors pour tout k£ € N nous avons

LF@) =\F .7
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(voir Exercice 14.6) et ceci sans hypothese sur l'opérateur L. On peut donc
estimer facilement I’évolution de la population, mais seulement si la population
initiale est un vecteur propre.

Deuxieme cas : soit L: V' — V un opérateur linéaire diagonalisable sur un espace
de dimension finie. Il existe donc une base f = { ﬁ, e ﬁL} de V formée par des
vecteurs propres de L, avec valeurs propres respectives Ay, ..., A,. Considérons
un vecteur & € V avec sa décomposition ¥ = z7 - fi + .. 4z, f_;L Pour tout
k € N nous avons :

LF@) =a N i+ xS

Dans le cas d’un opérateur diagonalisable nous pouvons donc estimer facilement
I’évolution de la population, et ceci quelle que soit la population initiale.

14.26 Exercice. Soit E un espace euclidien et soit V' un s.e.v. de E. Si la
projection orthogonale Py : E — E de E sur V existe, alors elle est un opérateur
linéaire diagonalisable.
En effet, on sait que £ =V @ V1 (voir 13.14). De plus :
V={ZeE|Py(Z)=2}=EQ)
Vi=KerPy ={ZcE|Py(Z)=0} = E(0)
et donc tout vecteur de F est combinaison linéaire de vecteurs propres de Py .

14.27 Exercice. Soit K un corps commutatif, A € K™*™ une matrice inversible
et diagonalisable, et b € K™ un vecteur fixé. On peut exprimer I'unique solution
du systeme

S:A-T=0
en utilisant les valeurs propres et les vecteurs propres de A. . =
En effet, puisque A est diagonalisable, K™ admet une base f = {f1,..., fn}
formée par des vecteurs propres de A. Soit A1,...,\, les valeurs propres as-
sociées a f1,..., fn:
A'fi:Aifi7 i=1,...,n
Puisque A est inversible, toutes les valeurs propres sont différentes de zéro. En
multipliant par A~! et par )\i_l, la condition précédente donne aussi
N fi=ATN
Soit
b:blfl++bnfn

la décomposition de b par rapport & la base f. Si & est I'unique solution du
systeme S, nous avons

r = At A7

.
= A (bifit . A bufn)
= DA i b AT
= WA b AT
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14.28 Exercice. Pour terminer ce chapitre, reprenons I’Exemple 14.1 sur I’évolution
d’une population.

1. Supposons que la population P soit divisée en trois tranches d’age
P = (p1,p2,D3)

avec taux de reproduction et de survie donnés par

T1:O7r2:17r3:3781: , S22 =

DN =

Le systeme qui donne la population apres k années est
P, = A" . B

ou Py est la population initiale et

0 1 3
A= L1 0 0
0 3 0

Le polynéme caractéristique est —A3 + %)\ + % Par conséquent, A = 1 est
valeur propre et (6,3,1) € E(1). Une population initiale avec 60 % des
individus dans la premiere tranche d’age, 30 % dans la deuxiéme tranche
et 10 % dans la troisiéme tranche restera stable dans le temps.

2. Supposons mantenant que la population P soit divisée en deux tranches
d’age
P = (p1,p2)

et que les taux de reproduction et de survie, combinés a des phénomenes
migratoires, donnent un systeme

P, = A" B,

ou Py est la population initiale et

3 1
-(13)
Le polynéme caractéristique est A> — 6\ + 8. On trouve donc que \ = 4
est valeur propre et que (1,1) € E(4). Une population initiale Py ayant
50 % d’individus dans la prmeiere tranche d’age et 50 % d’individus dans
la deuxieme tranche est destinée & s’accroitre trés rapidement car (voir

Exercice 14.6)
P, = A" Py =4"- Py

14.29 Exercice. Supposons qu'une population animale P soit divisée en trois
tranches d’age
P = (p1,p2,p3)
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et que les taux de reproduction et de survie, combinés a des phénomenes migra-

toires, donnent un systeme
P, = A*. B,

ou P est la population initiale et

0 1/2 1
A=| 1/2 1/4 0
0 1/6 1/3

Montrer que, quel que soit la population initiale Py, la population P est destinée
a s’éteindre.



Chapitre 15

Triangularisabilité

Le chapitre 15 section par section

Pour résoudre certains systemes d’équations différentielles linéaires, il faut par-
fois reconduire la matrice des coefficients du systéme a une matrice triangulaire.
Pour cette raison, voyons dans ce chapitre une condition nécessaire et suffisante
pour la triangularisabilité (ou trigonalisabilité) d’une matrice carrée.

1. Pour une matrice carrée, la condition de triangularisabilité est plus faible
que la condition de diagonalisabilité, mais elle permet d’établir un lien
intéressant entre valeurs propres, déterminant et trace.

2. Une autre aide pour calculer les valeurs propres est donnée par le théoreme
de Cayley-Hamilton et son réciproque.

15.1 Matrices triangularisables

15.1 Définition.

1. Une matrice T = (t;;) € K"*" est triangulaire (supérieure) sit;; = 0 pour
tout @ > 7.

2. Une matrice A € K™*" est triangularisable s’il existe une matrice P €
K™*™ ijnversible et une matrice T' € K"*" triangulaire telles que A =
P.T.P L

15.2 Exemple.

1. La matrice

est triangulaire.

2. Toute matrice diagonale est triangulaire. Toute matrice diagonalisable est
triangularisable.

145



146 CHAPITRE 15. TRIANGULARISABILITE

15.3 Propriété. Soit A € K™ "™ une matrice carrée et A\i,..., A € K les
valeurs propres distinctes de A. La matrice A est triangularisable si et seulement
sime (A1) + ...+ ma(Nr) =n.

Preuve. =: SiT =P~ !.A.P, alors T et A ont les mémes valeurs propres
(Exercice 14.15), et si T est triangulaire alors les valeurs prores de T' sont exac-
tement les éléments de la diagonale de T' (Exercice 14.14). Cela montre que A
admet n valeurs propres (non nécessairement distinctes).

«: Cette implication se démontre par induction sur n. Elle ne sera pas abordée
dans ce cours. O

15.4 Corollaire. Toute matrice A € C"*" est triangularisable.

Preuve. Le polynéme caractéristique de A est un polynéme a coefficients
complexes de degré n. En suivant le Théoréme fondamental de 1'algebre (voir
12.9), un tel polynéme admet n racines complexes (non nécessairement dis-
tinctes). La condition de la Propriété 15.3 s’applique et A est donc triangulari-
sable. O

La notion de matrice triangularisable nous permet d’établir des liens entre
valeurs propres, trace et déterminant d’une matrice. Ces liens sont souvent utiles
pour calculer les valeurs propres d’une matrice.

15.5 Définition. Soit A € K™*" une matrice carrée. La trace de A est la
somme des éléments sur la diagonale principale de A:

tI‘(A) = dall + as9 + ...+ QApn
15.6 Exercice. Soit A, B € K™*". Montrer que tr(A - B) = tr(B - A).

15.7 Propriété. Soit A € K"*™ une matrice triangularisable et soit A1, ..., A, €
K les valeurs propres (non nécessairement distinctes) de A

1 det(A) = A - A

2. tr(A) =XM1 +...+ M\
Preuve. Si A= P-T-P~! alors A et T ont mémes valeurs propres (14.15),
méme déterminant (11.17) et méme trace (15.6). Il suffit donc de démontrer les

deux énoncés pour une matrice triangulaire T. Or, si T' = (t;;) est triangulaire,
alors T'— A\I T'est aussi et, par 11.16, nous avons

detT:tll't22'...'tnn et det(T—)\I):(tll—)\)~(t22—/\)'...-(tnn—)\)

La deuxiéme relation montre que les valeurs propres {\1,...,\,} de T sont
exactement les éléments {t11,. .. ,tn, } de la diagonale principale. Les conditions
det(A) =XM1 -...- Ay et tr(A) = Ay + ... + A\, sont maintenant évidentes. [

15.2 Théoreme de Cayley-Hamilton

La notion de matrice triangularisable nous permet aussi d’énoncer le Théoreme
de Cayley-Hamilton.
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15.8 Notation. Si f(z) = ag+a1r+ar®+...+anz™ € K[z] et si A € K",
on pose f(A) =aol +arA+ axA® + ...+ a, A™ € KPXn,

15.9 Lemme. Soit f € Kx].
1. Si A, P € K™" qvec P inversible, alors f(P~™'-A-P)=P~1. f(A)-P.

ail 7o ? f(au) 7?7 ... ?
0 0
2. 81 A= B alors f(A) = £(B)
0 0

Preuve.
1. 1 suffit d’expliciter f(P~!- A - P) et de mettre en évidence P! et P en
utilisant que I = P~1. 1. P.

2. Exercice [suggestion : démontrer d’abord le cas particulier f(z) = z™].

15.10 Propriété. (Théoréme de Cayley-Hamilton) Soit A € K™*" une ma-
trice triangularisable et soit Py € K[z],, son polyndme caractéristique. On a :
Ps(A) =0.

Preuve. Par induction sur n.

1) n=1: SiA= (an) alors PA(.Z’) =aj;1 —x et donc PA(A) =ai; — a1 = 0.
2) Supposons que la propriété soit valable pour toute matrice a n-1 lignes et n-1
colonnes.

3) Soit A € K™ ™ et soit T = P~!- A- P une matrice triangulaire. En utilisant
14.16 et 15.9.1 nous avons P4(A) = Pr(A) = P- Pp(T) - P~1. 1l suffit donc de
montrer que Pr(T) = 0 pour T une matrice triangulaire. Pour cela : si

t o7

T/

avec T' € K(m=1x(=1) triangulaire, alors
t—x 7 .07

0
Pr(z) =det(T — aI) = det ) =

: T —xl
0
= (t — z)det(T" — xI) = (t — \) Pp ()

d’oti, en utilisant 15.9.2 et I’hypothese inductive, nous avons

Pp(T) = (tI = T)Pp/(T) =
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0 7 ... Pr(t) 7 ... 7
0 0
| tI -1 ' : Pr/(T")
0 0
0 7 .07 Pr(t) 7 ... 2
0 0
N tr— 1T ' : 0 =0
0 0

O
Le théoreme de Cayley-Hamilton admet une sorte de réciproque :

15.11 Propriété. Soit A € K™"*" une matrice carrée et soit A € K une valeur
propre de A. Si f € K[x] est tel que f(A) =0, alors f(A) =0.

Preuve. Soit Z un vecteur propre de A associé a \. Puisque A - ¥ = X\ - T,
nous avons (par induction) que pour tout m € N

A" =2\

Soit maintenant f(x) = ag + a1x + asx?® + ... + @™ un polynéme tel que
f(A) =0. Nous avons :
0=0-Z=f(4)-%=

= (aol + a1 A+ ax A + ...+ an,A™) - & =
= agZ + a1 AT + s AT+ ...+ a4 AT =
= 0T+ AT + a2 2T+ ...+ ap AT =
= (a0+a1)\+a2)\2+...+am)\m)~:1'c':
— F)-&
d’ott 0 = f(\) car & # 0. O



Chapitre 16
Application adjointe

Le chapitre 16 section par section

L’objectif de ce chapitre est d’établir le théoreme spectral pour les matrices
réelles symétriques. Ce théoreme sera employé dans la suite pour étudier le
caractere d’une forme quadratique.

1. Dans le passage entre matrices et applications linéaires, la matrice trans-
posée correspond a ’application adjointe.

2. Les opérateurs qui sont représentés par une matrice symétrique sont les
opérateurs auto-adjoints. Leurs valeurs propres sont toutes réelles.

3. Dans sa versione matricielle, le théoreme spectral assure qu’une matrice
réelle est symétrique ssi elle est diagonalisable par une matrice orthogo-
nale.

16.1 Application adjointe et matrice transposée

16.1 Définition. Soit L: F — F une application linéaire entre espaces eucli-
diens. L’application adjointe est une application linéaire

L*:F—FE
qui remplit la condition suivante : pour tout £ € E et pour tout § € F, on a
(L(Z) | 9)r = (& L(%)E

16.2 Propriété.
1. L’application adjointe, si elle existe, est unique.
2.Id*=1Id, (LY=L, (ToL)*=L*oT*

Preuve. 1.Si R: F — FE est une deuxieme application linéaire telle que pour
tout ¥ € F et pour tout 4 € F' on a

(L(@) | )r = (@ | R(Y))e
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alors (# | L*(2))g = (£ | R(?))E et donc (¥ | L*(Z) — R(2))p = 0 Puisque cela
est valable pour tout & € E, nous avons que L*(Z) — R(Z) € E+ = {0} (voir
13.9) et donc L*(Z) = R(2).

2. Voyons par exemple que (To L)* =L*oT* pour L: E - FetT: F — G.
(T o L)*: G — E est 'unique application linéaire telle que

(To L)) | Z)a = (Z| (T o L)"(2))e
pour tout Z € E et pour tout zZ' € G. Par définition de L* et T™ nous avons
(T'o L)(&) | 2)a = (T(L(Z)) | Z)a = (L(@) | T*(2))r =
= (@[ LT (2)p = (X[ (L" o T")(?))e
d’oti, par unicité de I’application adjointe, (7o L)* = L* o T*. O

16.3 Exemple. Si dans la Définition 16.1 nous prenons £ = R™ et F' = R™ mu-
nis de leur produit scalaire canonique, ainsi que L = L4: R™ — R™, 'applica-
tion linéaire associée a une matrice A € R™*"™ nous avons (L4)* = Ly:: R™ —
R™, Papplication linéaire associée a la matrice transposée. En effet,

(@] Lar() = (@A =3 A" g=(A-0) - §=(A-T|§) = (La(@) | §)

Dans la prochaine propriété nous établissons le lien entre application adjointe
et matrice transposée, en généralisant I’Exemple 16.3.

16.4 Propriété. Si L: E — F est une application linéaire entre espaces eucli-
diens de dimension finie, l'application adjointe L*: F — E existe :

si e est une base orthonormée de E et f est une base orthonormée de F, alors
Uapplication L* est donnée par

L) = (sLe)' - 47

Autrement dit
o(L*)f = (sLe)*

Preuve. Il faut montrer, en utilisant la condition .L*(§) = (sL.)" - ¢y, que

(L@) | g)r = (Z [ L*(9))e

Puisque e et f sont des bases orthonormées, nous pouvons appliquer la Re-
marque 13.18.2 pour calculer le produit scalaire dans E et dans F. Nous obte-
nons ainsi

(@ | L*(J)e = & L*(§) = & - (sLe)" - 7=
=(fLe- D) 7= fL@)" - s7= (L&) | §)r



16.2. OPERATEURS AUTO-ADJOINTS ET MATRICES SYMETRIQUES151

16.2 Opérateurs auto-adjoints et matrices symé-
triques

16.5 Définition. Soit E un espace euclidien et L: £ — F un opérateur linéaire.
L’opérateur L est auto-adjoint si L* = L, c’est-a-dire si pour tout &,4 € FE on a

(L(D) [ e = (T LH))s

16.6 Corollaire. Soit E un espace euclidien de dimension n et e une base or-
thonormée de E. Un opérateur linéaire L: E — E est auto-adjoint si et seule-
ment si la matrice (L, € R™*"™ est symétrique.

Preuve. L est auto-adjoint ssi ¢Le = o(L*) ssi ¢Le = (eLe)t ssi ¢Le est
symétrique. O

Dans la suite de ce chapitre nous démontrons le théoreme spectral pour les
opérateurs linéaires (16.10) et pour les matrices réelles 16.13). Ce dernier sera
utilisé au Chapitre 17 pour déterminer le caractére d’une forme quadratique.
Pour préparer le théoreme spectral il nous faut un rappel sur le corps complexe.

16.7 Remarque.

1. Soit z = (a,b) = a + ib € C un nombre complexe. Son conjugué est le
nombre

z=(a,—b)=a—ibeC
c’est-a-dire le symétrique de z par rapport a I’axe des réels. Nous avons :
(a) Z-z=a?+b*=|z|* etdoncz-2>0si2#0
(b) z=ZssizeR
() z1+2z2=Z1+Z2et 21 23 =21 - Z2

2. On peut prolonger 'opération de conjugaison aux matrices complexes :
si A= (a;;) € C™™, on pose A= (a;)eC™*"
et on a
A+B=A+B, AAB=A-B, A=A ssi AcR™"

Soit maintenant A € R"*™ et soit P4 € R[], son polynéme caractéristique
(14.13). Par le Théoreme fondamental de 'algebre (12.9), P4 admet n racines
complexes Aq, ..., A, (non nécessairement distinctes). Parmi ces racines, on peut
avoir des racines réelles et des racines complexes non réelles, comme 1’exemple
suivant le montre.

16.8 Exemple. Soit

3 0 -1
A= 0 -1 2 e R3*3
0 -2 1
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Son polynoéme caractéristique est Pa(\) = (3—\)- (A2 +3) et les valeurs propres
sont donc

M=3€eR, \=ivV3eC\R, \3=—-iv/3ecC\R

Le probleme mis en évidence par I'Exemple 16.8 ne peut pas se présenter
pour une matrice symétrique, car nous avons le lemme suivant.

16.9 Lemme.
1. Soit A € R™™™ et soit A\,...,\n € C les valeurs propres de A. Si A est
symétrique, alors Ai,..., A\, € R.

2. Soit L: E — E un opérateur linéaire sur un espace euclidien E de dimen-
sion n. Soit A1, ..., A, € C les valeurs propres de L. Si L est auto-adjoint,
alors A\i,..., A\, € R,

Preuve. 1. Soit A € Cet & = (z1,...,2,) € C" tells que A - T = AT, avec
7 # 0, et posons ¢ = (T1,...,T,). Puisque §*- A-Z = §* - \T et A est symétrique,
nous avons

oA

<y

=7 A= (AT = (A =30

Puisque A est a coefficients réels, en passant aux conjugués cela donne

PN = N=F-A-g=q - A-T=q" -\
ce qui revient, en utilisant 16.7.1.(a), &
Mo P+ D) =Mz P4+ 2 D)

Puisque | z1 |2 +...4 | 2, |*> 0 (car Z # 0) Pégalité précédente implique
A= \et donc A € R.

2. Soit e une base othonormée de E. Puisque L est auto-adjoint, la matrice L,
est symétrique (16.6) et on peut appliquer le point 1. O

16.3 Théoreme spectral

16.10 Théoreme. (Théoréme Spectral pour les opérateurs linéaires) Soit E un
espace euclidien de dimension finie et soit L: E — E un opérateur linéaire. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

1. E admet une base orthonormée formée par des vecteurs propres de L.

2. E admet une base orthonormée e telle que L. est diagonale.

3. L est auto-adjoint.
Preuve. L’équivalence entre les conditions 1 et 2 est un cas particulier de la
Propriété 14.11 (voir point 5 de la Remarque 14.12).

2 = 3 : La matrice . L. est diagonale et donc symétrique. Par le Corollaire 16.6
l'opérateur L est auto-adjoint.
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3 = 1 : La preuve est par induction sur n = dim F.

Sin =1 I"énoncé est vrai car dans ce cas tout vecteur non nul de E est vecteur
propre de L. Il suffit alors d’en normer un pour avoir une base orthonormée de
FE de vecteurs propres.

Supposons ’énoncé vrai pour n — 1 et démontrons-le pour n:

Par le Lemme 16.9, L admet au moins une valeur propre réelle \;, et donc au
moins un vecteur propre €5 € E(A1) que nous pouvons supposer étre normé.
Soit V = (&1). Montrons que L(¥) € V* pour tout ¥ € V+: puisque L = L*,
nous avons

(@ | L(@)) = (&1 | L7(Z)) = (L(&1) | T) = (M1 [ ) =0
Par conséquent, nous pouvons considérer la restriction
L':vt vt

de L & V1. Or, L' est un opérateur auto-adjoint (car L est auto-adjoint) et
dimV+ =n—1 (car E =V @ V*, voir 13.23). Par hypothese inductive, V+

admet une base orthonormée {és, ..., é,} de vecteurs propres de L'. Il est clair
que €,...,€, sont aussi vecteurs propres pour L. Finalement, {€},€5,...,¢€,}
est une base orthonormée de E formée de vecteurs propres de L. O

Pour énoncer la formulation matricielle du théoréme spectral nous avons
besoin de la notion de matrice orthogonale.

16.11 Définition. Une matrice Q € R"*" est orthogonale si Q* - Q = I.
Autrement dit, @) est orthogonale si ses colonnes forment une base de R™ ortho-
normée par rapport au produit scalaire canonique.

16.12 Remarque. Toute matrice orthogonale @ est inversible et @~ = Q*.

16.13 Corollaire. (Théoréme Spectral pour les matrices réelles) Soit A €
R™*™  Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. R™ admet une base orthonormée (par rapport au produit scalaire cano-
nique) formée par des vecteurs propres de A.

2. Il existe Q, D € R™"™ ™ aquec QQ orthogonale et D diagonale, telles que
A-Q=Q-D
3. A est symétrique.

Preuve. L’équivalence entre les conditions 1 et 2 est un cas particulier de la
Propriété 14.11.

2=3:81A4A=@Q D -Q ! avec Q orthogonale, alors A = @ - D - Q'. Par
conséquent :

At:(QDQt)t:(Qt)tDtQt:QDQt:A
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et donc A est symétrique.

3 = 1: Considérons 'opérateur linéaire L 4 : R” — R"™ et soit ¢ la base canonique
de R™ (qui est orthonormée par rapport au produit scalaire canonique, voir
13.17). Puisque .(La). = A est symétrique, 'opérateur L4 est auto-adjoint
(16.6) et donc, par le Théoreme 16.10, R™ admet une base orthonormée formée
par des vecteurs propres de L4, qui sont exactement les vecteurs propres de A
(voir 14.12). O

16.14 Remarque. Le théoreme spectral ne s’applique qu’aux matrices réelles.

Par exemple la matrice
A= 3 1 e nxn
i1

est symétrique mais elle n’est pas diagonalisable par une matrice orthogonale.
En effet, elle n’est pas diagonalisable du tout, car elle admet une seule valeur
propre A = 2 avec m,(\) = 2 et dim E(A) = 1.

Nous savons que les vecteurs propres relatifs a des valeurs propres différentes
sont linéairement indépendants (voir Lemme 14.18). Dans le cas d’une matrice
symétrique une propriété plus forte est valable : ils sont orthogonaux. Cette
propriété aide pour construire la base orthonormée de vecteurs propres et la
matrice orthogonale qui apparaissent dans le Corollaire 16.13.

16.15 Propriété. Soit L: E — E un opérateur linéaire auto-adjoint sur un
espace euclidien E et soient T € E(\),§ € E(\a), avec A1, o € Ry A1 # Ao
Alors & et i sont orthogonauz.

Preuve. En utilisant la définition de L* (16.1) et que L = L*, nous avons
0=(L@) | 9)— (@ | L*(9) = (L&) | §) = (@[ L) = M -Z|§) = (T [ A 9) =
=M (@Y = A (@ 7)) = (M= A2) - (F | 9)
d’ott (Z | ) = 0 car A\; # Aa. O

16.16 Corollaire. Soit L: E — E un opérateur linéaire auto-adjoint sur un
espace euclidien E de dimension finie et soient Ay, ..., A\, les valeurs propres de
L (avec N\j # \j sii# j). Fizonsuni € {1,...,r}. On a :

(EM)@...0 BEQ) =ENin)@... @ E(\,)
Preuve. En utilisant 14.21 et 13.23, nous avons respectivement

E=EM\M)®..0EMN)®(EMN)®...0 E(\))*

Par conséquent,

dim(E\) @ ... @ E(\)T = dim(E\i) © ... @ E(\,))
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Pour démontrer I’égalité

(EM)@... 0 EQ)E=EMNin)@...@ E(\,)
il suffit donc de montrer 'inclusion

EMis1)@...@ EO\) C(EM\)@...@ E\))*

Soient
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Z=01+.. 40 € EM)®...BEN,) , §=Tiy1+... 40 € E(Aip1)®.. .®E(N\,)

En utilisant la bilinéarité du produit scalaire, nous obtenons

@9 = > (@ | ) =0

J=Loeensi s k=it 1,or

car chaque ¥} est orthogonale & chaque @, (voir 16.15).



156 CHAPITRE 16. APPLICATION ADJOINTE



Chapitre 17

Formes quadratiques

Le chapitre 17 section par section

Pour étudier les extrema d’une fonction en plusieurs variables ou pour classifier
les quadriques réelles, on utilise les formes quadratiques sur un espace vectoriel
réel.

1. Les formes quadratiques V' — R sont en bijection avec les formes bi-
linéaires symétriques Vx V — Ret ...

2. ...une fois une base de V fixée, avec les matrices symétriques.

3. Le caractere d’une forme quadratique g est défini moyennant le signe de
q(Z) pour & qui varie dans V, mais . ..

4. ...il est plus pratique de le déterminer en regardant le signe des valeurs
propres de la matrice symétrique associée a la forme quadratique.

5. La loi d’inertie garantit que les indices de positivité et de négativité sont
des invariants de la forme quadratique, c’est-a-dire qu’ils ne dépendent
pas de la base et donc de la matrice utilisée pour les calculer.

6. Une autre méthode pour déterminer les indices d’une forme quadratique
est la complétion des carrés.

17.1 Formes quadratiques et formes bilinéaires

Si f: R — R est une fonction deux fois dérivable, pour déterminer les ex-
trema locaux on cherche les zéros de la dérivée premiere et ensuite on regarde
le signe de la dérivée seconde pour distinguer les maxima et les minima :

- Si f’(a) =0 et f(a) < 0 alors a est un maximum local.
- Si f(a) =0 et f”(a) > 0 alors a est un minimum local.

Si on a une fonction f: R™ — R en plusieurs variables, la stratégie est la
méme, sauf qu’on aura n dérivées premicres et n? dérivées secondes. Voyons
un exemple : la fonction

fiR* SR, f(z,y) =e"siny
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a deux dérivées premieres

D, f(x,y) =e"siny, Dy,f(z,y) =e"cosy

et 4 dérivées secondes que nous pouvons mettre dans une matrice

_( Du(Duf(a,y)) = esing Dy (Duf(a,y)) = % cosy
Hgm’»<Dd%ﬂ%wﬁw%wyl%@ﬁ@w»=%%my)

C’est la matrice Hessienne de f. Si la fonction f est suffisamment réguliere,
la matrice Hessienne est symétrique. Il faut donc donner un sens a la notion
de signe (ou caractére) d’'une matrice symétrique. Pour cela nous utilisons les
formes quadratiques (qui seront aussi utilisées dans le cours de géométrie pour
classifier les coniques et les quadriques réelles).

17.1 Notation. Soit V un espace vectoriel réel.

1. Soit g: V' — R une fonction. On pose :

_ I ., ,
¢:VxV =R, 4(47) = 5(e(@+7) — q(d) - ¢(v))
Remarquons que g est symétrique : (@, ¥) = (v, @).

2. Soit @Q: V x V — R une fonction. On pose :
Q: V=R, Q) =Q(a)

17.2 Définition. Soit V un espace vectoriel réel. Une forme quadratique sur V
est une fonction

q:V—->R
telle que
1. ¢(\-T) = \2q(&) pour tout ¥ € V et pour tout A € R
2. G: V xV — R est bilinéaire (c’est-a-dire linéaire par rapport a chaque
variable).

Une forme quadratique ¢: V' — R est complétement déterminée par la forme
bilinéaire symétrique q: V x V' — R. En effet :

17.3 Propriété. Soit V un espace vectoriel réel.

1. Siq: V — R est une forme quadratique, alors g: V. xV — R est bilinéaire
et symétrique et ¢ = q.

2. 8iQ:V xV = R est bilinéaire et symétrique, alors @: V — R est une
forme quadratique et @ =Q.

Preuve. 1. Nous savons déja que g est est bilinéaire et symétrique.

a(7) =

9@.7)
— Lo+ 7) -~ q(@) - a(@)
= Ha(27) — (@)
— 1ag(@) - 20(@))
q
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Q@Y = QEF+Y—QE) — Q)
1
= ?(Q(f—’—_’af""_g’)_ (573?)_62(_’75))
- Je@n+awa)
= z,y

17.4 Exemple. L’exemple le plus facile de forme quadratique est donné par la

fonction

¢:R—=R, gx)=2?

La forme bilinéaire symétrique associée est simplement le produit de nombre
réels : q(z,y) = ((x +y)? — 22 —y?) = L (2? + 22y + y? — 2% — ¢?) = ay.

17.2 Formes quadratiques et matrices symétriques

Voyons a présent le lien entre formes quadratiques et matrices symétriques :
17.5 Propriété. Soit V un espace vectoriel réel et soit e = {€1,...,€,} une
base de V.

1. Si A € R™*"™ est une matrice symétrique, on obtient une forme quadratique
dAe: V=R, QA,e(f) = eft CA- X
2. Siq: V — R est une forme quadratique, on obtient une matrice symétrique

Age = (&, &)= e RV
3. Ces deux constructions €établissent une bijection entre formes quadratiques
sur'V et matrices symétriques réelles a n lignes et n colonnes. Autrement
dit :

(a) Si q:V — R est une forme quadratique, alors Ag. € R"™ "™ est
lunique matrice symétrique telle que q(Z) = &'+ A - & pour tout
reV.

(b) Si A € R" "™ est une matrice symétrique, alors qa.: V — R est
Uunique forme quadratique sur V telle que Gao(T,9) = 7' A- g
pour tout T,y € V.

Preuve. 1. Commengons par montrer que si A € R™ "™ est une matrice
symétrique, alors ga o(Z,y) = &' - A- 7 :

(jA,e(fa ?j) = %(QA@(:Z g) - QA,e(f) - qA,e(iJ))
= ?(e(f+§)t~A~e(f+ﬂ)—€§:¢~A T— A oY)
= j(eﬁ'A'ef+ej%'A'eg+eg¢'A ef""eg’t A e?j
_ei:t'A ef_e_'t'A e?j)
= %(ﬁteft 1{ eg+ e?jt'A ef)
= I Ay
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ou la derniere étape est justifiée par le fait que A est symétrique et donc
e?jt'A' ef:(egt'A' ef)t: eft'At' e?jtt: eft'A' eg

Puisque le produit matriciel est distributif & gauche et a droite, on déduit de la
formule précédente que g . est bilinéaire. La condition ga (A - Z) = A2qa..(7)
est évidente et le point 1 est démontré.

2. Evident car ¢ est symétrique et donc en particulier §(€;, €;) = G(€;, €).

3. Soit A = (a;5) € R™*™ symétrique et soit Ag. = (Ga,c(€;, €;)). Il faut montrer
que A = Ay, c’est-a-dire que a;; = §a,c(€;,€;). En utilisant la formule établie
au point 1, nous avons

_ N o
GA,e(€i,€)) = o€ - A+ €5 = ajj

ou la derniere égalité est justifiée par le fait que .€; est le i-eme vecteur de
la base canonique de R", et donc €% - A - .€; est élément de place 7,5 de la
matrice A.

Viceversa, soit ¢: V — R une forme quadratique et soit A = A, .. Il faut montrer
que g4, = ¢, et pour cela il suffit de montrer que g4 . = ¢. Grace a la bilinéarité,
il suffit de montrer que Ga (€;,€;) = §(€;,¢€;) pour tout ¢,57 = 1,...,n. En
utilisant & nouveau la formule établie au point 1, nous avons

(jA,e(giagj) = eéz ' Aq,e : egj = (j(gzvgj)
ou la derniere égalité est la définition méme de 1’élément de place i,j dans la
matrice Age. O
Il faut maintenant voir comment la matrice symétrique A, . associée a une
forme quadratique g: V' — R varie lorsque on change la base e de V.

17.6 Lemme. Soit A, P € R™*" deux matrices, avec A symétrique. Alors la
matrice Pt - A- P est symétrique.

Preuve. Exercice U

17.7 Propriété. Soit V un espace vectoriel réel, q: V — R une forme quadra-
tique et e = {€1,...,Ex}, f = {ﬁ, .. .,f:L} deux bases de V. Le lien entre Ag . et
Aq ¢ est donné par

Agr = (eIf)t “Age - ey

(ot Iy est la matrice changement de base, voir 5.16).

Preuve. Nous savons que & = Iy - ¢Z et donc que &' = ;7 - (.If)'. En
utilisant la Propriété 17.5 nous avons

q(T) = &' Age- T = T (df)' - Age- oy 7

et donc par l'unicité (Propriété 17.5.3, que nous pouvons utiliser car par le
Lemme 17.6 la matrice (If)" - Ay Iy est symétrique)

Aq,f = (elf)t : Aq7e . eIf [
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17.8 Exercice. Soit V un espace vectoriel réel, ¢: V' — R une forme quadra-
tique et e = {€1,...,€x}, f ={f1,.-., fn} deux bases de V. Le déterminant de
Ag.c et le déterminant de A, r ont le méme signe.

17.9 Remarque.

1. Si A € R™*" est une matrice symétrique et ¢ = ga : R” — R est la forme
quadratique associée a A par rapport a la base canonique ¢ de R™, alors

xr1 Z1
In T
est un polynéome homogene de degré 2 par rapport aux variables z1, ..., x,.
2. Par exemple si
3 0 -1
A= 0 3 0
-1 0 3

z1 T
q To = ( T ) T3 ) . A . i) == 33:? + ng + 356223 - 2x1x3
z3 z3
3. Plus en général, si g: V — R est une forme quadratique et e = {€7,...,é,}

une base de V, la formule
Q(f) = eft : Aq,e ' ef
montre que ¢(Z) est un polynéme homogene de degré 2 par rapport aux

coordonnées de ¥ dans la base e.

4. Retenons aussi de la preuve de la Propriété 17.5 que si A € R™*" est une
matrice symétrique et e est une base de R™, alors §a (%, 9) = 7" A- .¥.

17.3 Le caractere d’une forme quadratique

Nous arrivons a la définition de caractére d’une forme quadratique et d’une
matrice symétrique.
17.10 Définition. Une forme quadratique q: V — R est
définie positive si ¢(Z) > 0 pour tout & € V, T # 0
semi-définie positive si ¢(Z) > 0 pour tout & € V
définie négative si ¢(&) < 0 pour tout & € V,# # 0

semi-définie négative si ¢(Z) < 0 pour tout & € V

G W

indéfinie s’il existe un & € V tel que ¢(Z) > 0 et un ¢ € V tel que ¢(¢) < 0.
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17.11 Remarque. La bijection entre formes quadratiques sur V' et fonctions
bilinéaires symétriques sur V x V de la Propriété 17.3 se restreint donc a une
bijection entre formes quadratiques définies positives et produits scalaires. En
effet, puisque ¢(¥) = ¢(Z, Z), une forme quadratique g est définie positive au
sens de la Définition 17.10 si et seulement si la fonction bilinéaire symétrique q
est définie positive au sens de la Définition 13.1.

17.12 Définition. Soit A € R™*"™ une matrice symétrique et soit e une base
de R™. Le caracteére de A est le caracteére de la forme quadratique

dAe: R"™ — R7 qA,e(f) = eft “A- ef

Il faut montrer que la Définition 17.12 est bien donnée, c’est-a-dire que le
caractére d’une matrice symétrique A ne dépend pas de la base e choisie.

17.13 Lemme. Soit q: V — R et ¢': V' — R deux formes quadratiques et
soit L: V — V' une application linéaire bijective telle que le diagramme suivant

commute
L v
N S
R

(ce qui revient a dire que ¢' o L = q). Alors q et ¢ ont méme caractere.

v

Preuve. Montrons par exemple que g est définie positive si et seulement si
q' est définie positive (la preuve pour les autres cas est similaire). Supposons
d’abord que ¢’ soit définie positive et soit & € V, T # 0. Nous avons

q(%) = ¢'(L(7)) > 0

car ¢ est définie positive et L(Z) # 0 (car L est injective). L’argument pour
I'implication réciproque est le méme, en utilisant I'application L=1: V! — V &
la place de L (notons que L1 est telle que go L1 = ¢/). O

17.14 Corollaire. Soit A € R™*"™ une matrice symétrique. Le caractére de A
au sens de la Définition 17.12 ne dépend pas de la base de R™ choisie : si e, f
sont deuz bases de R", alors

GAe: R" - R et qa,f: R" - R

ont méme caractére.

Preuve. Soit e = {€1,...,én}, f = {fi, .. ,ﬁ} deux bases de R"™. Il suffit
d’appliquer le Lemme 17.13 & la situation suivante

RTL

q& Af

R
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ot L est I'unique application linéaire telle que L(€;) = f_; pour tout ¢t =1,...,n
(voir 8.15). Puisque L est bijective (voir 8.14), il reste & montrer que le dia-
gramme commute. Pour cela, il suffit d’observer que ;L(Z) = & (égalité qu’on
peut montrer en prenant & = é€; pour i = 1,...,n) et donc

re(T) = ' A &= fL(@)" - A fL(T) = qa,¢(L(D)) N

Remarquons en passant qu’on peut exprimer I’équation qui conclu la preuve du
Corollaire 17.14 par la commutativité du diagramme suivant :

R" — L e

\ ;
\i‘“”/

17.15 Remarque. Grace au Corollaire 17.14, pour déterminer le caractere
d’une matrice symétrique A € R™ ™ nous pouvons choisir comme base e de
R™ la base canonique. Dans ce cas, la forme quadratique associée & A devient
simplement (voir 17.9)

Gae:R" 2R, qa(@)=7"A-%
et la Définition 17.12 peut étre écrite de fagon plus explicite. Par exemple :
A est définie positive < @'+ A-Z > 0 pour tout £ € R™, & # 0

Si on compare ceci avec I’Exemple 13.3.2, on voit que la forme bilinéaire et
symétrique

(=] =):R"xR* >R, (F]|§) =" A §=qa.(@ )

est définie positive (et donc elle est un produit scalaire) si et seulement si la
matrice A est définie positive.
Attention, le fait qu’'une matrice A soit, par exemple, définie positive n’implique
pas que tous les éléments de A soient positifs. Pour s’en convaincre, il suffit de
considérer la matrice
1 -1
(4 7)

Un critere pour déterminer la caractere d’une matrice sera introduit dans la
prochaine section.

17.16 Corollaire. Soit g: V — R une forme quadratique, e une base de V, et
Age € R™™ la matrice symétrique associée a q par rapport a la base e. Alors g
et Ay e ont le méme caracteére.

En particulier, deux matrices symétriques associées a une méme forme quadra-
tique par rapport a deux bases différentes ont méme caractere.
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Preuve. Soit A = A,.. 1l suffit d’appliquer le Lemme 17.13 a la situation

suivante
E RP
x /A, f
R

ou FE est lisomorphisme définie par E(Z) = & (voir 8.23). Par le Corollaire
17.14, pour déterminer le caractére de la matrice A nous pouvons choisir de
facon arbitraire une base f de R™. Or, pour que le diagramme commute, il faut
choisir comme base de R™ la base f = {E(€}), ..., E(€,)}, qui n’est rien d’autre
que la base canonique, de fagon que ;E(Z) = E(Z) = .&. Nous avons donc

\%4

qa.f(B(T)) = (E@)" - A jE(T) = 2" Age - o7 = q(3) 0

17.17 Corollaire. Soit A € R™*™ une matrice symétriqgue et P € R™*™ une
matrice inversibles. Les matrices A et Pt - A- P ont méme caractére.

Preuve. Car A et P'- A P sont les matrices associées & une méme forme
quadratique ¢: R™ — R par rapport & deux bases différentes de R™: si e est
une base de R™ et ¢ = g4, alors

Age=A4A et Aq7f:Pt-A-P avec P = Iy O

17.4 Caractere et valeurs propres

11 est difficile de déterminer le caractére d’une forme quadratique (ou d’une
matrice symétrique) en utilisant la définition. Voyons une méthode plus efficace :

17.18 Propriété. Soit q: V — R une forme quadratique, e une base de V et
A=Ay la matrice symétrique associée.
1. q est définie positive ssi les valeurs propres de A sont strictement positives.

2. q est semi-définie positive ssi les valeurs propres de A sont positives ou
nulles.

8. q est définie négative ssi les valeurs propres de A sont strictement négatives.

4. q est semi-définie négative ssi les valeurs propres de A sont négatives ou
nulles.

5. q est indéfinie ssi A admet au moins une valeur propre strictement positive
et au moins une valeur propre strictement négative.

Preuve. Puisque A est symétrique, par le Corollaire 16.13 nous savons qu’il
existe une matrice orthogonale ) formée par des vecteurs propres de A telle que

Q-A-Q
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est la matrice diagonale D des valeurs propres de A. Si f est la base de V'
déterminée par Q = I (voir Remarque 17.19), on aura A, 5 = D. La preuve

devient maintenant facile : si A1,..., A, sont les valeurs propres de A, alors
A0 ...00
0 X ... O
Agp=D=
0 ... 0 X\,

Par conséquent, si £ = x1 - f1 + ... %y - fn, NOUS avons

1
q(Z) = (z1,...,2,)-D- | 1 | =Xazi+.. A2l

n

Tn

Voyons par exemple le premier cas :

1. Si chaque A; est strictement positive et au moins un x; est non nul, alors
q(F) = M2+ ...+ X\22 > 0. Réciproquement, si ¢(Z) = Mz +...+A\,22 >0
pour tout & # 0, nous pouvons choisir ¥ = f; et nous obtenons \; = q( ﬁ) >
0. O

17.19 Remarque. La phrase “Si f est la base de V' déterminée par Q = .17,
utilisée dans la preuve de la Propriété 17.18, signifie que si la matrice @) est par
exemple donnée par

a b ¢

RQ=1|d e f

g h 1
alors la base f sera donnée par
ﬁ :a~é’1+d'é’2+g«é’3, ﬁ:b'51+6'52+h'53, ﬁ:C€1+f€2+253

Autrement dit, si £: V. — R™ est I'isomorphisme déterminé par la base e de
R"™ et défini par E(T) = ¥ (voir 8.23), alors f; = E~(C;), ot C; est la i-eme
colonne de la matrice Q.

17.20 Remarque. On peut extraire de la preuve de la Propriété 17.18 que,
si ¢g: V — R est une forme quadratique sur un espace V de type fini, on peut
toujours trouver une base f de V telle que la matrice A, ; soit une matrice
diagonale. Il faut d’abord choisir une base quelconque e de V, construire la
matrice Ay et choisir ensuite une base orthonormée ¢ de R" formée par des
vecteurs propres de A, .. Finalement, on peut prendre comme base f de V' les
vecteurs

{Ai=E"Y&),. ... fn=E"(E)}
ou E: V — R™ est I'isomorphisme définie par E(Z) = .Z. En effet, les colonnes
de Iy sont les vecteurs ¢; et donc

Aq7f = (elf)t 'Aq,e “ely =D
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est la matrice diagonale des valeurs propres de Ag . (Si en particulier V =R",
on peut choisir comme base e la base canonique, de fagon que F: R™ — R™ est
l'identité et la base f est une base orthonormée de vecteurs propres de A, ..)
De plus, la formule établie dans la preuve de la Propriété 17.18

si T=x1-fi+...2n-f, alors q(T) = Mzt . A2

montre que ¢ peut s’exprimer comme somme pondérée de carrés.

17.5 Loi d’inertie

Si Age et Ag r sont deux matrices associées a une méme forme quadratique
par rapport a deux bases différentes, elle sont liées par la formule de la Propriété
17.7

Agy = (eIf)t “Age - elf

ce qui permet de montrer que A, . et A, ¢ ont le méme caractere (voir 17.16).
Par contre, en général A, . et A, ¢ n’ont pas les mémes valeurs prores. (Les deux
matrices Aq . et Ag ; ont les mémes valeurs propres si la matrice changement
de base elf est orthogonale, car alors la formule précédente devient

Aq,f = (eIf)_l 'Aq,e . eIf

et on peut appliquer 'Exercice 14.15.)

Cependant, ce qui reste vrai dans le cas général, est que Aq . et A, r ont méme
indice de positivité et méme indice de négativité, comme expliqué dans la pro-
chaine propriété, la loi d’inertie. La loi d’inertie précise la Propriété 17.18 qui ne
donne pas d’informations sur le nombre de valeurs propres positives et négatives
d’une forme quadratique indéfinie. Elle sera admise sans preuve. (Dans ’énoncé
de la loi de Sylvester, par “nombre de valeurs propres” il faut entendre “nombre
compté avec la multiplicité algébrique de la valeur propre”. Par exemple, si les
valeurs propres d’'une matrice sont 1, 1, 2, 3, 3, -1, -1, on dira que la matrice
a cinq valeurs propres strictement positives et deux valeurs propres strictement
négatives.)

17.21 Propriété. (Loi d’inertie de Sylvester) Soit q: V' — R une forme qua-
dratique avec V' de dimension finie, et soit e, f deux bases de V. Alors :

1. Le nombre de valeurs propres strictement positives de A, s est égal au

nombre de valeurs propres strictement positives de Ag ..
Ce nombre est noté indy q et appelé indice de positivité de q.

2. Le nombre de valeurs propres strictement négatives de Aq ¢ est égal au
nombre de valeurs propres strictement négatives de Agq .
Ce nombre est noté ind_ q et appelé indice de négativité de q.

3. Le nombre de valeurs propres nulles de Aq y est égal au nombre de valeurs
propres nulles de Ag ..

4. De plus : rang Ay . = ind4 ¢+ ind_ g. On pose rangq =rang A, . .



17.5. LOI D’INERTIE 167

Preuve. To be inserted. O
17.22 Remarque. Le dernier point de la loi de Sylvester est valable pour toute
matrice diagonalisable. Plus en générale, pour une matrice A € R™*", notons
ind4 A le nombre de valeurs propres strictement positives de A,
ind_ A le nombre de valeurs propres strictement négatives de A.

Soient Ap, ..., A, les valeurs propres distinctes non nulles de A, de multiplicité
algébrique mqy (A1), ..., mq(Ar). Siles deux conditions suivantes sont satisfaite

1. mq(0) = dim E(0),
2. mg(0) +ma (A1) + ... + ma(A) =1,
alors rang A = ind; A + ind_ A.

Preuve. Considérons I'application linéaire associée a la matrice A
La: Rn%Rn, LA(.’Z") =A-7

dont on sait que Ker Ly = E(0) et Im L4 = Col(A). Par le théoréme du rang
(9.15) et la premiere hypothese, nous avons que

me(0) = dim E(0) =n —rang A
d’olu
rang A =n—mg(0) =ma(M)+...+me(N) =indy A+ind_ A
grace a la deuxieme hypothese. O

17.23 Exemple. Voici deux exemples qui montrent que dans la remarque
précédente on ne peut pas se passer des deux hypotheses.

1. Soit R: R* — R? larotation d’angle 5 autour de l'origine, et soit A € R?*2
la matrice associée & R (peu importe par rapport & quelles bases). Puisque
R n’a pas de vecteurs propres, m,(0) = 0 et indy A = 0 = ind_ A. De
plus, R est bijective et donc E(0) = Ker R = {0}. La condition m,(0) =
dim E(0) est donc satisfaite. Par contre, la condition m,(0) + mq (A1) +
...+ mg(\.) = n n'est pas remplie et indy A+ ind_ A =0 # 2 = rang A.

0 1
=(00)
admet 0 comme seule valeur propre, et elle est une valeur propre double.
La condition m,(0) + mq (A1) + ... + ma(\:) = n est donc satisfaite. Par

contre, la condition m,(0) = dim F(0) n’est pas remplie, car m,(0) = 2 et
dim £(0) =1, et indy A+ind_ A =0#1=rang A.

2. La matrice

L’intérét de la loi de Sylvester vient, entre autre, de son application a la
classification des quadriques réelles (voir cours de géométrie). En effet, ce qui
intervient dans la classification des quadriques est I'indice de positivité et I'indice
de négativité des formes quadratiques associées aux quadriques, et pas seulement
leur caractere.
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17.6 Complétion des carrés

La loi de Sylvester permet aussi de justifier d’autres méthodes qui sont uti-
lisés pour déterminer le caractere et les indices d’une forme quadratique, comme
par exemple la méthode dite de complétion des carrés. Cette méthode, partielle-
ment illustrée par les deux exemples suivants, ne rentre pas dans le programme
de ce cours.

17.24 Exercice. Réduire ¢ & une forme diagonale par la méthode de complétion
des carrés, et déterminer la matrice de changement de variables correspondante ;
donner, apres avoir effectué la complétion des carrés, une matrice P telle P*-A-P
soit diagonale (A étant la matrice symétrique associée a la forme q).

q(z1, 0, 03) = 203 — 23 + 202 + 4oy wo + Sxyw3 + drow3
Preuve. On considere la forme quadratique
q(x1, 0, x3) = 21‘% — 1’3 + 2:17% + 4x1x0 + 8123 + 4073 (17.1)

On fixe une variable, par exemple x1, et on cherche des coefficients a, b, ¢ tels
que (ax; + bxa + cavg)2 ait les mémes termes en .Z‘%,J?ll‘g et z1x3 que la forme
q. Il faut choisir a = v/2,b = v/2 et ¢ = 2/2. Si on compare la forme ¢ avec
(ﬂxl +V2x9 + 2\/§:E3)2, on voit que

q(z1, 2, 3) = (V221 + V229 + 2V213)? — (323 + 622 + 4a9x3)  (17.2)

Il faut donc recommencer avec la forme quadratique (plus simple que celle de
depart)
q1 (29, x3) = 323 + 622 + 4wox3 (17.3)

On fixe une variable, par exemple z2, et on cherche des coefficients a, b tels que
(axs + bx3)? ait les mémes termes en x3 et w223 que la forme q. I1 faut chosir
a=+/3 et b= 2. Si on compare la forme q; avec (\/§x2 + %xg)Q, on voit que

B

2 14
ql(:cQ,xg) = (\/§$2 + %1'3)2 + gxg (174)

Les équations (2) et (4) nous permettent d’écrir la forme ¢ comme somme
pondérée de carrés

q(z1,22,23) = (V2x1 + V222 +2v223)? — (V322 + %903)2 - %x%
_ .2 .2 14 92
= Y1 —Y2— 3Y3
(17.5)

ol on a posé

v o= V2x1 4+ V20 + 2213
Y2 = V3wa+ %xs
Yys = I3
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Si on pose @ = (x1,z2,23)" et y = (Y1, ¥2,¥y3)", on a la forme matricielle
q(x1, 2, x3) za:t-A-x:yt.Pt.A.p.y

avec A la matrice symétrique associée a la forme ¢ et P la matrice du changement
de variables inverse

2 2 4
A= 2 -1 2
4 2 2
1 1 4 _ 1 1 4
vz 3 3 xryT = ﬁyl—ﬁm—gy:&
P = 0 1 2 T - L, _ 2
V3 3 2 \/3?/2 3y3
0 0 1 r3 = Y3
On vérifie en effet que
1 0 0
Pt.A-P=0 -1 0
0o 0 -

3

Si on compare cette matrice diagonale avec celle qu’on peut obtenir par diago-
nalisation de A via une matrice orthogonale @ de vecteurs propres

—2 0 0
Q1-A-Q=| 0 -2 0
0 0 7

on voit que les éléments sur la diagonale principale sont différents (-2, -2 et 7
sont en effet les valeurs propres de A), mais I'indice de positivité et Uindice de
négativité sont les mémes : indy ¢ =1 et ind_ ¢ = 2. O

17.25 Exercice. Déterminer 'indice de positivité et 'indice de négativité de
la forme quadratique

¢: R3>SR, q(z1, 0, x3) = 1’% — 2299 + 2013 + ng + 8:5%
Discuter en fonction du parametre réel a.

Preuve. La matrice associée a ¢ par rapport & la base canonique e de R3 est

1 -1 «
Age = -1 2 0
o 0 8

Une premiere méthode consiste a calculer le polynéme caractéristique de A,
et estimer le signe des trois valeurs propres. Ceci est détaillé dans I’Exercice
3 du TP 17. Voyons une deuxieéme possibilité qui se base sur la méthode de
complétion des carrés.

Par la loi d’inertie, pour déterminer ind; ¢ et ind_ ¢ nous pouvons choisir une
base arbitraire f de R3. Prenons

f = {fi = (170a0)taﬁ = (17170)t7.ﬁ:’> = (—204, —Q, 1)t
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Si oIy est la matrice changement de base, nous obtenons (voir 17.7)

1 0 0
Agr=(cdy) - Age-eIp=| 0 1 0
0 0 8—2a?

qui admet comme valeurs propres 1, 1 et 8 —2a? (qui sont différentes des valeurs
propres de Ay ). Il faut donc examiner trois cas :

1. sia=4+2  alorsindy ¢g=2etind_qg=0
2.8 —2<a<?2 alorsind; ¢g=3 etind_qg=0
3.sia<—2oua>2 alorsindy ¢g=2etind_g=1

Le probléme qui se pose est : comment déterminer une telle base f pour que A4, ¢
soit diagonale, sans connaitre & priori les valeurs propres de A, .7 Cest ici que
la méthode de complétion des carrés intervient. En suivant la méme démarche
que dans ’Exercice 17.24, nous obtenons

q(z1, 2, 3) = (1 — 22 + ax3)2 + (z2 + a:rg)z + (8- 2a2)x§
Par conséquent, si on pose
Y1 =1 — T2+ QT3 , Y2 =22+ ax3, Y3 =13

nous avons
q(z1, w2, 3) = ¥7 + 5 + (8 — 20°)y3

qui est précisément la forme diagonale de ¢ obtenue en utilisant la base f. En
effet, le changement de variables inverse en forme matricielle donne

T 1 1 2« U1
To = 0 1 —« . Y2
I3 0 0 1 Y3

et les colonnes de la matrice des coefficients sont exactement les vecteurs de la
base f. Autrement dit, cette matrice est précisément la matrice de changement
de base .I; et donc

Ty
q(z1,20,23) = (@1 a2 w3 ) Age- | x2 | =
T3
Y1
:( Y1 Y2 Y3 )'(ejf)t'Aq,e'eIf' Y2 =
Ys
Y1
Z(yl Y2 Y3 )'qu' y2 | =9 + 5+ (8 —207)y3
Ys
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17.26 Remarque. Pour appliquer la méthode de complétion des carrés il faut
que le coeflicient d’au moins un terme carré soit non nul. Si tous les coefficients
des termes carrés sont nuls, il faut d’abord effectuer un changement de variables
du type y1 = 1 + x2,y2 = ©1 — x2. On peut traiter ainsi par exemple la forme
Q(zlaIQ) = TI122.

Pour terminer, voyons, sans entrer dans les détails, une autre méthode pour
déterminer le signe des valeurs propres d’une matrice symétrique sans calculer
explicitement ces valeurs propres.

17.27 Définition. Une sous-matrice B d’une matrice A est principale si elle
est obtenue en supprimant certains lignes de A ainsi que les colonnes de méme
indice.

17.28 Propriété. Soit A € R"*"™ une matrice symétrique et soit B une sous-
matrice principale de A. Si B admet au moins k valeurs propres strictement
positives (respectivement : positives ou nulles, strictement négatives, négatives
ou nulles), alors il en est de méme pour A.

17.29 Remarque. La méme propriété n’est pas valable pour les valeurs propres
nulles. Comme exemple on peut considérer la matrice

0 1
(1)
et la sous-matrice principale B = (0. B admet 0 comme valeur propre, mais les

valeurs propres de A sont 1 et —1.

17.30 Exercice. Prenons a nouveau la matrice

1 -1 «
A= -1 2 0
o 0 8

de ’Exercice 17.25 et essayons de déterminer le signe des trois valeurs propres
A1, A2, A3. Considérons la sous-matrice principale

- (39)

Elle admet 2 et 8 comme valeurs propres. Par la Propriété 17.28, A admet deux
valeurs propres strictment positives. De plus

detA:8—2a2:)\1-)\2-/\3

On a donc trois cas possibles :
1. si @ = %2, alors det A = 0 et A admet donc deux valeurs propres stricte-
ment positives et une valeur propre nulle,
2. 81 =2 < @ < 2, alors det A > 0 et les trois valeurs propres de A doivent
étre strictement positives,
3. sia< —2oua>2 alors det A < 0 et A admet donc deux valeurs propres
strictement positives et une valeur propre strictement négative.
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morphisme de corps, 112
multiplicité algébrique, 140
multiplicité géométrique, 140

nombre algébrique, 113
nombre transcendant, 113
norme d’un vecteur, 117
noyau, 51

opérateur auto-adjoint, 151
opérateur diagonalisable, 134
opérateur linéaire, 133
opération élémentaire, 25

partition, 87
plan tangent, 129
polynéme caracteristique, 137
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polynéme de Taylor, 128

produit cartésien d’ensembles, 73

produit cartesien d’espaces vectoriels,
74

produit scalaire, 116

produit scalaire canonique, 36, 116

projection orthogonale, 119

projection sur le quotient, 87

regle de Cramer, 106

rang d’une forme quadratique, 166
rang d’une matrice, 29

relation, 85

relation d’équivalence, 85

relation nucléaire, 87
représentant, 86

solution, 10

solution approchée, 116

somme directe, 75

somme pondérée de carrés, 166
sous-espace vectoriel de R", 16
sous-espace vectoriel de V', 44
sous-espace vectoriel engendré, 17
sous-matrice, 105

sous-matrice principale, 171
systeme échelonné, 27

systeme d’équations linéaires, 10
systeme déterminé, 10, 111
systeme homogene, 15

systeme impossible, 10, 111
systeme indéterminé, 10, 111
systemes équivalents, 25

Taylor (polynéme de), 128
terme indépendant, 10
type fini (espace vectoriel de), 46

valeur propre, 134, 136
variable, 10

vecteur de R™, 12

vecteur propre, 134, 136
vecteurs orthogonaux, 118



