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Bevezetés

A jegyzet a Tobbvaltozés adatelemzés és a Tobbvaltozos statisztikai modellezés
cimi targyak hallgatdi szdmara késziilt, és a féléves kurzus soran targyalt fobb
modszereket ismerteti.

Adatokkal minden szakember taldlkozik, és az adatokbol kinyerhetd informacid
értéke felbecsiilhetetlen. A személyi szamitogépek elterjedésével népszertivé valtak
a tobbvaltozods statisztikai mddszerek, koziilik is elsdsorban a feltard elemzések. A
statisztikai szoftverek kdnnyen és gyorsan végzik el a kért elemzést, a megfeleld
adatok kivalasztasa, a korrekt alkalmazas, valamint az eredmények értelmezése, a
kovetkeztetések levonasa id6t és odafigyelést igényel. Nem haszontalan Winston
Churchill egy mondasat idézni:

,»The only statistics you can trust are those you falsified yourself.”

A jegyzet nyolc fejezete harmas tagolasi:
O a matematikai hattér bemutatasa, az alkalmazas eléfeltételei,
O az SPSS-ben elvégezhetd elemzés technikdja €s
O a mintapélda eredményeinek értelmezése kdvetik egymast.

A matematikai alapok ismertetése soran kitériink az adatok ,,elokészitésére” is. Az
SPSS 20.0 valtozatan alapul az elemzési lehet6ségek bemutatasa, és a futtats
beallitdisa mellett egy-egy mintapélda eredménytablait is megadjuk. A jegyzetben
valés gazdasagi, pénziigyi és demografiai adatok elemzése mellett egyszerii
szampéldak is szerepelnek, amelyek az elemzési buktatokra hivjak fel a figyelmet.
Az elemzési lancok lehetdsége, a moddszerek kombinalt alkalmazasa terjedelmi
okokbo6l nem kertilt be az irott anyagba.

Az elozé félévekben sok hallgatoval dolgoztam egyiitt a targyak keretében.
Erdekldésiik, osszegytijtott adataik és elemzéseik sokat segitettek abban, hogy
elkésziiljon a jegyzet. Név szerint is koszonom Agoston Kolosnak, Csicsman
Jozsefnek és Kovacs Eszternek, hogy figyelmesen elolvastak, javitd otleteikkel
gazdagitottdk az anyagot. Minden, a szovegben maradt esetleges hiba és
pontatlansag arra var, hogy a kurzus hallgatoi jelezzék nekem!

A lektor munkéjat és a TAMOP altal nytjtott timogatast kiilon is koszonom.

Budapest, 2013. szeptember
Kovdcs Erzsébet



1. Leiro és feltaro adatelemzeés

A tobbvaltozds adatelemzés alapja az ,,adat”, ami a szamitogépes elemzés érdekében
matrixba rendezett. Szokésos elrendezése szerint soraiban taldljuk a megfigye-
l1éseket, és az oszlopok tartalmazzak a megfigyeléseken mért valtozokat. Ezért a
tobbvaltozos adatelemzés modszerei kozotti valasztas eldtt célszerli az adattabla
tartalmat, kitoltottségét attekinteni.

Kezdé lépésként a bevont valtozokat egyenként vizsgaljuk meg. Sziikség lehet a

vonatkozo6 elofeltevések ellendrzésére.

A valtozok jellemzdinek feltarasa mellett a megfigyelt értékekre is forditsunk
figyelmet. A hianyzo6 adatok potlasa, a kilogd egyedek feltarasa, esetleg kiszlirése is
az elemzés el6készitd szakaszaban torténik. A megfigyelt értékek csoportokra
bontasa, valamely kategoria szerinti almintak vizsgalata is ebben a szakaszban
végezhetd el. Az alapos, koriltekintd leird és feltard elemzéssel a tobbvaltozos
adatelemz6 munkank sikerét alapozzuk meg.

1.1. A valtozok mérési skaldja

Az adatok szerzése, gyujtése tobb modon torténhet, ezért nem mindig mi hatarozzuk
meg a valtozok mérési skaldjat. De az elemzések megkezdése elott at kell tekinteni,
hogy melyik valtozé milyen skalan van mérve, hiszen statisztikai mutatdoszamokat is
a mérési szint szerint kell valasztani.

Elméleti megfontolasok alapjan négyféle mérési szintet' kiilonboztetiink meg,
amelyeket az egyszerlibbtdl a bonyolultabbak felé haladva ismertetiink. Kvalitativ
(mindségi) skalanak nevezziik 6sszefoglaléan a nominalis és az ordinalis skalakat.
Kvantitativ (mennyiségi) skala az intervallum és az aranyskala.

e Nominalis skalan mériink, ha csak megkiilonboztetést jeleznek a szamok
vagy a betlik. Ilyenkor altaldban nem is egyértelmii, hogy egy-egy
kategoriat mivel jeloliink. A nominalis skalan beliil megkiilonboztetiink
kétértékd (dichotom) és tobb kategdriabol alld valtozokat.

o A férfi-né megkiilonboztetésre a 0-1, az 1-2, de az F-N is teljesen
megfelel.

o Ugyanigy példaul a budapesti keriileteket is azonosithatjuk arab
vagy romai szamokkal is. Ilyenkor az egymas utani szamok nem
adnak informacidt arrél, hogy melyik keriilet jobb vagy rosszabb,
sOt a szomszédos szamok sem jelentenek hasonlosagot.

! Tovébbi példak talalhatok itt: http://en.wikipedia.org/wiki/Level of measurement
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o Az iranyitészamok, a telefonszamok, rendszamok stb. mind
nominalis szinten mért adatok.

e Ordinalis skalan mért adat mar preferencidt is jelez. Két megfigyelés
esetén az egyenld, (leg)nagyobb vagy (leg)kisebb informaciot is latjuk a
valtozokhoz rendelt szamokbol. A szamok kozotti kiillonbség azonban nem
értelmezhetd. Itt is hasznalhatunk kétérték(i (dichotom) ¢és tobb
kategoriabol allo valtozokat. Kétérték(i ordinalis valtozd mutatja pl. a
megfelelt-nem felelt meg, az igaz-hamis, egészséges-beteg kategoriakat.
Tobb kategoriara szamos példa adhato.

o Az életkorokat gyakran 6téves korcsoportokban hasznaljuk, ha a
tényleges kor ismerete nem ad tobb informéciot, vagy tal kevés
megfigyelésiink van egyedi adatok elemzéséhez.

o A telepiiléseket megadhatjuk gy, hogy 1=500 f6 alatti falu,
2=500-1000 6 kozotti falu, 3=1000-2000 kozotti telepiilés, és igy
tovabb. A lakénépesség 1étszama szerinti kategoridkat hasznaljuk
a tényleges 1étszam megadasa/ismerete nélkiil.

o A jovedelemsavok, a gépjarmiivek teljesitmény kategoridk is
ordinalis adatot jelentenek, hiszen a szamok kozott aritmetikai
miivelet nem értelmezhetd.

o Betiikkel megadott ordinalis skalat is ismeriink, pl. kiilfoldi
egyetemeken A-F kozott osztalyoznak, vagy az orszdgkockazatra,
tézsdei cégek mindsitésére is gondolhatunk.

o A kérdbives vizsgalatokban leggyakrabban paratlan (5,7,..) foka
ordinalis skalan lehet a valaszokat megadni. Ilyenkor a szamok
mellett szovegesen is szerepel a valasz: 1: teljesen nem ért egyet,
2: nem ért egyet, 3: nincs véleménye, 4: egyetért, 5: teljesen
egyetért.

e Intervallum skalan mért adatok kozott mar eltérést is szdmolunk és
értelmeziink. Az intervallum hossza a két megfigyelés kozotti eltérést
tiikrozi.

o Ha az idgjarast Celsiusban mérjiik, akkor az atlaghdmérséklet
valtozasat jellemezni tudjuk.

o A fizetések vagy a hitelosszegek ismeretében az atlagos értékek €s
az atlagtol valo eltérések kiszamitasa mellett akar a két valtozo
kozotti kapcesolatot is jellemezni tudjuk.

o Az egyetemi vizsgadolgozatok pontozasa is intervallum szinti
adatot jelent. Ebb6] kategoria hatarokat kijelolve ordinalis szinten
mért osztalyzatot képeziink.

o Tobb mindsitd cég 0-100 kdzotti pontszammal, azaz intervallum
skalan értékeli az orszagkockazatot.
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e Az aranyskala specidlis intervallumskala, amelyen mért adatok kozott
kitlintetett nulla pont is van, és két megfigyelés aranya is értelmezhetd,
nemcsak a kiilonbségiik.

o A testmagassag és a testsuly egyarant aranyskalan mért valtozok.

o Az ¢letkor is aranyskalan mérhetd, hiszen a sziiletés pillanatahoz
nulla életév tartozik.

o A Kelvin fokban mért hdmérsékletnek is van abszolut nulla foka,
ez a-273.15° Celsius.

o Napokban, hoénapokban, években mért tartamokat (befektetés,
hitel, életbiztositas jellemzésére) is aranyskalan mériink.

Ha csak egy-egy valtoz6t elemziink, akkor is fontos a mérési szint pontos ismerete.
A mérési szintnek megfeleld leird statisztikai mutatdk kivalasztdsdhoz az 1.2.
alfejezet ad itmutatast.

A tobbvaltozos elemzések tobbségiikben azonos mérési skalat igényelnek. Ennek
érdekében gyakran skala-transzformaciot hajtunk végre, ami fel- és leértékelés is
lehet. Magasabb szintli skalara attérni csak tobblet informacié birtokaban lehet.
A skala leértékelése, a kiilonbségek helyett kategoriak kialakitasa sokszor hasznosan
tomoriti az informaciot. A kategoria képzés hatékony modjat a 2 fejezet ismerteti.
A konyv tovabbi fejezeteiben bemutatunk majd mas skala-transzformacios
lehetOségeket is.

1.2. Leiro statisztikak kivalasztasa az adatok mérési skdalaja alapjan

Leiro statisztikat készitiink, ha nem allitunk fel és teszteliink hipotézis(eke)t, csak a
valtozok és a megfigyelések jellemzése a célunk. Leggyakrabban kozponti értéket
vagy szoOrodasi jellemzOt szamitunk, az eloszlas alakjat mutatjuk be numerikus
és/vagy grafikus eszkozokkel. Vizsgalhatjuk a teljes adatdlloméanyt egyiitt, vagy
részekre tagolva is.

Az SPSS-ben az Analyze/Descriptive Statistics mentipont alatt talalunk harom
eljarast, amelyek tobb mutato:

= A ,Frequencies” funkcié valasztisaval a nominalis és ordinalis valtozok
kategoriaihoz tartozé gyakorisagok listdzasa valik lehet6vé. Tovabba
gyakorisagokat és relativ gyakorisagokat is megadoé abrakat is készithetlink
itt.  Emellett tetszOleges skalan mért adatokat is elemezhetlink, mert
minden statisztikai mutatét felajinl ez a meniipont is valasztasi
lehet6ségként.

= A ,,Descriptive” funkcié az intervallum vagy arany skalaju valtozok
leirasara, jellemzésére csak numerikus statisztikdkat szamol. Itt kérhetjiik
¢és menthetjiik el a valtozok sztenderdizalt értékeit.
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= Az Explore® funkciot valasztjuk, ha almintakat is feltételeziink, vagy egy
kategoriaképzd — nominalis/ordinalis — valtozd szerint tagoljuk a
megfigyeléseket, és intervallum vagy aranyskalan mért valtozo(k)ra leird
statisztikat készitiink. A ,,feltaras” elnevezés arra utal, hogy ez az elemzés
megelézi pl. a két minta atlagdnak egyezésére vonatkozd hipotézis
megfogalmazasat, a normalitasi teszt elvégzését, stb.

Mindegyik eljaras megengedi, hogy egyszerre tobb valtozot valasszunk ki, és ezek
mindegyikére elvégzi az Osszes altalunk kért miiveletet. Ezért célszerli egyszerre
csak azonos mérési szintii valtozokat felsorolni, igy csak a szakmailag korrekt
eredményeket allitjuk eld.

Az 1.1. tablazatban osszefoglaljuk azt, hogy melyik SPSS meniipontban talalhatok
meg a leird statisztika eszkozei a mérési skaldk szerinti bontdsban. A magasabb
szintl mérési skalakon az el6zd skalakhoz rendelt eljarasok mindig alkalmazhatok.
D jeloli a Descriptive, F a Frequency és E az Explore funkciot.

1.1. tablazat: Elemzési célokat megvaldsito funkciok

Cél / Skala Nominalis Ordinalis Intervallum/arany
Kdzponti Modusz F, E Modusz F,E Atlag F,D,E
tendencia Median F, E

Minimum,
Maximum F,D,E
Szo6rodas Gyakorisag, Terjedelem F,D,E | Széras, variancia,
::elatlv gyakorisag Interkvartilis sztenderd hiba F,D,E
terjedelem E
Eloszlas - - - Ferdeség,
numerikus csucsossag F,D,E

Normalitasi teszt E

Eloszlas - Gyakorisagra Stem&leaf E Hisztogram F, E
grafikus oszlop- és boxplot E
kordiagram F

A legfontosabb leir6 statisztikai mutatokat roviden attekintjiik, és a képleteket is
megadjuk.

> Az Explore nemcsak almintdk dsszehasonlitasara alkalmas. Egyetlen homogén
minta esetében a Descriptive-vel azonos eredményeket ad, tovabba nyesett
atlagot is szdmol.
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- 1
= Mean: szamtani atlag, x = — z X; ,ahol n a megfigyelések szdma (1.1)
=

Az elméleti varhato érték (m) altalaban nem ismert. Ertékét az (1.1) szerint
szamitott mintabeli atlaggal ( x ) helyettesitjiik.
= Range: terjedelem= maximum-minimum

= Variance: szorasnégyzet, a sokasagban: o° , ennek mintabeli becslése s° és gyoke
a szoras, s. A szoras angol neve standard deviation, roviden: Std. dev.

S2 _ Z('xi —X)

n—1

(1.2)

S
= Std.Error: az atlag sztenderd hibaja: 9 vagy becslése — (1.3)

n Vi
DA

(e}

= Skewness: ferdeségi mérték, képlete: y; =

A ferdeség negativ értéke balra hosszan elnyuld eloszlast, a pozitiv értéke pedig
jobbra elnyuld eloszlast jelez. Ha nulla kozeli a mutato, akkor szimmetrikus az
eloszlas. (De itt ne csak a normadlis eloszlasra gondoljunk, mert az U alaku
eloszlas is szimmetrikus.)

6n(n—1)

(n=2)n+1)n+3)

szerepel ,,standard error” elnevezéssel az eredményeket bemutato 1.2. tablaban.

r oy (xl. _;)3

A ferdeség torzitatlan becslése ), = ———~—<—
(n - 1)(n - 2)s3

A nullhipotézis szerint a ferdeség=0. A ferdeségi mutaté és a sztenderd hiba
hanyadosat hasonlitjuk az (n-1) szabadsagi foku Student eloszlas kritikus
értékéhez.

A ferdeség variancidja = . E variancia gyoke: SE(;/])

(1.4)

A ferdeséghez tartozo t-teszt képlete: ¢ =y, AE(J/ ) (1.5)
1
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DY)

o
eloszlas esetében = 3. Ezt levonva kézvetleniil (7, - 3) alakban kapjuk a mutatot
az SPSS-ben. Mas gépi programok ezt , kurtosis excess” néven adjak meg.

Kurtosis: csicsossag, mérészama: y,= , értéke sztenderd normalis

A csucsossag variancidja = 4(n2 _1)[SE<7 1 )]Z . E variancia gyoke szerepel
(n=3)n+5)

,standard error” elnevezéssel az 1.2. tablazatban.

A csticsossagi mutato torzitatlan becslése:

A n(n-i—l)Z(X,- —;)4 —3('1—1)[2(xf —;)2]2 (1.6)

727 (n—1)n—2)n-3)s*

A csucsossagi mutato és a sztenderd hiba (SE (72 )) hanyadosat hasonlitjuk az (n-

1) szabadsagi foku Student eloszlas kritikus értékéhez. A csucsossagi mutatohoz
tartozo t-proba képlete: ¢ = / (1.7)
72 /s E(7/2 )

A pozitiv csucsossag a normalis eloszlas stiriiségfiiggvényénél hosszabb, vastagabb
farok részt, a kdzponti érték korili tomdriilést vagy mindkettot jelezheti. A negativ
érték lapult eloszlasra utal, amelynek a haranggorbénél rovidebb, vékonyabb farok
része van, és kdzépen sem siirisodnek a megfigyelések.

A lapultsdg minimalis értéke —2, mert a ferdeség és a csicsossag mértéke kozott
fennall a kovetkez$ egyenltlenség: csticsossag > (ferdeség’ — 2)

A ferdeség csak az egyik oldalon, a csticsossag a mindkét oldalon el6forduld extrém
értékek el6fordulasat jelezheti. Az extrém, outlier megfigyelések nagy hatassal
lehetnek az atlagra €s a szorasra, ezért érdemes grafikusan (példaul hisztogramon) is
megnézni a valtozok alakjat.

* A mintaatlag ferdesége: y,/ \/; és csucsossaga: 7, /n. A mintanagysag
novelésével csokken a ferdeség, és még gyorsabban csdkken a csucsossag.

Van néhany egyszerli, de hasznos nagysagrendi Osszefiiggés a leird statisztikdk
kozott, amire itt felhivjuk a figyelmet.

e Szimmetrikus eloszlas esetén az atlag=median=moddusz, mig eltérésiik
ferde eloszlasra utal.

e Porzitiv ferdeségii az eloszlas, ha modusz<median<atlag, és negativ
ferdeségli, ha atlag<median<modusz all fenn.

e A median kevésbé érzékeny az adathianyra és a sz¢€1s6 értékekre, mint
az atlag.

o A terjedelem kozelitoleg a szoras négyszerese.
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Az SPSS nem szamol relativ szérast, amely a szords és az atlag hanyadosa. A
Csebisev egyenlétlenségen alapulod hiivelykujj szabaly alapjan magas a szoras, ha ez
az ardny meghaladja a kett6t. Ez arra utal, hogy az adatrendszerben tobb alminta
lehet, ezek feltarasat grafikus modszerekkel érdemes elvégezni.

A pénziigyi adatokban altalaban a szoras a kockazat mértéke, a biztositasban pedig a
relativ szoras méri a kockazatot. A relativ szoras alkalmazasat indokolja az is, hogy
igy a kiilonb6z6 mértékegységet kikiiszoboljik, tehat pl. kiilonboz6 valutanemben
kifejezett valtozok szorasa is igy vethetd 0ssze.

Ha egy valtozonak nagy a szorasa, akkor ez a valtozd mentén megvalosithato
nagyobb szeparacios képességet jelzi. Az alacsony szoéras az atlag koriil
koncentral6do (altalaban cstcsos eloszlast) megfigyelésekre utal.

A ,,Descriptive” a sztenderdizalt ..z-score” valtozok elmentését is lehetdvé teszi.
A zérus atlagi és egységnyi szoOrast uj valtozd ferdesége és csticsossdga nem
valtozik meg.

Xx—x
z, = (1.8)
S

Normalis eloszlas (és/vagy nagy minta) esetén a kdzponti hatareloszlas tétel alapjan

xX—m
s/\/;

pedig (n-1) szabadsagfoku Student t-eloszlast kdvet.

a sztenderdizalt valtozd z- = standard normalis eloszlasu lesz, kis mintara
X

Tobb érv szol a valtozok sztenderdizalasa mellett. A mértékegység kikiiszobdlése,
az ismert atlag ¢és szoras killondsen akkor hasznos, ha tobbvaltozos elemzést
végziink, azaz egyszerre tobb valtozot hasznalunk.

A fejezet végén Ovjuk az olvasét attdl, hogy barmely programcsomagot
mechanikusan alkalmazzon. A széras mintabol térténd becslésekor az SPSS-ben (n-
1) szerepel a nevezében, akar kicsi a minta, akar nagy. A cslcsossagi mutatobol —
elézetes figyelmeztetés nélkiill — levonja az SPSS a sztenderd normalis eloszlasra
jellemz6 harmat. Az R-ben pedig a >range(x) meniipont nem a terjedelmet adja meg,
hanem a minimum és a maximum értékeket irja ki egymas mellé.

1.3. Leiro statisztikak kiszamitasa és értelmezése

A szamitasi eredményeket a megismételhetdség érdekében az SPSS mintapéldak
kozott talalhatdé World95.sav adathalmazon mutatjuk be, amely 109 orszag adatait
tartalmazza. Az elsd 1épésben a férfiak és ndk varhato élettartamara késziiltek
szamitasok. Ezek az informacidok a befektetési dontések, pl. az életjdradék és
kiilondsen a nyugdij szamitasahoz fontosak. Bar nem szerepel az adat nevében, ezek
a sziiletéskor varhato élettartamok, és a két nemre szamolt atlagok kozott a vilag
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minden orszagaban eltérés van.
részeredmények lathatok.

Az 1.2. tablazatban a Frequency-ben készitett

Hianyz6 adat nincs erre a két valtozéra, a median természetesen megegyezik az
50%-os percentilissel, és figyelmeztetést kapunk, hogy tobb moduszii a ndk varhato
¢lettartamat mérd valtozo. A negativ ferdeség a hisztogramon (1.1. abra) is lathato,
tehat a magasabb varhato élettartam értékek a gyakoribbak. Az (1.4) szerinti
ferdeségre szamolt (1.5)-beli t-teszt értéke -5 koriili, azaz minden szokasos
szignifikancia szint mellett elvethetd, hogy szimmetrikus az eloszlas, hisz értéke
nem nulla. A csucsossag/lapultsag értéke nem tér el szignifikansan a zérustol,
mindkét nemre a t-teszt kisebb, mint egy. Nem koncentralodnak tehat talzottan a
varhato élettartamok az atlag koriil. Az élettartamok 6sszege (Sum) nem hordoz
lényegi informaciot.

A percentilisek és a kvartilisek alapjan megéllapithatd az €lettartam eloszlasok tobb
jellemzbje. Erdekes az, hogy a legalacsonyabb életkilatasa 10 szazaléknyi
népességnél 2 évnyi élettartam eltérést kaptunk, mig a legfelsé 10 %-ban mar 6 év a
ndk javara a kiilonbség.

1.2. tablazat: Frequency-ben eléallitott eredmények

Statistics
Average Average
female life male life

expectancy expectancy

N Valid 109 109
Missing o o

Mean 70,16 64,92
Std. Error of Mean 1,01 ,89
Median 74,00 67,00
Mode 752 73
Std. Deviation 10,57 9,27
Variance 111,76 85,98
Skewness -1,109 -1,080
Std. Error of Skewness ,231 ,231
Kurtosis ,213 ,336
Std. Error of Kurtosis ,459 ,459
Range 39 35
Minimum 43 41
Maximum 82 76
Sum 7647 7076
Percentiles 10 52,00 50,00
20 59,00 57,00

25 66,50 61,00

30 68,00 63,00

40 70,00 65,00

50 74,00 67,00

60 76,00 69,00

70 78,00 71,00

75 78,00 72,50

80 79,00 73,00

90 80,00 74,00

a. Multiple modes exist. The smallest value is shown
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Average male life expectancy

20

Frequency

0

Average male life expectancy

400 425 450 475 500 525 550 675 60,0 625 650 675 700 725 750

Std.Dev =9,27
Mean = 4,9
N =109,00

1.1. abra: Hisztogram és a normalis eloszlas stiriiségfiiggvénye

Az 1.3. tablazatban a Descriptive-ben eléallitott valamennyi részeredményt
bemutatjuk. Ertékeik természetesen megegyeznek azokkal, amiket a Frequency-ben
kaptunk, csak elrendezésiik mas. Itt is tobb valtozo kérhetd egyszerre, de statisztikai
Osszehasonlitast most sem végziink.

Azt a szembetlind kiilonbséget, ami a férfiak és a ndk varhato élettartama kozott
lathato, a konfidencia intervallumok Osszevetésével vagy t-probaval lehet tesztelni.

1.3. tablazat: Leiro statisztikak

Descriptive Statistics

Average female | Average male

life expectancy | life expectancy | Valid N (listwise)

N Statistic 109 109 109
Range Statistic 39 35
Minimum Statistic 43 41
Maximum Statistic 82 76
Sum Statistic 7647 7076
Mean Statistic 70,16 64,92
Std. Error 1,01 ,89
Std. Deviation Statistic 10,57 9,27
Variance Statistic 111,762 85,984
Skewness Statistic -1,109 -1,080
Std. Error ,231 ,231
Kurtosis Statistic ,213 ,336
Std. Error ,459 ,459
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Az (1.8) szerinti sztenderdizalas nem csak a mértékegység kisziirése miatt hasznos,
hanem az dsszehasonlitast is segiti. A pozitiv értékek atlag feletti, a negativok pedig
atlag alatti eredeti értéket jeleznek. Ezeket két vagy tobb valtoz6 mentén egyszerre
is lathatova tudjuk tenni egy pontdiagramon (Scatter plot), ahogy ezt az 1.2. abra
mutatja. Mivel behuztuk az atlagokat jelzé koordinata tengelyeket, a négy sik
negyedben jol tudjuk jellemezni az orszagokat. Az elsé sik negyedben a mindkét
valtozo szerint atlag feletti értékkel rendelkez6 orszagokat latjuk. Magyarorszag és a
szomszédos orszagok a harmadik negyedben helyezkednek el, azaz az egy fére jutd
GDP ¢és a népesség novekedése szerint is atlag alatti értékek jellemezték térségiinket
1995-ben.

Az is szembetiing az 1.2. abran, hogy negativ eldjelii, bar nem teljesen linedris a két
valtozd kapcsolata, és kevés olyan orszag van, ahol mindkét valtoz6 az atlag felett
van.

Erdemes figyelni arra is, hogy az eredeti adatokban a GDP/f6 valtozo terjedelme és
szorasa joval nagyobb, mint a népesség ndvekedés szazalékos adatanak terjedelme.
A sztenderdizalt valtozok terében a terjedelem éppen forditott nagysadgot mutat,
mikdzben mindkét atlag 0 és a szorasok egységnyiek, ahogy ez az 1.4. tablazatban
lathato.

1.4. tablazat: Az eredeti és a sztenderdizalt valtozok jellemzoi

Descriptive Statistics

Std.

N | Minimum | Maximum | Mean Deviation

Population increase (% per 109 -3 5,2 1,682 1,1976
year))
Zscore: Population increase 109 -1,65535| 2,97072 ,000 1,000

(% per year))

Gross domestic product / 109 122 23474 |5859,98| 6479,836
capita
Zscore: Gross domestic 109 -,88551 | 2,71828 ,000 1,000

product / capita

Valid N (listwise) 109
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1.2.abra: Orszagok a sztenderdizalt valtozok terében
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Hazi feladat: Bizonyitandé

a) Az eredeti és a sztenderdizalt valtozok ferdesége és csucsossaga
megegyezik.

b) Normalis eloszlasi alapsokasag esetében az s és a \/;(x—m)
fiiggetlenek, ezért korrelaciojuk zérus.

c) Tetsz8leges eloszlas esetén az s és a \/;(x—m) két tag kozotti

korrelacio= 71 , €z a normalitastol valo eltérést is jelzi.
AV, +2

1.4. Az extrém pontok és az almintak statisztikai elemzése

Két valtozo statisztikai jellemzdinek Osszevetése, az egyedi, extrém értékek
azonositasa és az adatallomanyban levé almintak, kategoriavaltozok (factor) mentén
képzett csoportok vizsgalata az Explore mentipontban végezhet6 el. Az itt eldallitott
(az 1.2. és 1.3. tablazattal megegyez0) eredményeket nem mutatjuk be ismét, csak
azokat, amiket tobbletként kapunk.

N
a) Konfidencia intervallum (1-o) megbizhatésagi szinten: x=*7¢ % ,H)'T

n
képlettel szamolhaté. A megbizhatdsagi intervallum szélességét a sztenderd hiba
mellett a t-statisztika is befolyasolja. A megfigyelésszam novekedésével csokken
mind a sztenderd hiba, mind a t-érték, tehat nagyobb mintdban sziikebb
intervallumot kaphatunk.

A nOk varhato élettartamara az alsé és felsd hatar: 68,15-72,16 év, a férfiak adataira
63,16-66,68 ¢év adodik. A két intervallum nem fedi at egymast, ezért a megfeleld
tesztek elvégzése nélkiil® is mondhatjuk, hogy jelents, statisztikailag szignifikans
az eltérés.

b) Trimmed mean, azaz nyesett atlag: a nagysag szerint sorba rendezett
megfigyelések kozépsé 90 szazalékara szamitott atlag. A rendezett minta két végén
5-5%-ot elhagyunk. Szimmetrikus eloszlas esetén a kozonséges és a nyesett atlag
megegyezik. Nem normalis eloszlas és extrém értékek eléfordulasa esetén az igy
szamitott atlag értelmezése javasolt. A varhato élettartam adatokra a férfiak esetében
65,59, a ndknél 70,96 a nyesett atlag. Mindkét eloszlas erdsen balra ferde, ezért a
nyesett atlag nagyobb, mint a kozonséges szamtani atlag.

A nyesett atlag szamitasanak két valtozata van:

? gy a tesztelés el6feltételeit sem kell ellenérizni. A normalis eloszlds példaul a ferdeség
miatt nem all fenn.
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o Ha anyesés soran (0,05n) egész, akkor ennyi megfigyelést hagyunk el, és a
fennmarado értékek egyszerli Osszege a nyesett atlag szamlaldja. A
nevezdben pedig (0,9n) all.

o Ha (0,05n) nem egész szam, akkor k és (k+1) egészek kozé esik. Az els k
és az utolsd k darab megfigyelést elhagyja a gép, a (k+1)-edik elem ¢és az
(n-k)-adik elem sulya pedig a zardjelben allé két tag minimuma lesz:
min(k+1-0,05n; 0,05n-k) a szamtani atlag szamitdsakor. A koztes
megfigyelések sulya egy.

c) A centrumtol tavoli megfigyelések sulyozasa M-esztimatorok alkalmazasaval is
torténhet. (Nem elhagyjuk a tavoli értékeket, hanem csdkkend sulyt adunk nekik.)

Az M-esztimatorok révén becsiilt , korrigalt atlagok™altalaban az atlag és a median
kozé esnek, nem rangsorolhatok, nem mondhaté meg, hogy melyik a jobb.

Az esztimatorok képzése a helyzeti k6zép (7) becslése utan kovetkezik. A helyzeti
kozepet az alabbi egyenlet megoldasaval kapjuk:

k

DL

i=1

x —T
! ) =0, ahol f; a gyakorisag, s ,,sz0ras” és y paratlan fiiggvény.
s

Az egyenlet masik alakja:

Zk;f{xf S_Tja)(x" S_Tj —0,aholaXu ) =

A gyakorisagokkal szorzunk, hogy T kifejezhetd legyen:

ST B

Y(u)

S S
Atrendezve T az x adatok stlyozott 4tlaga:

D fixa

— S
Tk+1 -

e

Latjuk, hogy T csak iteracidoval adhatdo meg, a Ty, kifejezhetd a T, —bol. Tyt
nem adja meg az SPSS leirasa, de ez az érték altalaban a median.

x;, =T,

)

)

S

Az iteracio leall, ha
T. +T
i) |T,,, —T,| <0005 % vagy

ii) k>30.
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A helyzeti kozéptol vald eltérésbol rezidualist kapunk. A rezidualis szamlaloja a
mediant6]l val6 eltérés, mig a nevezdje a minta medianjatol valé abszolut
értékes eltérések medianja.

y _x =T _ x; — Median(x)
i S Medidn|xl. — Median( x )|

Az o(u) fliggvény - mint suly - a rezidualis nagysagéhoz kapcsolodik. Az
SPSS-ben a suly megvalasztasara elérhetd c1)-c4) eljaras a kidolgoz6irol kapta
a nevét.

c1) Huber esztimatoraban:

{ I, hdu|<1339
w(”z)z
(1,339/u,)sgn(w,),  halu|>1339

Itt 1,339-t61 valtozo eldjellel csokkend, eldtte pedig 1 a suly.

c2) Tukey két sulyt haszndl. A 4,685-nél nagyobb abszolut érték,
sztenderdizalt rezidudlisra O sulyt ad, a kisebbekre pedig a centrumtol vald
tavolsaggal forditott aranyos a suly.

o(u;)=1-(——) ,ha

<4685, és 0 kiilonben
4685

U;

¢3) Hampel sulyfiiggvénye 4 szakaszbol all:

a) Asaly o(u, ) =1,haaz |ul<1,7

1,7
b) a(u,)=——-sgn(u,), haal,7<|u <34
u

17 8.5—|u,|

o a(u)=-———11

u, 85-34
d) Ha pedigaz | U | >8,5 akkor a stly = 0.

c4) Andrews szinusz fliggvényt javasolt, ebben nincs torés.

Asily o, )= 2.
A

sgn(u; ), haa34<|u|<85

. U,
sin( :
1,34~

i >

), ha |u|<1,34%m (~4,2).




16 TOBBVALTOZOS ADATELEMZES

1.5. tablazat: A , korrigalt” atlagok szamitdsa

M-Estimators

Huber's M- Tukey's Hampel's M- | Andrews'
Estimator® Biweight® Estimator® Wave®
Average female 73,06 74,51 73,09 74,55
life expectancy
Average male life 66,85 67,30 66,44 67,33
expectancy

a. The weighting constant is 1,339.
b. The weighting constant is 4,685.
c. The weighting constants are 1,700, 3,400, and 8,500

d. The weighting constant is 1,340%pi.

A negativ ferdeség miatt mindkét valtozéora mind a négyféle korrigalt atlag
meghaladja a szamtani atlagot, st a nyesett atlagot is. A ndk varhato élettartamanak
minden M-esztimatora magasabb a 95%-os konfidencia intervallum fels6 hataranal,
mig a férfiakra szamolt Hampel-féle érték beleesik a konfidencia intervallumba.

Az élettartambecslés pontossaga azért kiemelten fontos, mert a fejlett orszagokban
ez a mutatd folyamatosan emelkedik. Két megallapitast tehetiink ebben a
szakaszban:

- Erdemes évrél évre friss adatokat gyiijtve megismételni a szamitasokat.
- Célszeri a fejlett és a fejlédd orszagokat kiilon csoportban vizsgalni, hogy
homogénebb almintaink legyenek.

d) Interquartile range: interkvartilis (bels6) terjedelem, a fels6 kvartilis (75%) és
az als6 kvartilis (25%) kozti kiillonbség: IQR=Q; —Q; , és ez a doboz diagram (box-
plot) dobozanak magassagat adja meg.

A varhat6 élettartamokra 1.3. abran lathaté a k6z6s doboz-diagram, eredeti nevén
Box-plot. A doboz kdzepén levd vonal a median, a dobozban a megfigyelések 50%-
a talalhat6. A doboz alja: az els6 kvartilis: Q,, teteje a felsé kvartilis: Qs.

Felfelé és lefelé addig huzzuk a vonalat, amig az alabbi kettd koziil az elsé
bekovetkezik:
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- elérjiik a tényleges maximumot vagy minimumot,

- fel/lemérjiik az interkvartilis terjedelem 1,5-szeresét.
A fenti tartomanyon kiviil es6 megfigyelés outlier (jele: o).
A kilog6 (Outlier) pontok tartomanya:

alul: Q; — 3IQR; Q; — 1,5IQR

felil: Q; +1,5IQR; Q;+3IQR

A haromszoros interkvartilis terjedelemnél tavolabbi megfigyelések az extrém
pontok (jeliik:*):

alul: x <Q; — 3IQR
felil: x > Q3 +3IQR

Bar az élettartam kvartilisek eltéréek, kiilonbségiink mindkét nemre 12 év, ezért a
dobozok magassaga azonos. Az eloszlasok ferdék, ezért a vonalkak hossza felfelé és
lefelé eltér6. Az outlier orszagok szammal vagy névvel irathatok ki. Itt csak lefelé
vannak kilégd — nagyon alacsony varhato élettartamti orszagok — melyeket az
orszagnév-cimkék azonositanak. Az 1.3. abraba behuztuk a férfi median életkort (67
¢év). Szembetiing, hogy a ndék als6 kvartilise is a férfi-median vonal felett van. Azaz
az orszagok 75%-aban tovabb élnek a ndk 67 évnél, mig a férfiaknal csak 50% ez az
arany.

907

8571

- 1
T

701

6571

601

5571

Burundi

50 o
Burkina Faso

0
TanzaniaQ .
451 ~QCent. AfriR - dJaﬂbla
ZambiaBafghanistan andeg
Uganda Cent. AfriRo
40 Tanzania Uganda

T T
Average female life expectancy Average male life expectancy

1.3. abra: Doboz diagram 2 valtozora
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e) Az extrém értékek listdja minden valtozoéra az 5 legnagyobb ¢és az 5 legkisebb
megfigyelést sorolja fel akkor is, ha ezek nem valdban kilogo pontok. Az ,.extrém”
listat dssze kell vetni a box-plottal vagy a stem&leaf abraval, hogy a tényleges bels6
tavolsagokrol meggydzddhessiink.

f) A Stem&leaf 4bra a gyakorisagokat adja meg, és felsorolja az egyes
osztalyokban® eléforduld értékeket. A megfigyelt érték utolsd szamjegye a levél
(leaf). Errdl az abrarol példaul azonnal megallapithato, hogy a 75 éves kor mellett a
ndék masik modusza a 78, mert mindkettd 9-9 orszagban fordul eld. (1.4. dbra)

Nagyobb minta esetében egy-egy levélke tobb (egymashoz kozeli) esetet jelképez. A
minimum vagy maximum el6tti szakadast, és a terjedelmen beliili ires kategoriakat
is lathatjuk egy ilyen abran. is lathatjuk egy ilyen abran.

Average female life expectancy Stem-and-Leaf Plot
Frequency Stem & Leaf
9 Extremes (=<50)
3 5 . 223
3 5 455
2 5 77
5 5 88889
1 6 3
3 6 455
6 6 677777
7 6 8888899
6 7 000001
6 7 222333
14 7 . 44444555555555
11 7 . 66666777777
16 7 8888888889999999
14 8 00000001111111
3 8 222
Stem width: 10
Each leaf: 1 case(s)

1.4. abra: Stem-and-leaf gyakorisagi abra

* Ordinalis skalan mért adatok is megjelenitheték igy.
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Hazi feladat: Bizonyitandoak az alabbi allitasok:

e A nyesés hatdsara a valtozo szorasa biztosan csokken.
e A nyesés utan az atlag lehet azonos, kisebb, s6t nagyobb is, mint az eredeti
adatok atlaga.

1.5. A normalitasvizsgadlat numerikus és grafikus modszerei

A normalitds vizsgalatanak két mutatoszamat, a ferdeség és a csucsossag
mérészamait mar ismertettiik az 1.2. alfejezetben. Mindkettére nullhipotézist
allitottunk fel, és t-teszttel vizsgaltuk a normalis eloszlastdl vald eltérés mértékét.

Bar az SPSS nem szamolja, a ferdeség és cstcsossag részeredményeinek
ismeretében konnyen meghatirozhato Jarque-Bera — normalitis tesztje’, ha a
mintabol becsiilt ferdeség (4) és csucsossag (6) négyzeteit Osszegezziik az alabbiak
szerint, ahol » a minta mérete:

n 1
JB=5(# +ny)

A JB teszt hasznalata csak nagy minta® esetén ajanlott, és a JB értékét a khi-négyzet
eloszlassal vetjiilk egybe. A teszt szabadsagi foka kettd, hisz két négyzetszamot
adunk ossze.

Eredményeink alapjan (JB_férfi= 21,702 és JB n6=22,549) mindkét valtozora el
kell vetni a normalitasi feltevést, hiszen a khi-négyzet kritikus értéke 5,99 (ha a
szabadsagi fok=2 és p=0,05)

Ha a minta elég nagy, akkor y° probat végezhetiink annak a hipotézisnek a
tesztelésére, hogy a valtozd normalis eloszlast kdvet. Az SPSS két normalités tesztet
szamol a leird statisztikdk kozott. A Shapiro-Wilks tesztet értékeljiik n<50-re,
nagyobb mintdra a Kolmogorov-Szmirnow teszt szamitott értéke alapjan
kovetkeztetiink.

1.5.1. Kolmogorov-Szmirnov proba

Itt az empirikus eloszlas fiiggvény és a normalis eloszlas 0sszevetését gy végezzik,
hogy a sokasagi varhato értéket és a szorast is a mintabol becsiiljiik. Ezt a valtozatot
Lilliefors 1967-ben javasolta.

Az adatokat nagysag szerint sorba rendezzik, majd

standardizaljuk: Zn = (x(l.) —;) S. Ehhez a z-hez tartozé sztenderd normalis

5 Okonometriab6l is ismert lehet a JB teszt: Jarque, Carlos M. és Bera, Anil K. (1980).
"Efficient tests for normality, homoscedasticity and serial independence of regression
residuals". Economics Letters 6 (3): 255-259.

® Mivel 109 adatbol dolgozunk, alkalmazhat6 a J-B teszt.
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eloszlas fliggvényértéke: d(z ). Az empirikus eloszlasfiiggvény 1épcsés fliggvény,
0 és 1 kozott i/n értéket vesz fel.

fgy D= | im-O(z ) | eltérések maximuma, maxJD, lesz a teszt fiiggvény értéke.
i
Szabadsagi foka n, azaz a megfigyelések szama.

A nem-parametrikus’ probak blokkjaban is készitheté egymintas K-S teszt, de ott a
max D, helyett \/; max D, adodik.

1.5.2. Shapiro-Wilk W mutato

Az SPSS altal kozolt masik tesztet Shapiro és Wilk publikalta® 1965-ben. Itt is a
ndvekvd sorba rendezett xg;, adatokbol indulunk ki. A W mutatd szamlalojaban levd
sulyokat (a vektor) a sorba rendezett adatok atlaga (m vektor) és kovariancia matrixa
(V) alapjan hatarozzuk meg. A teszt szabadsagi foka a megfigyelések szama.

. 2
(z-i—l ‘li-"‘:{-i])
i1(zi = T)?
mTv—l
mTV -1V )1/

W =

(ay,...,a,) = (

1.6. tablazat: Normalitas probadk

Tests of Normality

Kolmogorov-Smirnov® Shapiro-Wilk
Statistic df Sig. | Statistic df Sig.
Average female life 174 109 ,000 ,860 109 ,000
expectancy
Average male life ,164 109 ,000 ,882 109 ,000
expectancy

a. Lilliefors Significance Correction

7 A nem-parametrikus probak nem valamely eloszlast jellemz$ paraméter becsiilt értékét
tesztelik.
¥ Shapiro, S. S.- Wilk, M. B. (1965). "An analysis of variance test for normality (complete
samples)". Biometrika 52 (3-4): 591-611. A Biometrika folyoirat nagyon sok, statisztikai
szempontbol jelentds irast jelentetett meg. Az ELTE Konyvtaraban olvashatdk is a régi
tjsagok.
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Az 1.6. tiblazat alapjan mindkét véltozora elvetjiik a normalitasi feltevést’, mert a
K-S teszt empirikus szignifikancia szintje mindkét valtozéra kisebb, mint 0,05.

1.5.3. Grafikus normalitas vizsgalat

Grafikus normalitas vizsgz’tlatotlo is kapunk az Explore-bol Q-Q plot néven. Ez a
kvantilisek'' abrdja, innen kapta nevét, azaz a Q-Q-t. Ha a vizszintes tengelyen az
életkort, a fiiggdlegesen pedig a sztenderd normalis eloszlas u valtozojat abrazoljuk,

x - x x x r o r 71 4 4
) | = ——— transzforméci6 utin a normélis eloszldst
S N

akkor az u = | O(

valtozo értékei a 45 fokos egyenes mentén helyezkednek el, vagy az atlé koriil
véletlenszerlien szorodnak.

Ha a normalitasi feltevés helyes, csak a paraméterckben tévedtiink, akkor az egyenes
helyzete mas lesz.

Ha a normalitds nem teljesiil, amint ez az 1.5. 4dbran is lathat6, akkor a pontok
szisztematikusan térnek el az egyenestol.

A férfiak varhat6 élettartama a tesztek alapjan sem kovetett normalis eloszlast.
Nagyon alacsony atlagéletkorban joval tobb orszagban halnak meg, mint ami a
normalis eloszlas alapjan varhatd lenne. 60 koriili varhato élettartamot kevesebb
orszagban latunk, és 75 f6lott ismét magasabb a megfigyelt, mint a vart gyakorisag.
A Q-Q abrahoz megkapjuk a feltételezett és a megfigyelt eloszlas eltérését mutatd
valtozatot is, melynek neve: Detrended Q-Q, és a 1.6. abran lathato.

% Az 1.1.4bran a hisztogramot latva biztosak lehettiink a dontésben, szinte felesleges volt a
teszt.

19 Ajanlott olvasmény a témahoz Hunyadi Laszlo cikke a 2002. janudri Statisztikai
Szemlében.

" A kvantilisek kozott a legismertebbek a masodrendii kvantilis= median, a
negyedrendii=kvartilisek, a tized-rendiek, azaz a decilisek, és a szazadrendiiek, a
percentilisek.
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Expected Normal

Dev from Normal

Normal Q-Q Plot of Average male life expectancy
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1.5. abra: Grafikus normalitas vizsgalat Q-Q abran
Detrended Normal Q-Q Plot of Average male life expectancy
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6. abra: A normalis eloszldstol valo eltérés abrdja
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Ha az a célunk, hogy normalis eloszlasuva transzformaljunk egy ferde eloszlasu
valtozot, akkor tobb lehetség koziil valaszthatunk.

e Szobba johet a szélsd, extrém értékek elhagyésa. Ez akkor igazan hasznos,
ha kevés ilyen adatunk van, és ezek tdvol vannak a megfigyelések
tobbségétol.

e A pozitiv ferdeségli mutatok logaritmalasa vagy az adatokbol valo
gyokvonas ajanlott, ez legtobbszor hatékonyan orvosolja a problémat.

A pénziigyi mutatok, a biztositasi dsszegek és mas jovedelem-adatok eredendéen
pozitiv ferdeségliek, mert a kisebb értékek eléfordulasa gyakoribb. A szélso értékek
elhagyasa alapos megfontolast igényel a pénziigyi elemzésekben. Egy kiilondsen
nagy Osszegll hitelt felvevd adds vagy egy hatalmas kart bejelentd biztositott
adatainak elhagyasa az egész szamitas értelmét megkérddjelezheti!

A Transform / Compute Variable menilipontban megtalaljuk az aritmetikai
fiiggvények kozott mind a tizes alapti, mind a természetes alapti logaritmust.

A WORLD95.sav-ban szereplé mutatok koziil egy fore jutd GDP pozitiv ferdeségii
(1,146, és st. hibaja 0,231) ezért transzformaljuk. A GDP/{6 tizes-alaptl logaritmusat
tartalmazza az adatillomany, ezért most az e-alapu logaritmust, az In(gdp)-t
készitjik el. Ha 0Osszevetjik a két transzformalt valtozot, akkor mindketté a
szimmetrikushoz kozelebbi eloszlast kovet, ferdeségiik azonosan -0,243 és a
sztenderd hiba 0,231.

A K-S teszt alapjan mar nincs elegendd bizonyitékunk arra, hogy a normalitast 5%-
os valdsziniiségi szinten elvessiik a 1.7. tablazat szerint, mig a kismintds W mutato
tovabbra is elvetné a normalitasi feltevést.

1.7. tablazat: A logaritmdlas hatdasa a tesztekre

Tests of Normality

Kolmogorov-Smirnov* Shapiro-Wilk

Statistic df Sig. | Statistic df Sig.

Gross domestic product / capita ,204 109 ,000 ,800 1091 ,000
Log (base 10) of GDP_CAP ,085 109 ,053 ,950 109 ,000
Lngdp (base e) ,085 109] ,053 ,950 109 | ,000

a. Lilliefors Significance Correction
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Hazi feladat: Bizonyitandd, hogy az x adatsorra készitett logo(x) €s az In x atlaga
¢és szbrasa eltér, de a két adatsor ferdesége és cslicsossaga megegyez0 lesz.

1.6. Idosoros adatok statisztikai elemzése

Az adatel6készitéshez tartozo 1épés az idésoros adatok differencidjanak képzése is.
A pénziigyi ¢életben szamos idésor, pl. hozam, arfolyam adat gyilik, de az idébeli
egymasutanisag miatt nem tekinthet6k filiggetlen megfigyeléseknek, €és nem
stacionariusak. A differencia képzésével kikiiszoboljiikk ezeket, és igy leiro
statisztikai elemzéseket végezhetiink, korrelacidt szamolhatunk, és a paronkénti
linedris korrelacion alapuld tovabbi modelleket illeszthetiink.

Az adatokat az importalds utan SPSS allomanyként'? elmenthetjik. A valtozok
mérési skalajat érdemes ellendrizni, mert nem mindig sikeriil tokéletesen az atvitel.

A szamitasokat az Indexek.xls adatdllomany megnyitasaval és importalasaval
végezhetjiik el. Ebben 1999.01.07. és 2009.12.31. kozott hétkéznapokon &t tézsdei
index értékeit latjuk. A megfigyelések szdma 2753, de mivel ezek egymast kovetd
napok mért adatai, ezért nem véletlenszeri és egymastél nem fiiggetlen
megfigyeléseink vannak.

Az adatsorok egymastol eltérd alakulasat jol mutatja a Multiple Line Chart, ahol az
egyedi értékeket valasztva (Values of individual cases) kaphatjuk meg a 1.7. abrat.

A legnagyobb hullamzast a BUX mutatja, mig az angol (UKX) és a német (DAX)
indexek els6 latasra is egyiittmozognak, azaz kointegraltak .

2 Az SPSS egy munkalapos Excel allomanyt tud kozvetleniil beolvasni, ha az elsd sorban a
valtozok rovid neve all. (A név legyen maximum 8 alfanumerikus karakter hosszu, célszerti
¢kezet nélkiili, angol betiiket hasznalni, specialis karakterek nélkiil.)

3 Két id6sort kointegraltnak neveziink, ha egyiitt mozognak az id8ben, de ok-okozati
kapcsolatot nem tételeziink fel kozottiik. Okonometria konyvek részletesen foglalkoznak
ezzel a modszerrel.
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1.7. abra: Az eredeti 5 tozsdeindex 11 éves adatsorai

De most nem kozvetleniil az iddsorok viselkedését elemezziik. Célunk az egymast
kovetd napokra képzett kiilonbségek elemzése. Ezek mar stacionariusok, ahogy az

1.8. abra mutatja.
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1.8. abra: Az 5 tézsdeindex elso differenciainak idésora
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Erdekes kérdés, hogy az egyes napok szerint kiilonboznek-e a differenciak. Ezt
részben a panel abrakon tekinthetjiik meg (1.9. abra), részben az Explore-ban
factor=napok beallitassal szdmolhatjuk ki, és dobozdiagramon abrazolhatjuk. (1.10.
abra) Az adott nap differenciaja az jelenti, hogy az el6z6 naproél erre atlépve hogyan
valtoztak az indexek. Tehat a hétfoi differencia a hétf6-péntek kiilonbséget méri.
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1.9. abra: A differenciak napok szerint bontott idésorai

Az 1.10. abran a dobozdiagramok egymas mellett mutatjak a napokra vonatkozo
magyar adatokat. Az 6t doboz kézepén a median vonalat 1atjuk, ami altaladban nem
z¢érus. Lathato, hogy a dobozok magassaga kicsi, azaz a valtozasok 50%-a nem volt
jelentds.
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1.10. abra: A magyar differenciak dobozdiagramjai naponként

A magyar és a német adatokbol képzett differencidkra szamolt eredmények egy
részét a ,,Report” beallitassal tomorebb formaban tartalmazza az 1.8. és az 1.9.
tablazat. A napok kozotti atlagok eltérése mellett a relativ szorasok hatalmas értékei
érdemelnek figyelmet. A szoras/atlag értékek a szazat is meghaladjak a magyar
keddi adatokra! A magyar adatok nagyobb terjedelméhez nagyobb szoras is tartozik

A valtozasok atlaga szerdanként a magyar és a német adatokra negativ, tehat keddrdl
szerdara inkabb volt csokkenés, mint ndvekedés. Ez a ,,fekete” szerda' megallapitas
mind az Ot orszagra érvényes. A japan és az amerikai atlagos differencia emellett
még pénteken, az angol atlag pedig kedden negativ.

14 2008. oktober 15-ére volt minden orszagban nagy esés, kivéve Japant. Ott masnap, oktober
16-an érték el a valtozasok mélypontjat.
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1.8. tablazat: BUX index elsé differencianak statisztikai mutatoi napok szerint

Case Summaries

DBUX

napszama N Mean Minimum Maximum Std. Deviation
hétfs 525 21,8571 -1165,00 1203,00 250,27327
kedd 559 2,3971 -1067,00 1049,00 241,33509
szerda 559 -13,1878 -1953,00 1654,00 275,93169
csiitortok 557 3,4147 -1381,00 800,00 250,26170
péntek 552 12,8786 -834,00 1598,00 240,67750
Total 2752 5,2522 -1953,00 1654,00 252,15855

1.9. tablazat: DAX index elsé differencianak statisztikai mutatoi napok szerint

Case Summaries

DDAX

napszama N Mean Minimum Maximum | Std. Deviation
hétfo 525 2,0229 -524,00 518,00 90,73243
kedd 559 ,2755 -396,00 488,00 80,41003
szerda 559 -4,2934 -337,00 298,00 79,56389
csiitortok 557 1,3591 -353,00 382,00 80,53497
péntek 552 1,9221 -343,00 327,00 78,76485
Total 2752 ,2304 -524,00 518,00 81,99164

Az 1.11. abra a napokra szamitott atlagokat és az 1.12. dbra a napokra képzett
szorasokat mutatja orszagonként. Ezek az abrak ,Multiple line, Summaries of
separate variables” beallitassal késziiltek, ahol a kategoria tengelyt a napok jelentik.

Az angol és a német tézsdei adatok nulldhoz kozeli atlagos valtozasa és legkisebb
szorasa a legszembet{in6bb a két abran.
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1.12. abra: Az 6t index valtozasainak szorasa a 11 év adataibol
Hazi feladat:

A 1.8. és a 1.9. tablazat eredményeit érdemes eldallitani és attekinteni az amerikai,

az angol és a japan adatokra is



2. Kategoriak és kereszttablak
elemzése

Ha vizsgalt adathalmazunkban t6bb valtozo van, feltételezhetd, hogy vannak
kozottik fliggetlen valtozo-parok, és vannak olyanok is, amelyek hatnak egymasra
vagy kolcsonos kapcsolatban allnak egymassal. A kapcsolat 1étének és er0sségének
feltarasara tobb moddszer all rendelkezésiinkre, melyek koziil a mérési skalak
ismeretében valaszthatunk. A legegyszeriibb eljarasok a kdvetkezok:

= Két nominalis, két ordinalis vagy vegyes (nominalis és ordinalis) skalan
mért valtozokra vonatkozé megfigyeléseket kereszttablaba rendezziik, és
fiiggetlenségi hipotézist fogalmazunk meg.

= Ordinalis skalaju valtozokra (Spearman) rangkorrelaciot szamolunk.
= Intervallum (vagy arany) skalan mért valtozok kozotti linearis kapcsolatot
korrelaciéval mérjik.
Ketténél tobb valtozod kapcsolatrendszerének vizsgalatara a késébbi fejezetekben
szereplé modszerek alkalmazhatok.

2.1. Kategoriak eloallitasa

A gazdasagi-pénziigyi elemzések tobbségében sok adatbol kiindulva képezhetd
kategoria vagy index, aminek az értelmezése konnyebb, mint az eredeti adatok
mindsitése. Ilyen példaul az orszdg-kockazati besorolds, ahol a besorolasi kategéria
valtozasa, példaul egy ,lemindsités” bejelentése a részletek kozlése és ismerete
nelkiil is informaciot ad egy orszagrol.

A banki és biztositoéi gyakorlatban is sok olyan adat all az elemz6 rendelkezésére,
amelyet csoportositva, kategorizdlva érdemes felhasznalni. Példaként a kdvetkezok
emlithetdk:

e A hiteltorlesztésben késedelmes iigyfelek besorolasa a legaldbb 30, 60 és
90 napos késedelmi kategoriaba.

e A biztositasban a kockazatelbiralas folyamata, melynek binaris kimenetele
az Ugyfél kockazatanak vallalasa vagy elmeniiponta, vallalaskor pedig
esetleg magasabb dijosztasba sorolas.

e A gépjarmi felel6sségbiztositasban a bonusz-malusz rendszer fokozatai.
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o A testtomeg index (BMI) arany skalan szamithato, hisz képlete = teststly
(kg)/ magassag (méter)’, mégis értékelése 4 kategoriaba '’ sorolva torténik:

Sovany, ha BMI < 18,5

Normal testalkata 18,5 - 24,9 kozott
Talstlyos 25 - 29,9 kozott

Erdsen testes, tulstulyos, ha BMI > 30.

Az tligyfelek tovabbi ismert tulajdonsadgai kapcsolatban allhatnak a kategoria-
besorolassal. Elemezni érdemes példaul azt, hogy az egyén neme, életkora, csaladi
allapota, jovedelme, a gépjarmi tipusa koziil melyik €s milyen hatasi. Itt azonban
felmeriil az eltér6 mérési skalak problémaja, tovabba az, hogy elegendd
megfigyelésiink van-e.

Az életkor vagy a jovedelem mérése intervallum skalan torténik, de egy-egy
¢életkorhoz vagy jovedelem szinthez nem feltétleniil tartozik sok egyén. Ezért
statisztikailag indokolt a skalakat transzformalni, és ordinalis mérési szintli
kategoriakba sorolni az ilyen valtozokat. A tovabbiakban a kategoridkat hasznalva a
kereszttablakat lehet elemezni.

A skala-transzformacié ebben az esetben a skala leértékelését jelenti, azaz
informaciot veszitiink.

Eredeti és uj skdla | Nominalis Ordinalis

neve

Ordinalis Sz&1s6 értékek Kevesebb kategoria képzése
Osszevonasa, k6zépso
megtartasa

Intervallum vagy Az atlagos és az atlagtol Az étlagos és az atlagtol felfelé

arany eltérd értékek valamint lefelé eltérd
kategorizalasa megfigyelések osztalyba sorolasa

Az értékek és a kategoridk dsszevonasara nemcsak a skala valtoztatasa miatt kertil
sor. Sziikség lehet erre, akkor is, ha egy-egy osztalyba kevés megfigyelés keriilt.
Erre az SPSS/Transform/Recode into Different Variables hasznalata ajanlhato, hogy
az eredeti adatok is megmaradjanak.

A kategorizalas/diszkretizalas szamos mddon elvégezhetd. Szakmai megfontolasok
alapjan és az eloszlast megvizsgalva érdemes vélasztani az alabbiak koziil.

o Kerekitést alkalmazunk, amikor a legkozelebbi egész szamot tartjuk meg:
az életkort is csak években mérjiik, a jovedelmet 1000-re, szazezerre
kerekitve adjuk meg.

15 Sportolok, idésebbek értékelésére mas hatarok alkalmazhatoak.
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e Egyenlo hosszt kategoridkat képziink, pl. 5 éves életkor tartomanyokba
soroljuk az embereket, vallalkozasokat.

e Egyenld gyakorisaghh csoportokat hozunk Ilétre, pl. kettéosztjuk a
mediannal, 10 csoportot képziink a decilisek mentén vagy 4 csoportot a
kvartilisek szerint.

e Osztalyozassal, amikor a kategoriahatarokat eldre kijeloljiik. (Ilyen a
dolgozatok pontozasat kdvetden megallapitott érdemjegy is.)

e FElbzetes kategoria hatarok kijelolése nélkiil, a tobb dimenzidban
leghasonlobb megfigyelések csoportba sorolasaval, amit
klaszterelemzéssel ' készithetiink el.

Mielé6tt az eljarasrdl dontiink, érdemes megvizsgalni az adatok lehetséges tagolasat.
Ehhez felhasznalhatjuk az SPSS/ Transform/Visual binning ment{ipontjat, amely
grafikus és numerikus megkdzelitést is alkalmazva tobbféle felosztast tud
megjeleniteni.

a) Egyenl6 hosszu intervallumokat kérve az alabbiak kozil 2 értéket kell beirni:
- Els6 metszéspont
- Metszéspontok szama

- Intervallum hossza
b) Egyenl6 percentilisekre bontast kérve az egyik értéket kell megadni:

- Metszéspontok szama (3 metszéspontra 25%-os felosztas adodik)

- Intervallum hossza (20% megadasa 4 metszéspontot ad!)

c) Az atlag és a szoras alapjan az atlag koril 1, 2 vagy 3-szoros szorasnyi
intervallumokat valaszthatunk, ha az el6zetesen abrazolt adatok hisztogramja
normalis eloszlashoz hasonlo képet mutat.

Ha megnyitjuk a Program Files\SPSS\tutorial\samplefiles\autoaccidents.sav
adatokat, és az 500 iigyfél életkor megoszlasat oszlopdiagramon'’ abrazoljuk, akkor
a 2.1. abran lathato, hogy érdemes a 22-68 év kozotti vezetdket kevesebb kor-
kategoriaba sorolni, mert egy-egy életkorhoz — statisztikai szempontbol — kevés
ember tartozik.

16 A klaszterelemzés modszercsaladot a 3. fejezetben mutatjuk be.

17 Példankban az oszlopdiagram nem egyezik meg a hisztogrammal. A hisztogram nulla
eléfordulast jelezne 63 évnél és 65-67 év kozott, mivel nincs ezekhez az életévekhez tartozod
tigyfél. Az oszlopdiagram csak a megfigyelt értékeket tiikrozi.
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Age of insured

307

it

Frequency

10

22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50 52 54 56 58 60 62 68
Age of insured

2.1. abra: A vezetok életkoranak oszlopdiagramja

Arra érdemes figyelni, hogy ha egyenld hosszu intervallumokat készitiink, akkor a
,,k0zEépsO” kategdriaban nagyon sok egyén lesz, a széls6kben pedig nagyon kevés.

Minél csticsosabb az eloszlés, anndl erdteljesebben jelentkezik ez a probléma.

A statisztikai megfontolasok (legalabb 5-10 megfigyelés essen egy intervallumba)
mellé értelmezési szempontokat is érdemes figyelembe venni. Ha altalaban 10 éves
intervallumokban kozolnek adatokat, akkor készitsiink mi is ilyen felosztast. A
kezdo értéket megadva és 4 kategoriat kérve a Paste gombbal az alabbi Syntax
utasitast allitjuk eld:

* Visual Binning.
*age.

RECODE age (MISSING=COPY) (LO THRU 28.0=1) (LO THRU 38.0=2)
(LO THRU 48.0=3) (LO THRU 58.0=4) (LO

THRU HI=5) (ELSE=SYSMIS) INTO agel0.
VARIABLE LABELS agel0 'Age of insured (Binned)'.
FORMATS agel0 (F5.0).
VALUE LABELS agel0 1 '<=28'2"29 - 38'3 '39 - 48'4'49 - 58' 5 '59+".
VARIABLE LEVEL agel0 (ORDINAL).
EXECUTE.
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Erdemes binaris kategorizalist alkalmazni a balesetek szamara, igy a
balesetmentesen vezetdket elvalasztjuk a balesetet szenveddktdl. Ezt az
SPSS/Transform/Recode into Different Variables funkcidjaval kapjuk: a nullak
megmaradnak, a tobbi érték 1 lesz. (A cimkébe beirhatjuk, hogy ,,egy vagy tobb”.)
Végiil pedig kereszttablaban ellendrizziik, hogy mind az 500 megfigyelés atkddolasa
megtortént, és nem veszitettiink adatot.

RECODE accident (0=0) (ELSE=1) INTO accid.
EXECUTE.

accid
one or more
zero accident accident Total
Number of accidents past 5 122 0 122
years 1 0 139 139
2 0 107 107
3 0 63 63
4 0 39 39
> 0 19 19
6 0 9 9
7 0 2 P
Total 122 378 500

A csoportok kialakitdsa utdn kereszttabldban vizsgdljuk a balesetek szama és a
vezetd életkor-csoportja kozotti kapcsolatot. Az elokészitd 1épések utan tekintsiik at
a kereszttabla elemzés modszertanat.
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2.2. Kereszttabla készitése és elemzése

Ebben a fejezetben a nominalis és/vagy ordinalis skalan mért valtozokra'® felirhato
kombinacios tablakkal foglalkozunk, és a valtozok kozotti kapcsolatot mérjiik.

2.2.1. Matematikai-statisztikai hattéer

A kereszttabla elemzésekor a két valtozo kozotti fliiggetlenség hipotézisét vizsgaljuk,
és a flggetlenség elvetésekor az asszociacios kapcsolat erésségét mérjik. A
valtozok kozotti kapesolatrendszerre azonban szamos mas hipotézis is felirhato.

a) Két nomindlis vagy ordinalis mérési szintli valtozo esetén kereszttablaba

rendezziik az egyiittes el6fordulasuk gyakorisagait:

Valtozok | B, | B, | ..... | B, | Osszesen
A iy [ fi2 fie | my
A, 1 | my

£ m
A, £ fre | My
Osszesen |n, [my [0 |0 [n

Kétdimenzids tablara 6t modell illeszthetd.

b) A tablaban a vart gyakorisagok (F) alakulasara felirhato modellek koziil a
legegyszeriibb a minimalis vagy null-modell. Ekkor a tabla minden
cellajaban egyenld gyakorisagot tételeziink fel, az Gsszes megfigyelést

F.=nlrc
szétosztjuk az Osszes cella (rc) kozott: Y 2.1
1.Példa: Vart gyakorisagok a null-modellben

A tablaban a megfigyelt peremgyakorisagok szerepelnek, amelyek nem
feltétleniil egyeznek meg a vart gyakorisagok sor- és oszlopdsszegeivel.

Valtozok | B, B, B, Osszes
A 100/6 | 100/6 | 100/6 | 60
A, 100/6 | 100/6 | 100/6 | 40
Osszes 10 | 50 | 40 100

' Nominalis és intervallum valtozok kozotti kapcsolat vizsgalatara példaul a
szoraselemzés alkalmazhato.
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c) Feltételezhetjiik, hogy a vart gyakorisdgokra csak az egyik valtozo hat. Az
elsérendt hatas egyik modelljében csak a sorvaltozo hat, az adott kategéria
Osszes gyakorisagat egyenletesen szétosztjuk az oszlopok kozott, mert az
oszlopvaldszintiség konstans. Ekkor

Fy=m;/c 2.2)

2. Példa: Sorhatas modelljében vart gyakorisagok

Valtozok | B, |B, |[B; | Osszes
A 60/3 | 60/3 | 60/3 60
A, 40/3 |1 40/3 |1 40/3 40
Osszes 10 | 50 | 40 | 100

d) Elsérendii modellt az oszlopvaltozoé hatdsara is felirhatunk, az oszlop
Osszes gyakorisagat egyenlden elosztjuk a sorok kozott. Ekkor a
sorvalosziniiség konstans, és a vart gyakorisag: F; = n; /r (2.3)

3. Példa: Oszlophatas modelljében vart gyakorisagok

Valtozok | B; |B, |[B; | Osszes
A 10/2150/2 402 60
A, 10/2 | 50/2 | 40/2 40
Osszes 10 | 50 | 40 | 100

e) Elsérendii modellt illesztlink akkor is, ha sor- és oszlopvaltozok egymastol
fiiggetlen hatasat tételezziink fel. Ekkor a fliggetlenség modelljét irjuk fel,
amelyben a sor és az oszlop Osszegeket is figyelembe vessziik a vart
gyakorisag becslésekor:

Fy=m;n;/n 2.4)

4. Példa: Fiiggetlenségi modell vart gyakorisagai

Valtozok | B, B, B, Osszes
A 60*10/100 | 60*50/100 | 60*40/100 | 60
A, 40*10/100 | 40*50/100 | 40*40/100 | 40
Osszes 10 50 40 100

f) Az egyes valtozok egyedi hatasa mellett kolcsonhatasuk, azaz masodrendii
hatas is szerepel a telitett modellben. Ez a modell teljesen a megfigyelt

gyakorisagok alapjan becsli a vart el6fordulasokat: Fl./. = fl./. 2.5)

Ez utdbbi esetben tokéletes az illeszkedés, az elébbiekben viszont mérni kell a
megfigyelt és a vart gyakorisagok eltérését. Az 6t modell tovabb vizsgalhato
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loglinearis modellezéssel. Ez az eljaras terjedelmi korlatok miatt nem szerepel a
jegyzetben.

A fiiggetlenség feltételezése mellett el6forduld eltérések mértékét a Pearson altal
javasolt khi-négyzet probaval (2.6), likelihood arany teszttel (2.7) vagy linearis
asszociacios teszttel (2.8) mérjiik.

7 e (fij_mtnj/n)z
c =22

i=l j=1

, szabadsagfok: (r-1)(c-1) (2.6)

mn;/n

roe 1.
o Likelihood arany teszt: L(H=2) > f, ln—’/, sz.fok: (r-1)(c-1)
N n

i=1 j=1 ity

2.7)

e Linearis asszociacio tesztie' y* =(n—1)r?, (2.8)
ahol r a linearis korrelacid. A teszt szabadsagi foka 1.

Ha a fiiggetlenség hipotézisét elvetjiik, akkor mérni kell az asszociacio szorossagat.
Erre szamos mutatészam létezik, koziiliik a szakmai feltételezések és a mérési skala
alapjan valasztunk. Az asszociacios mérdszamok ismertetését az SPSS-ben elérhetd
csoportositasban mutatjuk be.

2.2.2. Kereszttabla elemzés megvalositasa az SPSS-ben:

A leiro statisztikak kozott talaljuk a kereszttabla elemzést annak ellenére, hogy itt
mér hipotézisvizsgalatot*® végziink.

Analyze/Descriptive/Crosstabs valasztas utan a kovetkezo beallitasokat tehetjiik:

I3 I3 I3 TUR T V4 21 r rqe .
1. Sor- és oszlopvaltozo kijelolése™ az elemzés célja szerint.

2. Layer: rétegekre, alcsoportokra bonthato a kereszttabla, igy vizsgaljuk a 2

valtozé fliggését, az eredményeket is igy bontva kapjuk.

19 Ez a linearis asszociacio Mantel-Haenszel-féle tesztje.

% Az eloszlasmentes vagy mas néven nem paraméteres tesztek csaladjaba tartozik a khi-
négyzet proba.

2! Csak nomialis és/vagy ordinalis valtozokat valasztunk. Intervallum/arany skalaju valtozok
elézetesen kategoriakra bontanddk a Recode mentiponttal.
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A Crosstab menii STATISTICS opcié hasznalata

A) Nomindlis valtozdkra szadmithatdé harom khi-négyzet alapi asszociacios
mérdszam (2.9)-(2.11), melyek szimmetrikusak és 0-1 kozott mérnek:

Phi =(y*/n)"? (2.9)

A (2.9) mutatd értelmezését neheziti, hogy a khi-négyzet varhato értéke a
szabadsagfok (variancidja pedig annak kétszerese), ezért kevés megfigyelés esetén
Phi >1 is el6fordulhat.

) 1/2
Cramer-V = (Z—j (2.10)
n(qg—1)

Ahol a (2.10) nevezbje az aszimptotikus sztenderd hiba: ASE(V)=
(n(g-1))"*  és V/ASE(V)~N(0,1). A (2.10)-ben g=min(r,c).
Kontingencia egyiitthatdo CC = ( x*/(n+ x*))"? (2.11)

Nominalis  valtozékra PRE™-alapi nem-szimmetrikus mérdszamokat is
valaszthatunk:

A Guttman altal javasolt Lambda mutatonak harom valtozata van:
1. ha B oszlopkategdria ismert €s az A valtozo i. soraba esést becsiiljiik, akkor
Z max f, —maxm,

A, =1 (2.12)
n —maxm,

2 ha a sor szerinti besorolas ismert, akkor

Zmax i maxnj

A, = (2.13)
n-— maxnj

3. szimmetrikus mutato:

Zmaxf,.j —max m, +Zmax ; —maxn;

A= d (2.14)
2n—maxm; —maxn,

Goodman-Kruskal tau mértékének is 3 valtozata van, itt csak egyet irunk fel, amely
azt méri, hogy a hibavalosziniiség relativ csokkenése mekkora, ha a sorvaltozo
szerinti kategoria ismert.

22 PRE: Proportional Reduction of Errors= relativ hibacsokkenés= (hiba; —hiba, )/hiba, .
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2 2
"ZZﬁ, /m _Z”f
T 7
by =
la nz—an.
J
j

Bizonytalansagi (Uncertainty) egyiitthatd (Likelihood-ardny teszten alapuld)
sor/oszlop mutato, PRE elven mér:

2.2 Sy log(min, Inf,)
UC =" (2.16)
> m, log(m, / n)
i=1

T (2.15)

A két utobbi mutatdészam a G-K tau (2.15) és az UC (2.16) értéke aszimptotikusan
konvergal az (r-1)(c-1) szabadsagi foku khi-négyzet eloszlashoz. Szélséértékiik:

= (0, ha az oszlop szerinti kategdria ismeretében nem csokken a sor-
variancia

= 1, ha az oszlop szerinti kategoria ismeretében teljesen lecsokken a
sor-variancia

B) Az ordindlis valtozdkra alkalmas mértékek nemcsak szorossagot, hanem iranyt is
mérnek, ezért értékiik -1 és 1 kozott lehet.

Gamma (Goodman-Kruskal) y=(P-0)/(P+Q) (2.17)
ahol P=Y">"f.8, ¢ O= D> f,D, , tovibba
i=1 j=1 i=1 j=1

S az egyezOen rendezett megfigyelések szama, azaz vagy i>k és j>I, vagy
i<k és j<I teljesiil egyszerre. Az f}, —hoz képest (+) jeldli az ilyen cellakat az
alabbi kis tablaban.

D az eltér6en rendezett parok szama, vagy i>k és j</, vagy i<k és j>/, ezeket
f1, —hoz képest (-) jeldli az alabbi tablaban:
f12

- 1+

A Somers-féle d mutaténak 3 valtozata® van, ezek az i=k és a j=/ ,,egyezéseket” is
figyelembe veszik.

2 A Goodman-Kkruskal tau és a Somers d mutatok nevez6i megegyeznek.
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Ha az oszlopban van a fiiggd valtozo: dgx= (P-Q)/D;,, ahol D, = n* - Z mi2
Ha a sorban van a fliggd valtozo: dap= (P-Q)/D, , ahol D = n®— Z njz
J

P-0

Ha szimmetrikus a két valtozd: d = ——=—— (2.18)

1/2(D, +D,)

A Kendall-féle tau-b a mértani atlaggal osztja az eltérést:

P—
T, = —Q (2.19)
\D, D,
Sztenderd hibaja: ASE(t,)={(4n+10)/9(n* —n)} " .
P—

Kendall tau-c 7, = u , ahol g=min (r,c) (2.20)

2
n(g-1)
C) Tovabbi mutatdk:

Kappa: (Cohen mutatdja) négyzetes tablara, csak a diagonalis elemeket haszndlja,
pozitiv értéke két dontéshozd véleménye kozotti egyezést méri.

"Zfﬁ - Zmi”i
— i i
n’ — Zmini
i

Kockazat (Risk): 2x2 téblara szdmolhat6, ha nincs lires cella. Az elsé oszlopba
sorolas relativ kockazata (fy;(fy;+122))/(fy; (fi; +f1» )) mellett a masodik oszlopba
sorolas relativ kockazata is szamolhato, és a ketté hanyadosaként az esélyhanyadost
R=(f; £, /f1, f51) is becsli. Konfidencia-intervallumot is kapunk mindharomra. Az
esélyhanyadosra az alsé és felso hatar:

K (2.21)

1/2
1 1 1 1

R-exp(-z,_,,,V);R-exp(+z,_,,,v) ahol v=(+++J
S So Sa fa

McNemar teszt: csak négyzetes tablara alkalmazhato. Ismételt mérésre a valtozast
teszteli (before-after, initial-final hatasok), a diagonalison kiviili elemekre épiil:
MC=f 12'f 21 (222)

_ (|f12 _f21|_1)2

Nagy mintdra ) 2 = és df=1

S+ 1

Cohran ¢és Mantel-Haenszel statisztika: csak bindris valtozdkra alkalmazhato
(dichotom factor, dichotom response) egy vagy tobb kontrolvaltozo esetén. Ha
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logisztikus regresszidban alkalmazzuk, akkor azt teszteli, hogy az oszlopvaltozonak
(kezelésnek) nincs hatasa:
P

=p+p+r;,

Dj
és a nullhipotézis szerint a j indexii t oszlopvaltozok megegyeznek.

= Korrelacids egyiitthatdt is szamolhatunk a kereszttabla elemzése soran, amit
kivalasztva egyuttal a Spearman-féle rangkorrelaciot (és mindkettd t-tesztjét) is
megkapjuk.

= Az eta mutatd is kérhetd, ha a nomindlis valtozénak, mint szempontnak a
hatasat mérjiik az intervallum szinten mért valtozora.

A kereszttabla elemzésben a tesztek nagy mintara alkalmazhatok, aszimptotikusan
kovetik a feltételezett eloszlast. Exact teszt szamolhaté az SPSS-ben binomialis,
Poisson vagy hipergeometriai eloszlas feltételezése mellett, ha a megfigyelések
szama nem tobb mint 20-30, és a valtozoknak haromnal nincs tobb kategoriajuk.

Végiil grafikus abrazolast is valaszthatunk a kereszttablaban vizsgalt 0sszefiiggés
szemléltetésére.

Kombinalt oszlopdiagramot kérhetiink ,,Clustered bar chart” néven. A sorok
szamaval megegyezd beosztast latunk a vizszintes tengelyen, és mindegyiknél annyi
oszlop szerepel, ahany kategoriaja van az oszlopvaltozonak. Az oszlopok magassaga
az egyiittes gyakorisag, ami a fliggdleges tengelyen jelenik meg.

2.2.3. 1. mintapélda

Az USA 242 felsGoktatasi intézményét az iskola jellege valamint a tulajdonos
alapjan rendeztiik, és a két ismérv kozotti fliggetlenség hipotézisét teszteljik.

A kereszttablaban nincs tres cella, és teljeslil az, hogy cellanként minimum 5
megfigyelést varunk. A cellakban a megfigyelt gyakorisagok mellett kérhetjiik a vart
gyakorisagok, a szazalékok (sor-, oszlop-, teljes) és a rezidualisok (kdzonséges és
sztenderdizalt eltérések) feltiintetését.

Milyen tulajdona? * iskola tipusa Crosstabulation

Count
iskola tipusa
foiskola egyetem Total
Milyen allami 6 86 92
tulajdond?  magan 33 37 70
egyhazi 53 27 80
Total 92 150 242
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A fiiggetlenség hipotézisét minden valdszintiségi szint mellett elvethetjiik, hiszen a
khi-négyzet tesztnél p<0,05 teljesiil:

Chi-Square Tests

Asymp.
Sig.
Value df (2-sided)
Pearson Chi-Square 68,2642 2 ,000
Likelihood Ratio 77,976 2 ,000
jmesrivmear | eses2 I
N of Valid Cases 242

a. 0 cells (,0%) have expected count less than 5. The
minimum expected count is 26,61.

Az eredmények kozott szerepld linedris asszociaciés mérték (linear-by-linear)
akkor értelmezhetd, ha a sor- és oszlopvaltozok természetes modon rendezettek.
Ekkor a sorokhoz u; és az oszlopokhoz v; tetszleges szamokat rendelve, és a

gyakorisdgokkal stilyozva: [.], = Z zuivj f,; adédik. Az dsszeget sztenderdizalva

khi-négyzet eloszlasu statisztikat kapunk. A nullhipotézis azt mondja ki, hogy nincs
sor-oszlop interakci6. Példankban a kategoridk rendezettsége nem teljesiil, ezért nem
értelmezziik.

A ,tulajdonos” valtozé nominalis, az ,,iskola tipusa” ordinalis. Vegyes kapcsolatra
az SPSS-ben nincs killon mérészam, ezért a nominalis valtozokra javasolt mértéket
valasztjuk. Egyes szakmakban kialakult hagyomanya van annak, hogy melyik
mérészamot hasznaljak.

Ha azt gondoljuk, hogy a két valtozé kozott kdlecsonds kapcesolat van, akkor a
szimmetrikus mutatok koziil kell valasztanuk. Osszehasonlitani két kereszttablat
csak azonos asszocidcidés mérték alapjan lehet. A méroszamok értéke altalaban
kiilonb6z6. Példankban a harom szimmetrikus kapcsolat-mérték kozil kettd
egybeesik, mert az iskolatipus valtozonak két kategoriaja van, és ezért a Cramer V-
ben g-1=min(r,c)-1=1 keriil a nevezdbe. A (10) szerint szamolva a szignifikancia
szint 1ényegében nulla, kdzepesen szoros a kapcsolatot a két valtozo kozott.

Symmetric Measures

Approx.
Value Sig.
Nominal by Phi ,531 ,000
Nominal Cramer's V ,531 ,000
Contingency Coefficient ,469 ,000
N of Valid Cases 242




KATEGORIAK ES KERESZTTABLAK ELEMZESE 43

A kétféle oksagi iranyt feltételezd mértékek kozrefogjak a szimmetrikus mértéket.
Mindig szakmai megfontolds alapjan valasztunk, nem a nagyobb szamot
értelmezziik! Ha nem szimmetrikus kapcsolatot tételeziink fel, akkor feltevéssel kell
¢élniink arra, hogy melyik a fiiggd valtozd, és azt a sort kell értékelniink az output
tablaban.

Gondolhatjuk azt, hogy a tulajdonos donti el, hogy egyetemet vagy fdiskolat alapit,
tehat a tipus a fiiggd valtozo. De az az érvelés is helyes lehet, hogy a mar miikodo
iskolat veszi/kapja meg a tulajdonos, tehat forditott is lehet az oksagi kapcsolat.

Directional Measures

Asymp. Approx. | Approx.
Value Std. Error T Sig.
Nominal Lambda Symmetric ,302 ,055 4,889 ,000
by Milyen tulajdonu?
Nominal Dependent ,313 ,042 6,655 ,000
iskola tipusa Dependent ,283 ,082 2,959 ,003
Goodman Milyen tulajdonu?
and Dependent 152 029 :000
Kruskaltau jskola tipusa Dependent 282 ,048 ,000
Uncertainty Symmetric ,183 ,035 5,225 ,000
Coefficient  Milyen tulajdona?
Dependent ,147 ,028 5,225 ,000
iskola tipusa Dependent 243 046 5225 1000

A kombinalt oszlopdiagram szemlélteti, hogy az &llam dontéen egyetemeket
finansziroz, mig az egyhazak inkabb foiskolakat miikddtetnek.

100

s0

so

ao

-0 | | - ) iskola tipusa
B roiskoa
o | T eosyetem

PETTP=r=r] magan eoy ha=i

Cou

Milyen tulajdona?

2.2.4. 2. mintapélda

Ha van egy feltevésiink, példaul az, hogy a fiatalabb férfiak és a koézépkora nék
okoznak autovezetés kozben tobb balesetet (lasd a Pontdiagramot a 2. abrén), akkor
ennek teszteléséhez a kategorizalt életkor valtozot és a nemet is figyelembe vessziik.
Ismét a Program Files\SPSS\tutorial\sample files\autoaccidents.sav adatokat
hasznaljuk.
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Sex of
. insured
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Q@ Female
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Age of insured
2. abra: Az életkor, a nem és a balesetek szama

Tobbféle hipotézist fogalmazhatunk meg és tesztelhetiink, ha az autoaccident.sav
allomanyhoz megnyitjuk az Analyze/Descriptive Statistics/Crosstabs —ot.

a) A balesetek szama és a nemek kozotti fiiggetlenségét vizsgaljuk elészor. A
nomindlis valtozokra elérhetd asszociacidos mutatokat kérjiik, hisz az iigyfél neme
nominalis valtozo.

Az elsé Pearson-féle khi-négyzet teszt értéke 16,584 (az empirikus szignifikancia
p=0,02), tehat elvethetjiilk a fliggetlenséget, de a tablazat aljan figyelmeztetést
talalunk: 4 cellaban a vart gyakorisagok nem érik el az 6tot. Ez a 6 és 7 balesetet
okozok alacsony szama miatt kovetkezett be. Ilyenkor az 5 vagy tobb baleset
Osszevonasa, az 5+ kategoria kialakitasa segit. A tobbi értéket valtoztatas nélkiil
atmasoljuk. Az 4j valtozo neve acc6, hogy emlékezziink a kategoriak szamara.
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Sex of insured * acc6 Crosstabulation

Count
acco
0 1 2 3 5-6-7 Total
Sex of insured Male 46 69 54 38 23 20 250
Female 76 70 53 25 16 10 250
Total 122 139 107 63 39 30 500

A vart gyakorisdigok mar minden cellaban kell6

szamban vannak, és a

figgetlenséget a szokasos 5%-os valdsziniiségi szinten elvethetjiikk, hisz
p=0,012<0,05.
Chi-Square Tests
Asymp. Sig. (2-
Value df sided)

Pearson Chi-Square 14,666" ,012

Likelihood Ratio 14,833 011

Linear-by-Linear Association 12,990 ,000

N of Valid Cases 500

a. 0 cells (,0%) have expected count less than 5. The minimum expected count

is 15,00.

Ha azt gondoljuk, hogy a vezetd neme befolyasolja a balesetek szamat, akkor az
acc6 Dependent sorokat olvassuk. A Lambda mutaté nem tamasztja ala allitasunkat,
mert értéke statisztikailag nullanak tekinthet6. A vezetd nemének ismeretébdl alig
2%-nyi informaciot szerziink a balesetek szamara.



46 TOBBVALTOZOS ADATELEMZES

.Directional Measures

Asymp.
Std. Approx. | Approx.
Value | Error® T Sig.

Nomi- Lambda Symmetric ,061 ,032 1,814 ,070

nal by Sex of insured ,124 ,060 1,926 ,054
Nomi- Dependent

nal acc6 Dependent ,017 ,033 497 ,619

Goodman and  Sex of insured ,029 ,015 ,012¢
Kruskal tau Dependent

acc6 Dependent ,006 ,003 ,009°

Uncertainty Symmetric ,013 ,006 1,950 ,011¢

Coefficient  Sex of insured 021,011 1,950 ,011¢
Dependent

acc6 Dependent ,009 ,005 1,950 ,011¢

a. Not assuming the null hypothesis.
b. Using the asymptotic standard error assuming the null hypothesis.
c. Based on chi-square approximation

d. Likelihood ratio chi-square probability.

A vezetbk nemét a balesetmentes-balesetes kettGsséggel is Osszevethetjiik. A
fiiggetlenséget elvetjilk, mertekkor a khi-négyzet 9,758 (p=0,002), és a relativ
kockazatot is mérjik.

Sex of insured * accid Crosstabulation

accident
zero accident one or more Total
Sex of insured Male 46 204 250
Female 76 174 250
Total 122 378 500
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Annak relativ kockazata, hogy egy iigyfelet balesetmentesnek mindsitiink, 0,605. A
balesetet okozd kategéridba sorolds relativ kockdzata 1,172. Ezek hanyadosa
megadja az esélyhanyadost (odds ratio), a 0,516-t, ami a gyakorisagokbol
kozvetleniil is szamolhaté: (46*174)/(76*204). Erre kapunk egy Y korili
konfidencia intervallumot. Tehat a vezet6 neme a karokozésra nincs érdemi hatéssal.

Risk Estimate
95% Confidence Interval
Value Lower Upper
8\2:1?}?2“ faol:3 )Sex of insured 516 340 784
E:Cri(cigll;ntort accid = zero 605 439 35
g:cri((;(e)rlztort accid = one or more 1172 1,060 1297
N of Valid Cases 500

b) A balesetek szdma és az életkor-kategdriak kapcsolatara készitett kereszttablaban
nincs elegendd bizonyiték a fliggetlenség hipotézisének elvetésére. Ezt allapitjuk
meg akkor is, ha a bindris balesetvaltozora ¢s a 10 évnyi hosszu életkor-
kategoriakra szamolunk. A khi-négyzet értéke 1,58 (p=0,812). A fiiggetlenség
elvetésekor nem értelmezziik az asszociacidos mérdszamokat, hiszen azok értéke
nem kiilonbdzik szignifikansan a nullatol.

c) A vezetd neme valtozo rétegképzé (Layer) lehet, amit beirva a két nemre és a
teljes mintara is kereszttablat szamol a program. Kiilon tudunk tehat donteni a
férfiak és a nék csoportjaban arrol, hogy az életkor és a baleset okozasa® kozott
van-e kapcsolat.

fgy a harom tabléra egyszerre latjuk, hogy a balesetmentes-balesetet okoz6 és az 5
¢letkor kategoéria kozotti fiiggetlenség hipotézisét egyik esetben sem vethetjik el. A
szabadsagi fok mindharom esetben (5-1)(2-1)=4. Az 59 év feletti vezeték szama

2 A biztositok egy idészakban meglepve tapasztaltik, hogy a 45-50 éves ndk nevén levd
autokra milyen sok karbejelentés érkezik. Az ok természetesen nem a nék romlod vezetési
rutinja, hanem az, hogy éppen felndtt, jogositvanyt szerzett a fif, aki az anyja kocsijat kéri
kolcson. (Azota a biztositds megkotésekor jelezni kell, ha tobb személy vezeti az autdt.) A
példa tanulsaga, hogy nagyon oOvatosan kell a kereszttablaban a kategoria valtozokat
megvalasztani. Nem a tulajdonos, hanem a hasznalé neme és életkora a fontos, ha ezt is
rogziti a biztosito adatbazisa.
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kicsi, ezért a tablazat aljan iizenet figyelmeztet, hogy a vart gyakorisag 5 alatt
maradt.

Chi-Square Tests

Asymp. Sig.

Sex of insured Value df (2-sided)

Male Pearson Chi-Square 2,880 4 ,578
Likelihood Ratio 3,040 4 ,551
Linear-by-Linear Association ,000 1 ,992
N of Valid Cases 250

Female Pearson Chi-Square 2,606° 4 ,626
Likelihood Ratio 2,511 4 ,643
Linear-by-Linear Association ,000 1 ,998
N of Valid Cases 250

Total Pearson Chi-Square 1,580°¢ 4 ,812
Likelihood Ratio 1,573 4 ,814
Linear-by-Linear Association ,002 1 ,966
N of Valid Cases 500

a. 2 cells (20,0%) have expected count less than 5. The minimum expected count is 1,66.
b. 1 cells (10,0%) have expected count less than 5. The minimum expected count is 2,43.

c. 1 cells (10,0%) have expected count less than 5. The minimum expected count is 4,15.



3. Klaszterelemzés

A klaszterezo eljardsok csoportositisa

Az osztalyozo eljarasok csaladjanak egyik agéaba sorolhaté a klaszterelemzés, amely
tobbféle modszer és konkrét eljaras 6sszefoglald neve. Alapgondolata az, hogy elére
nem ismert besorolds esetében is feltarhaté a halmazon beliil egymashoz leginkabb
hasonl6 (kozeli) ,,egyedek” csoportja. Egyed alatt érthetjiik a megfigyelési egységet
vagy a valtozot, mindkettore végezhetd osztalyozas.

A klaszterez6 modszerek két f6 csoportja:
e a hierarchikus osztalyozas és

e anembhierarchikus osztalyozas.

A hierarchikus osztalyozas két megkozelitéssel végezhetd.

Az 6sszevono (agglomerativ) hierarchikus eljaras kezdetben mind az n elemet kiilon
osztalynak tekinti, majd 1épésenként egy-egy dsszekapcsolast végez. Osszesen (n-1)
1épésben™ elvégzi azt az dsszevonas-sorozatot, amely végiil egyesit minden egyedet.
Ez a folyamat grafikusan — két dimenzioban — megjelenithetd. Ha az adott 1épésben
mar k csoport van, akkor a kdvetkezd dsszekapcsolast maximum k(k-1)/2 tavolsag
Osszehasonlitasaval lehet kivalasztani. A konkrét Osszevonds 7 eljarasvaltozattal
valdsithaté meg az SPSS-ben.

A feloszté (diviziv) hierarchikus eljards minden egyes lépésben — valamilyen
dontési kritérium alapjan — kettéosztja a megfigyeléseket, igy az eljaras (2™'-1)
felosztas megvizsgalasa utan fejezodik be. A magas 1épésszam miatt ezt az eljarast a
gyakorlatban nem alkalmazzak.

A nembhierarchikus osztdlyozas a témakor szakmai ismerete alapjan elére adott k
szamu osztalyra bontja a mintdit. Az n szami elem k nem {ires csoportba

1 d k—j k .n
EZ(—I) Y,
t =l J féleképpen sorolhatd be. A képlet alapjan n=8 megfigyelést
k=2 csoportba (1/2)(-2+28) = 127 valtozatban lehet besorolni.
Ha a struktara feltardsdnak kezdetén a csoportok szamat nem ismerjiik, akkor

minden 1 <k <n szdmra el kellene végezni a felosztast, hogy a k elfogadhato értékét
megtalaljuk. Nagyméretli feladatok esetében ez az ut jarhatatlan, ezért ilyenkor a

k<V7/2 hiivelykujj szabalyt kovetjiik. Hasznos lehet a hierarchikus klaszterezés

5 Ha p szamii valtozora végziink sszevonast, akkor (p-1) lesz a 1épések szama.
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Osszevond valtozatat elvégezve, strukturafeltard elemzést készitve ,,tajékozodnunk™
a klaszterszamrol, bar nagy elemszam esetében nem kapunk attekinthetd képet.

A kovetkezékben a legismertebb, szamitogépes algoritmussal is rendelkezd
klaszterez6 eljarasokat mutatjuk be. A témakor attekintését segiti az elemzés dontési
pontjainak elézetes attekintése:

Ha az adatok eldzetes csoportositdsa nem ismert, akkor 3.1. fejezet szerint jarhatunk
el.

- A tavolsagi vagy hasonlosagi mérdszamok kozotti tajékozodast segiti a
3.1.1. alfejezet.

- Az 0sszevono eljaras kivalasztasakor a 3.1.2. alfejezet ad utmutatast.
- Ha a minta szerkezetét tanulmanyozzuk, akkor 3.1.3. alfejezet segit.
- A szamitogépes futtatas 1épéseit a 3.4.1. alfejezet mutatja be.

Ha a megfigyelésekbdl képezhetd klaszterek szamara feltevéssel €liink, akkor a 3.2.
fejezetet kovethetjiik.

- A szamitogépes megvaldsitas 1épéseit a 3.4.2. alfejezet mutatja be.

3.1. Hierarchikus klaszterezés

A hierarchikus mddszerek legfobb sajatossaga az, hogy a csoportositashoz nem kell
megadni a mintaban 1étezd (vagy feltételezett) csoportok szamat.

Altaldban 3 1épést®® hajtunk végre:

= Az indulé adatokbol®’ hasonlosagi vagy tavolsag-matrixot készithetiink.
= Ertelmezziik az egyedek és a csoportok egymashoz vald kozelségét.
= Abrazoljuk az 3sszevonasi folyamatot.

E harom 1épés soran szamos részdontést hozzunk, amelyek kovetkeztében eltérd
eredményeket kaphatunk. Az egyedek kozti tavolsagot szamos mérészammal
mérhetjiik, kozilik példaul a mérési skala alapjan valaszthatunk. A mar egy
klaszterbe sorolt egyedek tavolsagat a tobbi egyedtél (vagy klasztertdl)
szarmaztatott tavolsaggal mérjiik, amely szintén tobbféleképpen értelmezhetd. Ezért
fontos, hogy a lehetdségeket attekintsilk, és az adatrendszer sajatossagainak
leginkabb megfeleld tavolsagmértéket és dsszevono eljarast megtalaljuk.

% A 1épések megegyeznek akar eseteket, akar véltozokat osztalyozunk. Ezért ezt a
szempontot csak akkor emlitjiik, ha sziikséges.

2 Az is elfordulhat, hogy ez a 1épés kimarad, mert inputként méar a tavolsagi vagy a
hasonlosagi matrixot ismerjiik.
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3.1.1. Tavolsagi és hasonlosagi mértékek

Az elemzés célja alapjan valasztunk, hogy tavolsagot vagy hasonlosdgot szamolunk.
De azt, hogy a két f6 csoporton beliil melyik mérészammal dolgozunk, az adatok
mérési skalaja alapjan kell eldonteni. A részletes ismertetés elott az 3.1. tablazatban
Osszefoglaljuk az egyes mérési szintekre alkalmazhaté mutatok nevét vagy
képletszamat.

3.1. tablazat: Mérési szintek szerinti mutatoszamok képletei

Mérési szint / Mutatod Tavolsagi mutatod Hasonldsagi mutato képlete
képlete

Nominalis vagy ordinalis - Khi-négyzet és Phi mutaté (2.

skalan mért valtozok fejezet)

Intervallum vagy arany 3.1)-(3.4) Pearson-korrelécio, bezart sz6g

skalan mért valtozok koszinusza (4. fejezet)

Bindris skalan mért valtozok | (3.5) —(3.10) (3.11)—(3.14)

e Intervallum skdlan mért adatok kozott mért tavolsag

Az SPSS alapértelmezésben a négyzetes euklideszi tavolsdgot javasolja, amely az i

és a k egyedek  kozott (3.1) szerint szamolhat6, ahol j index jelzi az egyedeket
vagy a valtozokat:

d,;’ =Y (x,—x,) G.1)
J

A Csebisev metrika csak a legnagyobb eltérést méri: d,, = max‘xij - X kj‘ (3.2)
J
Mig a city-block (vagy Manhattan) metrika 6sszegzi az eltéréseket™:
dy = |y = x| (3.3)
J

9529

»Négyszer-négy”~ tavolsag néven eltérd hatvanykitevot és gyokot valaszthatunk:

B A viltozok el6zetes sztenderdizalisa nagyon fontos azért, hogy ne kiilonbozd

mértékegységben mért eltéréseket adjunk Ossze.
2 A ,customized” leforditva ,,felltdztetett” lenne. Mivel a p és az r 1-4 kozott valtozhat,
ezért 4*4 mutatoként emlitjiik.
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1/r

P
‘ , (3.4)

d, =2 ‘xij — Xy
J
ami p =r esetén megegyezik a Minkowski metrikaval.

A hasonlosag mérésére a két vektor altal bezart szog koszinuszat és a Pearson-féle
korrelacios egyiitthatot valaszthatjuk.

e Nominalis vagy ordinalis skalan mért adatok (Counts)

Alapértelmezés szerint a kereszttablaknal szokasos khi-négyzetet vagy a Phi-
négyzetet kapjuk, amelyek esetekre is és valtozokra is szamolhatok, és hasonlosagot

zz(x,y)=z(xi _E(xi)) +Z(yi _E(yi)) és PH[2 2}(%;

T E(x) - EW)
mérnek. A khi-négyzet mutaté nagyon érzékeny a minta nagysagara, n-re.

A khi-négyzet képletében a varhato érték a filiggetlenség feltételezése melletti
gyakorisagként hatarozhaté meg x-re és y-ra.
e Binaris valtozék™

Mesterségesen is képezhetiink binaris valtozdkat, ha csak a tulajdonsaggal
rendelkezés vagy nem rendelkezés a fontos. Azt, hogy két egyed (X és Y) mennyire
hasonlit, a tulajdonsagok egyiittes el6forduldsanak gyakorisagat tartalmazo
kereszttablabol olvassuk ki. (3.2. tablazat)

3.2. tablazat: Egyiittes gyakorisagok

X/Y |(1) |(0) | Osszesen

1) a| b atb
0) c d ct+d

Osszesen | a+c | b+d | atb+ct+d

Ha 0sszesen p (=atb+c+d) tulajdonsag alapjan hasonlitjuk 6ssze X és Y egyedet,
akkor b esetben csak X-re, és ¢ esetben csak Y-ra voltak jellemzOk a vizsgalt
ismérvek. Ezek felhaszndlasaval szdmos tavolsaigmérdszam képezhetd, itt az SPSS

3% Nincs altalanosan ismert magyar neve egyik mértéknek sem, ezért itt is az angol elnevezés
szerepel. Az SPSS 27 tavolsagi és hasonlosagi mérészamot kinal fel binaris valtozokra, ugyan
mindre nem tériink ki, de a felsoroltakat klaszterezziik is.
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altal felajanlottak koziil hatot mutatunk be. Egymassal nem &sszehasonlithatoak,
mert a felsé hataruk kiilonboz6, bar mindegyiknek zérus®' a minimuma.

Euklideszi: d = +/b+c (négyzete az alapértelmezés) (max: Vp) 3.5)
2

Size difference: d = (b — C) >

(a+b+c+d) (max:1) (3.6)
Pattern difference d = (bc) 5

(a+b+c+d) , (max: %4) (3.7)
. (b + c)
Variance: d = , (max: ¥4) (3.8)
Ha+b+c+d)
2

Shape: d = (a+b+c+d)(b+c)_2(b_c) , (max: 1) (3.9)

(a+b+c+d)
Lance-Williams: d = M , (max: 1) (3.10)

(2a+b+c)

A hasonlésdg mérése sok bindris asszociacids mutatoval valosithatd meg. Ezek
csoportosithatok aszerint, hogy a 0-0 értékpar (d gyakorisdgu) el6fordulasat
szerepeltetik-e a szamlaloban és/vagy a nevezdben. A sulyozas szerint is vannak
kiilonbozé mértékek: egyenld sulyt vagy dupla sulyt kaphatnak a parok. A mutatok
egy része 0 és 1 kozott mér, itt az 1 jelzi a maximalis hasonlosagot. De vannak
olyanok is, amelyek felso hatara a végtelen.

. _ a+d
Simple matching: ——— (max:1) 3.11)
a+b+c+d
a
Jaccard: _— (max:1) (3.12)
a+b+c
. 2a
Dice: S — (max:1) (3.13)
2a+b+c

3! Zérus adodhat akkor is, ha b=c=0, vagyis tényleg nem kiilonboznek, de ugy is, pl. (3.6)-
ban, ha b=c, és egyik sem 0. Kiilon probléma az, hogy a d szam mit jelent. Attdl, hogy
egyforman nem rendelkeznek a vizsgalt tulajdonsagokkal, még nem biztos, hogy hasonloak.
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Sokal-Sneath 3. mutatoja: (max: 00) (3.14)

b+c

A bindris mutatok eltéréseit €s egymashoz viszonyitott helyzetét a fejezet
témakoréhez igazodva a hierarchikus klaszterezés Ward™ elvii &sszevono
eljarasaval késziilt un. dendrogramon® szemléltetjiik a 3.1. 4bran.

Az adattdblat a konyvhoz is csatoljuk, igy a szamitasokat ellendrizni lehet.
Vilagosan elvalik az elsé blokkban a négy hasonldsagi mutatd, majd egy klasztert
alkot a hat tavolsdgi mérdszadm. Az egyes mutatocsoportokon beliil is lathatunk
tagozodast. A (3.9) képlettel megadhaté Shape mutatd Osszetettsége miatt csak az
utols6 eldtti  1épésben csatlakozik a  tavolsag-mérészamok csoportjdhoz.
Természetesen ez az eredmény is fligg attol, hogy milyen adatok alapjan és milyen
eljarassal hasonlitjuk &ssze a mutatokat. Itt binaris valtozokkal jellemeztiik az egyes
mérdszamok tartalmat, felépitését.

Dendrogram using Ward Linkage
Rescaled Distance Cluster Combine

o 5 10 15 20 25
1 1 1 1 1
simplematch 7
SokalSne 10
Jaccard 8
Dice 9
variance 4
] 1
LanceWwill 6
euklid 1
size 2
pattern 3
shape 5

3.1. abra: Binaris mutatok klaszterezése hasonlosaguk alapjan

32 A Ward elv Iényegét a kovetkez alfejezet ismerteti.
33 Az 4bra tulajdonsagait a 3.1.3. alfejezet ismerteti.
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3.1.2. Osszevoné eljirdsok

Az SPSS-ben hét agglomerativ eljaras talalhatd, melyek 1ényegében hat megfontolas
szerint mérik a csoportok kozotti tavolsagot. Lance és Williams (1966) megmutatta,
hogy e killonbozoségek ellenére a klaszterek tavolsaga a (3.15) kozos képlettel
irhat6 fel. A képletben szerepld:

D(IJ,K)=0y D(LK)+a, D(J,K)+B D(L)+y | DALK)-DUIK) | (3.15)

Az Osszevonas kezdetén D(I,J) két eredeti megfigyelés kozotti minimalis tdvolsag.
Az 1 és a J egyének vagy klaszterek 6sszevondsa mar megtortént, most a K (egyén
vagy csoport) hozzékapcsoldsat vizsgaljuk. A tovabbi lépésekben az o, B, y
paraméterek, mint sulyok megvalasztasaval barmelyik Osszevono eljaras
elvégezhetd. A 3.3. tablazatban az egyes hierarchikus Osszevoné eljarasok és a
tavolsag-paraméterek megfeleltetése lathato.

3.3. tabldzat: Tavolsdgok silyozdsa® Lance-Williams egyiitthatokkal

Eljaras o o B Y
1.Egyszerti 12 12 0 -172
lanc

2.Teljes lanc 172 172 0 172
3.Atlagos ny/(n; +ny) ny/(n; +ny) 0 0
lanc

4. Centroid ny/(n;+tny) ny/(n; +ny) -0 0y 0
5. Median 172 172 -1/4 0
6. Ward (n; +ng )/(n; +n; +tng) (ny +ng )/(n; +n;+ng) | -ng/(n; +ny; +ng) 0

Ez a ,k6z0s gyokér” a hierarchikus eljarasok egyik szép tulajdonsaga, de ez okozza
az alkalmazasok soran a legnagyobb nehézséget, mert az eltéré eljarasok™ eltérd
felosztast, és igy eltér6 dendrogramot eredményeznek. Ezért tobb valtozatban
célszerli elvégezni a klaszterezést. fgy, ha a kiilonbozé eljarasokbol egymaéssal
Osszhangban levd felosztasok adodnak, akkor stabilabb a kapott felosztas. Mivel a
hierarchikus médszereknél a korabban besorolt elemek athelyezése nem valosithato
meg, a kezdeti 1épések dontd jelentdséglieck.

Mas szerzék (pl. Krzanowski (2000)) amellett érvelnek, hogy a csoportositandd
elemek természetét tanulmanyozva eldre kell modszert valasztani. Ezzel elkeriilhet
a sok folosleges futtatas, valamint az, hogy az el6zetes elvarasainknak legjobban
megfeleld eredményt valasztjuk. Mindkét megkozelités megfontolandd, ezért a

3* A sulyok az atlagos lanc, a centroid és a Ward eljarasanal a klaszterek tagszamatol fiiggnek
3 Emlékeztetiink arra, hogy a sokféle hasonlosigi és tavolsagmérték kozotti vélasztas
lehetSsége még tovabbi klaszter-kombinaciokat eredményezhet.
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modszervalasztds megkonnyitése érdekében tekintsilk 4t részletesebben a
klaszterezo eljarasok fobb jellemzdit.

Ha a klasztereljarasok matematikai tulajdonsagait tekintjiik, akkor fontos

crer

az egyszerii lanc és a teljes lanc modszerek invariansak®®.

A klaszterek geometriai alakja eltéré az egyes eljarasoknal. Az egyszeri lanc
modszer jellemzéje a lanchatds, vagyis bizonyos elemeket kozbeesd elemek
lancolata révén kapcsol dssze. A kozos klaszterbe kertiléshez elegendd az is, ha a
csoport egyetlen tagjahoz hasonlit a vizsgalt egyed, igy az eljaras térosszehuzo
hatasu. A lanchatas érvényes a medidn modszernél is, ahol az utoljara kapcsolodo
pontnak dontd hatasa lehet a klaszterezés tovabbi menetére.

Viszonylag zart, ,,gombolyi” klasztereket kapunk, ha a teljes lanc, az atlagos lanc
vagy a centroid moddszerekkel végezziik az osztalyozéast. Ekkor egy-egy klaszter
elemei egymashoz nagyon kozeliek. A legtdvolabbi szomszéd elv alapjan inkabb 1j
klaszterek képzddnek egy-egy kovetkezd 1épésben, nem a meglevok csoportokhoz
kapcsolddnak az Gjabb egyedek. Ezt tértagitd hatasnak nevezi a szakirodalom, mig
az atlagos lanc elv térkonzervald hatastinak tekinthetd. A teljes lanc modszer
egyenld atméréjli, a Ward modszer pedig egyenlé elemszamu klaszterek
kialakitasara torekszik.

Ha az adatok klaszterez6dése nem egyértelmii, akkor a centroid és a median
modszer alkalmazasa soran problémat okozhat az inverzio el6fordulasa. Ekkor az
Osszevonds késdbbi 1épésében megtorik a monoton ndvekedés, és kisebb tavolsag
adodik, mint a korabbi szintek klaszterei kozott mért legkisebb tavolsag.

Tovabbi — bar a klaszterezésben nem lényegi — problémat okoz az, ha a tavolsagi
vagy a hasonldsagi matrixban megegyez6 elemek vannak. Ekkor — kiilondsen az
Osszevonas elején— tobbféle felosztas adodhat, és ez az értelmezést neheziti.

3.1.3. Dendrogramok értékelése, dsszehasonlitasa

A hierarchikus 0sszevoné eljarasok kozos tulajdonsaga, hogy az n szamu egyedet
(n-1) 1épésben Osszevonjak egyetlen egy csoportba. Az Osszevonasi folyamat
abrazolasa dendrogramon torténik. Ez egy kétdimenzids abra, melynek specialis
szerkezete van. Az egyik tengelyen az Osszevont elemeket latjuk, a masikon pedig
azt a tavolsagértéket, amelynél az Gsszevonas megtortént. Kezdetben (0 tavolsagi
szinten) minden megfigyelés egyedill van, a végén (altalaban 25 maximalis
tavolsagértékre atskalazva) mar minden pont egyetlen csoportban van. Ha tobbféle
tavolsagmértékkel és/vagy eltérd eljarasokkal is elvégezziik a klaszterezést, akkor
nagy valoszintiséggel kiilonb6z6 dendrogramokat kapunk, amelyek hasonlosagat
meg kell vizsgalni.

36 peéldaul a tavolsagok logaritmusat véve eltérd felosztas és eltéré dendrogram adodik, ha
nem a legkozelebbi vagy a legtavolabbi szomszéd elvet kovetjiik.
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Az dsszevonasi folyamatot tiikrdzi maga a dendrogram, de tovabbi elemzést igényel
a megfeleld klaszterszdm leolvasasa. Ehhez az 0Osszevonds rendjét ¢és
tavolsagszintjeit mutato tablazat ad informaciot.

= Két dendrogramot Osszehasonlithatunk ugy is, hogy az &sszekapcsoloda-
sokat vetjiik egybe. Az n(n-1)/2 pontparra meghatarozzuk, hogy az egyes
dendrogramokban hanyadik 6sszekapcsolodas utan keriiltek egy csoportba,
¢és a két 6sszevonasi adatsorra korrelaciot szamitunk.

= Elemz6i szokas a 40%-os tavolsagszint (10-es rescaled distance) alatti
csoportok szamat leolvasni, és ezt elmenteni. gy két Gsszevono eljaras
eredménye kereszttablazatban is 6sszevethetd. Mivel a klaszter-azonositok
nominalis valtozok, a 2. fejezetben bemutatott asszociacios mérészamokkal
mérhetjiik a felosztasok hasonldsagat.

Fontos azonban megjegyezni, hogy barmilyen gondosan valasztottunk
tavolsagmértéket és klaszterezd eljarast, barhogyan hasonlitottuk 0Ossze a
dendrogramokat, nem kapunk végleges valaszt arra a kérdésre, hogy hany
csoportba sorolhato a vizsgalt adathalmaz. A strukturafeltaras ezen eljarasa csak
explorativ célra alkalmas, az abra alapjan hipotézis fogalmazhatd meg a
mintabeli csoportok szamara. Tovabba hatékonyan segiti a dendrogram az
extrém értékek feltarasat, hiszen a magas tavolsdg szinten és/vagy az
Osszekapcsolodas késobbi szakaszaban lathaté megfigyelések egyedi jellege
szembetiing. Ismét emlékeztetjiik az olvasét arra, hogy a valtozokat is lehet
klaszterezni, és az Osszekapcsolodasukat dendrogramon abrazolni. Ekkor a
valtozo-fiirtokbél a dimenzidcsokkentés lehetséges mértékérél kapunk
statisztikai képet.

Ha szakmai ismeretek alapjan elére tudjuk, hogy hany csoport van a vizsgalt
mintaban, akkor ne alkalmazzuk az agglomerativ eljarasokat, mert azok nem
alkalmasak egy vart felosztas reprodukalasara. Ilyen feladatok megoldasara
valaszthatjuk a nem-hierarchikus klaszterezést, vagy a konkrét céltol fiiggden
szamos mas sokvaltozos statisztikai eljarast.

3.1.4. Az dsszevond algoritmus lépéseinek kovetése egy mintapéldan

Hat budai keriiletet mutatunk be két valtozé terében (3.2. dbra), hogy egyszertien,
akar kézi szamolassal is ellendrizni tudjuk a klaszterezés folyamatat. Az abrarol
leolvashato, hogy harom keriilet (I, II1. és XI.) mindkét valtozo szerint atlag feletti
értékekkel rendelkezik, mig a masik harom atlag alatti értékeket ér el.
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3.2. dabra: Hat budai keriilet két — sztenderdizalt — valtozo terében

Mivel a szamitasok csak az egyszerii lanc ¢és a teljes lanc esetén kovethetdk szemmel
is, ez utobbi eljarast mutatjuk be.

Euklideszi tavolsagok négyzeit szamolva a hat keriilet kozott, a tavolsagmatrixban
kiemelve lathatok az 6sszevonaskor szamolt tavolsadgok. (3.4. tablazat)

Az els6 lépés minden eljarasnal azonos, a minimalis tavolsagu két pont keriil
Osszevonasra. Ezt példankban a II1. és a XI. keriilet kozott latjuk: 0, 411.

A masodik 1épés soran azt nézziik, hogy III. és XI. keriilet egyiitt milyen tavol van a
tobbiekt6l. Most a legnagyobb tavolsagok - hiszen ez a legtavolabbi szomszéd elv
néven is ismert - legkisebbikét keressiik: ez a II. keriilet lenne: 2,096 tavolsagra a
XI.-t6] (mivel 0,691 tavolsagot ért el a III. —t6l). De mégsem itt térténik 6sszevonas,
hiszen a XII. és a XXII. keriilet kdzotti tavolsag kisebb: 0,454.
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3.4. tablazat: A hat keriiletre paronként mért euklideszi tavolsagok négyzete

Proximity Matrix

Squared Euclidean Distance

Budapest Budapest Budapest Budapest Budapest | Budapest
Case 01. ker. 22. ker. 12. ker. 02. ker. 03. ker. 11. ker.
Budapest ,000 502 1,637 5,119 9,066 13,335
01. ker.
Budapest 502 ,000 A54 2,543 5,345 8,713
22. ker.
Budapest 1.637 454 ,000 ,993 3,207 5,888
12. ker. K ’
Budapest 5,119 2,543 ,993 ,000 ,691 2,096
02. ker.
Budapest 9,066 5,345 3,207 ,691 ,000 411
03. ker.
Budapest
1 o 13,335 8,713 5,888 2,096 411 ;000

This is a dissimilarity matrix

A harmadik 1épésben arrol kell donteniink, hogy a mar meglévo két klaszteriink (2-2
elemmel) milyen tdvol van egymastdl és a tovabbi két egyediili keriilettdl. Itt a
kovetkezd szamok legkisebbikét valasztjuk:

o (III+XI) - II: 2,096

o (III+XI)-I: 13,335

o (III+XI) — (XI+XXID): 8,713
o (XIH+XXII) -II: 2,543

o (XII+XXII) -I: 1.637

A negyedik 1épésben ismét a két klaszterlink €s a még egyediil allo II. keriilet kozotti
maximalis tdvolsagokat vessziik szemiigyre, de a legkisebb tavolsadgot valasztjuk:

o (II+XI) - II: 2,096
o (XIHXXIIH) -II: 2,543

Az 6todik 1épés az utolsd, mivel hat kertilet van a példaban. Az eddigi 1épések miatt
itt mar csak a két klaszter kozotti tavolsag meghatarozasa maradt hatra. Nem volt
extrém helyzetl keriilet, amelyik eddig nem kapcsolodott sehova.

o (IIH+XIHI) ~(XIH+XXII+): 13,335
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Az Osszevonas menetét a 3.5. tablazat és a 3.3. dbra is mutatja. Mivel az utolso
lépésben nagyot né a klaszterek kozotti belsé tavolsag, érdemes két klasztert
megkiilonboztetni.

3.5. tablazat: A hat keriilet 6sszevondsa 5 lépésben

A%lomeration Schedule

Stage Cluster First

Cluster Combined Appears Next
Stage Cluster 1 | Cluster 2 | Coefficients | Cluster 1 Cluster 2 Stage
1 3 11 411 0 0 4
2 22 12 ,454 0 0 3
3 1 12 1,637 0 2 5
4 3 2 2,096 0 1 5
5 1 2 13,335 3 4 0

3.3. abra: A hat keriilet kapcsolodasa alapjan két klaszterbe sorolhato
Dendrogram using Complete Linkage
Rescaled Distance Cluster Combine
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3.2. Nem-hierarchikus klaszterezés

A nem-hierarchikus modszerek kozil a leggyakrabban alkalmazott — és a
hierarchikus klaszterezéshez a leghasonlobbak — a diszjunkt klasztereket eldallito
particionalé médszerek. A kiilonb6zd eljarasok altalanos menete a kovetkezo:

e a kezdeti klaszterek kialakitasa, és az egyedek’’ szétosztisa az euklideszi
tavolsag™® szerinti legkozelebbi kezd klaszterbe,

e 1j klaszterkozéppontok szamitasa,
e azegyedek atsorolasa a legkozelebbi kozépponthoz.

Az iteracid, a klaszterek kozotti mozgas addig folytatodik, amig valtoznak a
kozéppontok.

Az els6 és a masodik 1épés végrehajtasa tobbféleképpen torténhet, ezért tobb
eljarasvaltozat ismert.

A kezdeti klaszterek kialakitasat a csoportok k szamanak a megadasaval kezdjiik. A
megfeleld0 k megvalasztisa szakmai tapasztalaton vagy korabbi statisztikai
elemzésen (pl. hierarchikus klaszterezésen) alapulhat. Az SPSS-ben a MacQueen
féle k-kozépponti klaszterezés™ végezhetd.

A k-kozépponta klaszterezés értelmezése két f6 kérdést vet fel.

1. A csoportszam megfelel6-e? Az egyedek aranyos szétosztasa a klaszterek
kozott nem kovetelmény, de a nagy aranytalansag fontos informaciot
hordoz. Az egyelemii klaszterek a kilogd, a tobbiektdl nagyon eltérd
tulajdonsagu  egyedek 1étére vagy tal magas csoportszamra
figyelmeztetnek. A nagy elemszam pedig azt jelzi, hogy érdemes a
csoportszam novelésével megismételni a klaszterezést.

A klaszterkozéppontok és a koztiik levd euklideszi tavolsagok eldallitasa is
segiti az értelmezést ¢€és a klaszterek megkiilonboztetését. Ezt
kiegészithetjiik azzal, hogy az egyes egyedeknek a sajat klaszteriik
kozéppontjatol mért tavolsagat is meghatarozzuk. A tavolsagok alapjan
donthetiink az egyes csoportok szétvagasarol vagy dsszevonasarol, azaz a k
novelésérol vagy csokkentésérol.

2. A valtozok szignifikans szerepet jatszanak-e az osztalyozasban? Az
egyedek osztalyozasan til vizsgalhaté az is, hogy a figyelembe vett p
valtozO mindegyike jelentdés szerepet jatszott-e a  klaszterek

37 Itt csak a megfigyelések klaszterekbe sorolsa lehetséges. A valtozok csoportositisa nem
valaszthato.

*% Ebben a ,,Quick-cluster”-nek is nevezett eljarasban tavolsagmérték sem valaszthato.

¥ A kbzéppontok véltozasa itt kdvethetd:
http://home.dei.polimi.it/matteucc/Clustering/tutorial html/AppletKM.html
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megkiilonboztetésében. Az egyes klaszterek variancidit kiszamolva a
csoportok alakjat hasonlithatjuk 0Ossze, mivel az azonos variancia-
kovariancia matrix azonos alakot jelez. A szoraselemzés (F-proba)*
segitségével kivalaszthatjuk a csoportokat elkiilonitd valtozokat, és igy akar
dimenziocsokkentést is végrehajthatunk a kdvetkezd 1épésben.

Ezekre az értelmezési kérdésekre részben valaszt kaphatunk, ha elkészitjik a
klaszterkdnyok abrazolashoz sziikséges szamitasokat:

a) Elészor k=2 beallitassal klaszterelemzést készitiink, ¢és a szorasfelbontod
(ANOVA) tablazatban ellendrizziik a valtozok megkiilonboztetd erejét.

1. Ha a valtozora vonatkozo parcialis F statisztika ,,alacsony”, azaz az
empirikus szignifikancia szint meghaladja a 0,05-t, akkor a valtozo
elhagyasaval megismételjiik a futtatast.

ii. Ha minden valtozdé megkiilonboztetd ereje elégséges, azaz az
empirikus szignifikancia szintek kisebbek, mint 0,05-t, akkor
elmentjiik a klaszterazonositokat.

iil. Az elmentett klaszterazonositokat kategoriaképz6 valtozoként
hasznalva a szignifikans valtozokra szorasfelbontast végziink. Az
ANOVA tablazatbol rendre 6sszegezziik a valtozokra szamolt kiilsé
eltérések négyzetdsszegét, majd a teljes eltérések négyzetdosszegét,
és a két Osszeg hanyadosat képezzik. gy megkapjuk a
klaszterezéssel megmagyarazhat6 eltérések hanyadat.

b) Elvégezzik k=3,4,5...-te az eldz6 I1épéssorozatot. A  maximalis
1épésszam/klaszterszam egy hiivelykujj szabaly*' szerint a mintaméret (n) felének a

gyoke, azaz kfﬂln/2 .

c) Az ANOVA tablazatbol k=2,3,4....re képzett hanyadosokat abrazoljuk, és
megallapitjuk, hogy a k szam mentén meddig emelkednek® ,hatirozottan” a
megmagyarazott eltérések.

3.3. A klaszterelemzés eredményének értékelése

A Kklaszterezd eljarasok nagyon népszeriiek, sokféle teriileten alkalmazzak az
ismeretlen adatstrukturak feltarasara. Ennek részben az az oka, hogy sem a
hierarchikus, sem a nembhierarchikus klaszterezéshez nem tartoznak matematikai
elofeltételek. Ugyanakkor nem rendelhetd hozzd célfiiggvény sem, amivel az

40 Csak leir6 és nem tesztként vald alkalmazasrdl van szo, mert a matematikai el6feltételek
(normalis eloszlas és azonos csoport-varianciak) teljesiilését nem vizsgaljuk.

*! Ezt a gyakorlati szabalyt feliil kell biralnunk akkor, ha sok egyedi megfigyelésiink van,
amelyek 1-1 elemii klasztereket alkotnak.

2 Ha a monoton ndvekedd értékek sordban a novekedés lelassul, akkor nem érdemes tobb
klasztert képezni.
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osztalyozas josaga mérhetd lenne. Ezért, mieldtt a szdmitdgépes megvalositasra
tériink, Osszefoglaljuk a klaszterezéssel kapcsolatos legfontosabb megallapitasokat
és kovetelményeket, amelyek tampontot jelenthetnek a kapott eredmények
értékelésében.

e Nyilvanval6 kivanalom, hogy a klaszterezés eredménye fliggetlen legyen a
megfigyelések sorrend;jétol.

Ezt a kovetelményt nem teljesiti az SPSS Quick-cluster eljardsa. A
Kertiletek2010.sav megadott adatdllomanyon elvégezheté az ellendrzés. Ha k=3
beallitassal sztenderdizalt valtozok terében klasztereziink, akkor mas és mas
eredményt kapunk, ha az abc-ben felsorolt megfigyeléseket klaszterezziik, vagy ha
az adatallomany valtozoi koziil barmelyik szerint névekvd sorrendbe rendezziik a
klaszterezés el6tt az adatokat. Eltéréseket tapasztalunk a harom kezddpontban, a
magpont megvalasztasa tehat érzékeny az adatok sorrendjére. De eltérd a végsd
felosztas €s a klaszterek elemszama is!

e JOl definidltak legyenek a klaszterek abban az értelemben, hogy azonos
megfigyelt adatokbol azonos felosztdst kapjunk. Ha vannak egyenld
tavolsag illetve hasonlosagi értékek, akkor az eljaras onkényesen valaszt
koziiliik, és emiatt ez a tulajdonsag tobb eljarasnal nem teljesiil.

e A folytonossag kovetelménye az, hogy az adatokban bekdvetkezd kis
valtozasok kis valtozast eredményezzenek a felosztasban.

e A stabilitds kdvetelménye azt jelenti, hogy ha egy egyedet elvesziink vagy
hozzaadunk a megfigyelésekhez, akkor az osztalyozasban nagyon kis
valtozas kovetkezzen be. Ez egy lancban 6sszekotd kapcsot képezd pont
esetében nem teljesiil. A stabilitasi kdvetelmény részének tekinthetd az az
elvaras is, hogy ha egy klaszter minden egyedét (hierarchikus esetben a
dendrogram egy agat) kihagyjuk, akkor a tobbi elem tagozddasa invarians
legyen erre a valtoztatasra.

e  Gyakori kdvetelmény, hogy az osztalyozas eredménye invaridns legyen a

sy

példaul a sztenderdizalt adatok hasznalatat teszi lehet6vé. Ha a vektorok
hajlasszogének koszinuszabol szamitunk tavolsagot, akkor a pontok kozotti
tavolsdg nem aranyosan valtozik.

e A Kklaszterek érvényessége (validitasa) négy kritérium alapjan vizsgalhato.
Kiilsé kovetelményként értelmezheté az, ha ismert csoportokba tartozo
egyedekbdl vesziink mintat, és arra végezzik el a klaszterezést. Belsd
kovetelménynek tekinthetdk azok a mutatok, amelyekkel az eredeti €s a
szarmaztatott tavolsagok illeszkedését mérjik. Harmadik megkozelitést
jelent a megismételhetéség kritériuma, amelynek lényege a kettéosztott
megfigyelések klaszterezése és a felosztasok Osszevetése. A klaszterek
érvényességének relativ kritériuma az adatmatrix tobb eljaras szerinti
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klaszterezését, és a felosztasok kdzotti egyezés mérését fogalmazza meg, de
csak jol elkiiloniilo €s gomb alaku struktirak esetében tekinthetjiik az
egyezO felosztasokat tigy, mint amelyek a természetes csoportok létét
igazoljak.

e A robusztussdg kovetelménye a kilogd pontok hatdsdnak csokkentését
jelenti. Ha t6bb nem tipikus, ,tavoli” pont van a mintdban, akkor ezek
jelentésen befolyasolhatjak a felosztast olyan eljarasok esetében, amelyek a
belsé eltérés-négyzetdsszeget minimalizaljak. Ilyenkor a csoportokon beliili
azonos kovariancia-struktura feltevése téves lehet, pedig az optimalizalo
eljarasok csak azonos alaku csoportok feltarasara alkalmasak.

A klaszterelemzé modszerek és a szamitogépes eljarasvaltozataik alkalmazasaval
kapott csoportositasok értelmezése és értékelése nagy szakmai felkésziiltséget és
koriiltekintést  igényel. FErdemes mas sokvaltozés modszereket, példaul
sokdimenziés skalazast (8. fejezet) és diszkriminancia analizist (7. fejezet) is
végezni, hogy a minta szerkezetér6él megbizhatdo megallapitasokat fogalmazhassunk
meg.

r s

3.4. A megvaldsitas lépései az SPSS-ben

Az ANALYZE/CLASSIFY uton elindulva a hierarchikus és a nem-hierarchikus
modszerek kozil kell el6szor valasztanunk. A strukturafeltaras logikaja miatt a
hierarchikus klaszterezés eljarasaival kezdjiik a futtatast.

3.4.1. Hierarchikus klaszterezés

Elészor azokat a valtozokat kell kivalasztani, amelyeket csoportositunk, vagy
amelyek terében csoportositjuk a megfigyeléseket. A LABEL-ben cimkét,
azonositot rendelhetiink a megfigyelésekhez.

Ezt kdvetéen 4 parancsgomb alatt tarulnak fel a valasztasi lehetdségek.
1) STATISTICS/Statisztikak:

i. Az Osszevonas menetét mutatja az ,,Agglomeration schedule”. Ha kérjiik,
akkor lathato, hogy az Gsszekapcsolaskor mennyi volt az egyedek kozotti
tavolsag. Ebbdl észrevehetd az inverzio fellépése.

il. Az indul6 tavolsagi vagy hasonlésagi matrixot ,,Proximity matrix” néven
lathatjuk.
1il. Ha van elképzelésiink a belsé tagozodasrol, akkor a ,,Solution”-ben

adhatjuk meg a konkrét szamot. Beirhatd egyetlen szam: ,,Single”(=k),
vagy egy tartomany: ,,Range” (2 és n-1 kozott), de iiresen hagyva is
elkésziil a klaszterezés.

2) PLOTS/Abrak:
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A kapcsolodas szintjét és menetét mutatd dendrogram kérhet6™® abraként.
Az abra csak kisebb feladatokra latvanyos, 50-nél tobb megfigyelésre egy
képerny6n nem tekinthetd at.

3) METHODS/Médszerek: Itt 7 eljarasbol valaszthatunk, és tovabbi fontos
beallitasokat tehetiink meg.

3a) Az eljarasok

Atlagos lanc a csoportok kozott™ (ez az alapértelmezés az SPSS-ben)
Atlagos lanc a csoportokon beliil

Legkozelebbi szomszéd vagy egyszert lanc

Legtavolabbi szomszéd vagy teljes lanc

Centroid eljaras

Median eljaras

0O 0O 0 0 0o O

Ward eljarasa
3b) Tavolsagi vagy hasonlésagi mérték valasztasa

Itt nyilik méd a mérési skala figyelembe vételével a tavolsagi vagy a hasonldsagi
mértéket megjeldolésére, ¢és a kiilonbdzé mértékegységek miatt indokolt
sztenderdizalésra:

e  Measure: Interval, Counts, Binary
e Standardize: 7 féleképpen sziirhet6 ki a mértékegység.

4) SAVE/Mentés: Elmenthetjiikk azt az egy vagy tobbféle felosztast, amit az
indulaskor az 1) 1épés szerint iii.-ben megadtunk.

3.4.2. Nem-hierarchikus klaszterezés, k-kozéppontu eljaras

Ekkor a klaszterek szamat (k) szakmai ismeretek vagy a hierarchikus klaszterek
abraja alapjan elore meg kell adni.

A futtatas beallitasa:
1. Valtozok kivalasztasa
2. Label: megnevezések feltiintetése

3. Number of clusters: klaszterek szdma (default=2)

# Icicle nevii diagramot is kaphatunk, de a képerny6n és nyomtatasban is attekinthetébb a
dendrogram.

* Az 6sszevonandé n és m elemii csoportokra nxm tavolsag atlagat szamolja.

* Az n és az m elemii csoportok tavolsagainak atlagat az elemek egyesitése utan (n+m)(n+m)
elemre szamolja.
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4. Method/Modszer kétféle lehet:

a. ,lterate and classify”’= iteracié sordn a besorolt elemekre Uj
klaszterk6zéppontot szamol, jra besorolja a mintaclemeket

b. ,.Classify only”: a kezdeti kdzéppontokhoz vald kozelség szerint
sz€tosztja a mintat, nem keres 1j magpontokat.

5. Tterate/Iteracio: Ha kériink iteraciot, azaz a 4.a. szerint haladunk, akkor még
tovabbi két lehetdséget kinal fel az SPSS. Itt valaszthato a folyton valtozo
atlag: ,,Use running mean”

a. Default = nem kérjik. Ekkor az Osszes elem szétosztasa utan
szamol klaszter kdzéppontokat.

b.  Ha kérjiik, akkor minden egyes elem besorolasa utan kiszamolja a
klaszterek centrumait, mieldtt a tovabbi elemek osztalyozéasara sor
kertil.

6. Save/Mentés: ,,Cluster membership” = a klaszter azonositdé szamokat és
,Distance from cluster center” = a klaszterkdzépponttdl mért tavolsagokat
hozzarendeli minden egyes megfigyeléshez.

7. Options/Lehetdségek: Itt tovabbi fontos statisztikakat kapunk.
a. A kezdeti (Initial) klaszter-kdzéppontokat felsorolja.

b. Kérésre megkapjuk valtozonként a klaszterek kozotti és a
klaszteren beliili eltérésnégyzetosszegek hanyadosat is tartalmazo
ANOVA tablat az F-teszttel. A magas F érték (alacsony
szignifikancia szint mellett) parcidlisan jelzi az egyes valtozok
megkiilonboztetd erejét. Itt az F-probat nem egy nullhipotézis
ellenérzésére hasznaljuk. (Nem ugy értelmezzilk, mint a
szoraselemzésnél, ahol a nullhipotézis az lenne, hogy a
csoportatlagok kozott nincs kiilonbség.)

c. Minden elemre kiirathatjuk a képerny6re annak a klaszternek a
szamat, ahova besorolast nyert.

d. Megkapjuk a monitoron az euklideszi tavolsdgot minden
megfigyelés €s a sajat kozéppontja kdzott, tovabba a kdzéppontok
kozott is.

3.5. Telepiilések klaszterezése

E fejezet célja az elméleti tudas elmélyitése és tapasztalatszerzés a gyakorlati
megvalositasban. Ezért a konyvhoz tartozoé adatallomanyok koziil az 50 telepiilés
(23 budapesti keriilet és 27 kornyezd telepiilés) 2010-es adatait hasznalva a
szamitasok elvégzése utan valaszoljon a kdvetkez6 kérdésekre. A sajat eredményeit
vesse Ossze a k6zolt megoldassal.
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1) kérdés: Hany csoportot/dimenziot alkotnak a valtozok?
A megoldas 1épései:

A — sztenderdizalt — valtozokat hierarchikus klaszterezéssel vizsgaljuk, tobb
dendrogramot készitiink. Tobb — intervallum skéalara alkalmas tavolsagmérészdm
kivalasztasa is indokolt. A binaris valtozokat kiilon kell elemezni, hiszen
egyidejlileg nem lehet kétféle tavolsagmértéket valasztani.

2) kérdés: Hogyan tagolodnak a telepiilések? Valoban elvalik egymastol a 23
keriilet és a tobbi Budapest kornyéki telepiilés? Milyen klaszterszamot
érdemes feltételezni?

A megoldas lépései:

A — sztenderdizalt — valtozok terében hierarchikus klaszterezéssel vizsgaljuk a
telepiiléseket, ismét tobb eljarast alkalmazunk, tobb dendrogramot készitiink. Tébb —
intervallum skalara alkalmas — tdvolsdgmérdszam kivalasztasa is indokolt.

3) kérdés: Ha k=2 beallitassal készit k-kozép klaszterezést, akkor a telepiilés
tipussal azonosnak tekinthetd felosztas adodik?

A megoldas 1épései:

Az eldzetesen — sztenderdizalt — valtozok terében k=2 klaszterezéssel besoroljuk a
telepiiléseket. Megvizsgaljuk az ANOVA tablazatbeli F-teszt és p szignifikancia
szint alapjan, hogy minden valtozonak van-e megkiilonboztetd ereje. A nem-
szignifikans valtozokat elhagyva megismételjiik a klaszterezést, és elmentjik a
klaszter-azonositokat. Végiil kereszttablazatban dsszevetjiik a teleptiilés jellege és a
klaszterazonositok alapjan kapott besorolast.

4) kérdés: Hany klasztert érdemes megkiilonboztetni?
A megoldas lépései:

Klaszterkdnydk keresése a 3.2. alfejezetben leirtak szerint.

Az eredmények részletes bemutatasa

1) kérdés eredményei: Hany csoportot/dimenziot alkot a 16 valtozo?

A leird statisztikak 3.6. tablazatabol*® lathato, hogy a relativ szoras (Szoras/atlag)
sehol sem éri el a kettdt, tehat kilogd, nagyon extrém értéket mutatd telepiilések
nincsenek. A valtozok nagy része pozitiv ferdeségii, csak 5 valtozo tekinthetd
szimmetrikus eloszlastinak. Harom valtozd erbsen cstcsos, a tobbi alakja nem
szignifikansan tér el a haranggdrbétol.

% Helytakarékossag miatt tordltiik a 3. tablabol, hogy dsszesen 50 megfigyelésbsl szamoltuk
minden valtozo statisztikai mutatoit, egyiknél sincs hianyzo érték.
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3.6. tablazat: Leiro statisztikai mutatok értékei

z99 gee 1€ 16 SP900" Z520" 70 10 eAugIexosaloNsely
z99' oo~ |zieg 608’ SrZ 10" ¥SZ0' 90" o) opleduenepoly
z99' ozz- | zeg z98' £50r/00° 1280zZ0" €/80' €010’ opleduen3|ly
299’ sio'L- | zeg Sy’ 96Z6010° gorre0’ 9650" 6LL0° opeduen3
z99' 6sz'l- | 2eg 962" £Z9T51L0° 16LER0" 50.0" z1zo" opiaduenepo
z99' sg9- |zl 182 [9v98'cL0L 008L'0cLl | o0'D8EE 00°0p psaiavselly
z99' sor'e | zieg zvs'z | 18sis'svz 000E'0.L 00'8LLL 00' Yoseemends
z99' ey’ 8¢ z80'L  |pivs'sosoz  [oozo'esziz  |oo‘ovsss | o0zes Augwo|jesexe
z99' zLo' ieg €60’ |9099'shz 00Z6'6vZ 00'ge8 00y AlauorelBapusa
00 0 0
z99' zoo'L- | g LIy zoLlL'6zeclLe |0g'zoezosolL |0'ozirieee |ovsvrsy | AednezAuewlioyug
z99' 0z9' 8¢ 126 6LPVZ'SPS 00Z.'6Z2 00°0LEZ 00'6E sejopueAsopuEly
z99' po0's | Lleg’ 065'L | lzezl'es9 00Z0'9r8 00'gEEE 00°gE SellopueAEpoopuE|Y
z99' 589’ Visiog g10'L | Izres'eLs 000s'89ZL | 00'LOSY 00'cs seliopuen
299’ 6re' Ll |zegf v08'z | veesz'e09l 0092'199L | 00'9985 00's8 SE|IOPUEAEPO
z99' soL-  |zieg Log’ coess'sesle  |oosezgecy | oo'zesrylL | 00'0c8l wezsbossaden
299’ be- | zee tor 80608'929 1 oovz'eLiz | 00'Z6LE 00602 lelnia]
JoLT [ onsheis [ lou3 | onsheis
M M
SISOLINY SSOUMSNS uoneneq pis ues|y WinWIXe | wnwiuiy




KLASZTERELEMZES 69

Az eldkészitd 1épés, a valtozok sztenderdizaldsa utan is tobb dontési pontunk van.

a) A valtozokat a szamitasok elvégzése elbtt €s a hierarchikus klaszterezésen beliil is
sztenderdizalhatjuk.

Ez csak akkor valtoztatja meg az eredményeket, ha vannak hidnyz6 adatok.
Az eldzetes sztenderdizalasban minden valtozora felhasznaljuk az Gsszes
elérhetd adatot, azaz kiilonboz6 megfigyelésszam lehetséges. Mig a ,,belsé”
sztenderdizalas soran a ,ko6z6s”, hianytalan adatadllomany keriil
felhasznalasra.

b) Az elemzésben szerepld valtozok kozott tavolsagot és hasonlosagot is mérhetiink.
Ettol fliggden eltérd dsszevonasi adatokat kapunk. Az Agglomeration Schedule a
3.7. tablazatban azonos sorrendben és 15 1épésben kapcsolodik dssze a 16 valtozo a
négyzetes euklideszi (ndvekvd) tavolsag és a csokkend hasonldsagot jelzd
korrelacios egyiitthatd alapjan.

Az 1. szamu valtozo, a Teriilet mérészam elkiiloniil a tobbi valtozotol, csak az utolsod
harom 1épésben kapcsolddik a tobbiekhez.

¢) Az Osszevonasi struktirat mutatdé dendrogramon mindig 25 a maximalis tavolsag,
barmilyen mutatdt és eljarast valasztunk. Itt az atlagos lanc elvii klaszterezés
abrajat"” mutatjuk be, behtzva a 40%-os tavolsagi szintvonalat. A 3.4. dbra azt jelzi,
hogy két nagyobb valtozocsoportunk van, és két valtozod (Teriilet és Alldskeresdk
aranya) tavol van / nem korrelal a tobbiekkel és egymassal sem.

Az elsd nagy klaszterben 10 valtozot taldlunk, amelyek a telepiiléseken mért
létszamot, méretet mutatnak. Mig a masodik klaszterben négy olyan valtoz6 van,
amelyek létszamaranyos mutatok.

A 16 valtoz6 tehat nem képezhetd le 2 dimenzioba a két ,kildgd”, magasabb
tavolsagnal kapcsolodo valtozo miatt, de a tobbi 14 valtozd hatarozottan két
csoportba kiilonithetd el*®.

# Ezen az adatillomanyon azonos az 4bra, ha a tivolsig- és a hasonldsagmértéket
valtoztatjuk, vagy ha eldzetesen sztenderdizaljuk az adatokat. A masodik esetben minden
valtozd z-score-ja szerepel feliratként.

* Ez hasznos informaciot jelent a késobbi faktorelemzéshez (6. fejezet).
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3.7. tablazat: Az 6sszevonas lépései

Agglomeration Schedule

Sq. Euc. Stage Cluster
Cluster Combined | Distance First Appears
Cluster | Cluster | Coefficient | Cluster | Cluster | Next Correlation
Stage 1 2 s 1 2 Stage | Coefficients
1 4 6 947 0 0 3 ,990
2 2 9 1,970 0 0 7 ,980
3 4 5 4,078 1 0 5 ,958
4 13 14 5,874 0 0 9 ,940
5 3 4 6,697 0 3 10 ,932
6 12 15 8,304 0 0 9 915
7 2 11 9,116 2 0 8 ,907
8 2 7 11,276 7 0 10 ,885
9 12 13 12,077 6 4 15 877
10 2 3 14,156 8 5 11 ,856
11 2 8 22,933 10 0 12 ,766
12 2 10 31,518 11 0 14 ,678
13 1 16 87,459 0 0 14 ,108
14 1 2 94,310 13 12 15 ,038
15 1 12 132,195 14 9 0 -,349

¢) Az Osszevonasi struktirat mutatdé dendrogramon mindig 25 a maximalis tavolsag,
barmilyen mutatét és eljarast valasztunk. Itt az atlagos lanc elvii klaszterezés
abrajat® mutatjuk be, behtizva a 40%-os tavolsagi szintvonalat. A 3.4. dbra azt jelzi,
hogy két nagyobb valtozocsoportunk van, és két valtozod (Teriilet és Alldskeresdk
aranya) tavol van / nem korrelal a tobbiekkel és egymassal sem.

% Ezen az adatillomanyon azonos az 4bra, ha a tivolsig- és a hasonlosagmértéket
valtoztatjuk, vagy ha eldzetesen sztenderdizaljuk az adatokat. A masodik esetben minden
valtozo z-score-ja szerepel feliratként.
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Az elsd nagy klaszterben 10 valtozot taldlunk, amelyek a telepiiléseken mért
létszamot, méretet mutatnak. Mig a masodik klaszterben négy olyan valtoz6 van,
amelyek létszamaranyos mutatok.

A 16 valtoz6 tehat nem képezhetd le 2 dimenzioba a két ,kilogd”, magasabb
tavolsagnal kapcsolodd valtozd miatt, de a tobbi 14 valtozd hatarozottan két
csoportba kiilonithetd el*°.

Dendrogram using Average Linkage (Between Groups)
Rescaled Distance Cluster Combine

0 5 10 15 20 25
| | | |

Elvandorlas 4

Allandéelvandorlas 6 ]

Allandéodavandorlas 5

Odavéandorlas 3

Népességszam 2 J
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Allaskeresdk 11 —
Onkormanyzatibev 7
Vendéglatohely 8
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Teriilet 1
Allaskeresokaranya 16
Elvanperfo 13
14 J

AIIEIvanperfo

Odavanperfo 12

Allodavanperfo 15

3.4. abra: A valtozok dsszekapcsolodasa az atlagos tavolsagok alapjan

Gondoljunk arra is, hogy ha kihagyjuk a Teriilet és Alldskeresék ardnya valtozokat,
akkor a tobbi 14 valtozo kozotti tavolsag fogja hasonldan kitdlteni a dendrogramon a
helyet, mert a maximalis tavolsag e két csoport kozott 1athato.

Masodik dendrogramként a sztenderdizalt valtozokra Ward eljarassal képzett
klasztereket mutatjuk be. A valtozok klaszterezédése hasonld, tehat stabilan
elvalnak az eredeti és az egy fOre vetitett mutatok. Mivel a Ward eljaras a belso

%% Ez hasznos informaciot jelent a késGbbi faktorelemzéshez (6. fejezet).
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eltérések négyzetdsszegét minimalizdlja, itt a maximalis értéke 451,676, ez tartozik
a 25 tavolsagszinthez a 3.5. dbran.

Dendrogram using Ward Linkage
Rescaled Distance Cluster Combine
0 5 10 15 20 25
1 1
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ZLakasallomany 8
ZAllaskeresok 10—
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ZVendéglatohely mM—
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ZAlEvanperfo 13
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ZAllodavanperfo 14—

3.5. abra: A valtozok dsszekapcsolodasa az eltérés-négyzetosszegek alapjan

2) kérdés eredményei: Hogyan tagolodnak a telepiilések? Valdban elvalik egymastol
a 23 keriilet és a tobbi 27 Budapest korny¢ki telepiilés? Milyen klaszterszamot
érdemes feltételezni?

A klaszterezéshez nem tartozik hiivelykujj szabaly, hogy hany valtozot €s hany
megfigyelést célszerli hasznalni, ezért elkészithetjik a teljes 16 dimenzios
valtozotérben képzett telepiilés-dendrogramot. Az euklideszi tavolsag négyzetére az
atlagos lanc elvii 6sszekapcsolas (3.6. abra) inkabb 3 klasztert mutat, mint kettot.
Egyrészt hatarozottan elkiiloniil a févaros XI. és XIII. keriilete, masrészt a févaroson
kiviili telepiiléseket €s a tobbi keriiletet is érdemes megbontani. A 10, mint vagasi
szint nem eldiras, most tulsdgosan nagy €s heterogén klasztert jelentene, ha egytitt
vizsgalnank a 48 telepiilést. Ezért a 9-es szint alatt olvassuk le a klaszterszamot,
példankban a harmat.
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Ellenérzést jelent a masik tavolsagi mutaté vagy a masik klaszterezd eljaras
alkalmazdsa. A Ward elv mentén képzett telepiilés-klaszterek (3.7. abra)
egyértelmiien 2 csoportot mutatnak, és itt mar éles a budapesti keriilet — nem févaros
kettévalas. Ha azonban kisebb bels6 eltéréseket engediink meg, azaz homogénebb
klasztereket keresiink, akkor (8-as vagasi szinten) harom klaszter kiilonboztethetd
meg. gy négy (nagy) budapesti keriilet elkiiloniil a fovaros tobbi részétdl.

Ha a legtavolabbi szomszéd elvet valasztjuk, akkor is 3 klaszter lathato a
dendrogramon, de a XI. és XIII. keriilet elvallasa mellett nem a févaros — tobbi
telepiilés a metszés alapja, hanem tovabbi 2-5 kisebb, de vegyes klasztert kapunk.

Nem rejtjiik véka ala azt, hogy a valasztasi dontések eredményre gyakorolt hatasa
oriasi. Ha példaul az euklideszi tavolsag (négyzete) helyett csak abszolut értékes
eltérést valasztunk, azaz a nagy eltéréseket nem sulyozottan vessziik figyelembe,
akkor teljesen megvaltozik az abra.

Az elemz0 felel6ssége tehat oriasi, hogy hanyféle szamitast készit, és végiil melyik
megoldast tekinti a tovabbi elemzéshez j6 alapnak. A hierarchikus klaszterezéssel
tehat csak egy feltevést kapunk a klaszterszamra, amit elmenthetiink, és ez alapjan
tovabb vizsgalodunk. Most az atlagos lanc elv 3 klaszterét és a Ward modszer 2-3
klaszterét is elmentjiik.
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Dendrogram using Average Linkage (Between Groups)
Rescaled Distance Cluster Combine
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3.6. abra: A telepiilések dsszevondasa atlagos lanc elven
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Dendrogram using Ward Linkage
Rescaled Distance Cluster Combine
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3.7. abra: A telepiilések dsszevondasa Ward modszerével
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3) kérdés eredményei: Ha k=2 bedllitassal készit k-kozép klaszterezést, akkor a
telepiilés tipussal azonosnak tekinthet6 felosztas adodik?

Az eldzetesen — sztenderdizalt — valtozok terében k=2 klaszterezéssel besoroljuk a
telepiiléseket. A magpontokhoz vald besorolas 9 iteracids 1épésben lezarul, és az
ANOVA tablazatbeli F-teszt és p szignifikancia szint alapjan két valtozonak nem
szignifikans a megkiilonboztet$ ereje. Ezért a Teriilet (p=0,233) és az Alldskeresék
aranya (p=0,555) elhagyasaval 14 valtoz6 terében megismételjik a 8 Iépéses
klaszterezést, és mivel minden valtozd megkiilonbdztetd erével rendelkezik,
elmentjiik a klaszter-azonositokat.

A szoérasfelbontast mutatd6 ANOVA tablazat (3.8. tablazat) megadasa csak leird
célokat szolgal, a klaszterképzésben nem keriil sor hipotézisvizsgalatra. Mivel nem
tételezziik fel, hogy a csoportatlagok megegyeznek, nem is vizsgaljuk az F-teszt
eléfeltételeinek”’ teljesiilését. Az azonban kiolvashaté a 3.6. tablazatbol, hogy a
legerésebben megkiilonboztetd valtozok a Népességszam (F=117,476), majd a
Lakdasallomdny (F=110,563), tovabba hasonld erét képvisel az Onkormdnyzati
bevétel (F=96,613) és az Allaskeresék szama (F=95,990).

51 Tehat nem kell ellendrizni a valtozOk szerinti normalis eloszlast és a

csoportonkénti azonos varianciat.
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3.8. tablazat: A valtozok klaszterek kozotti és klaszteren beliili eltérésnégyzet-

Osszegel
ANOVA
Cluster Error
Mean Mean
Square df Square df F Sig.
Zscore(Népességszam) 34,786 1 ,296 48| 117,476 ,000
Zscore(Odavandorlas) 16,659 1 ,674 48 24,726 | ,000
Zscore(Elvandorlas) 25,157 1 ,497 48 50,646 | ,000
Zscore(AllandéodaVéndorlés) 17,241 1 ,662 48 26,059 ,000
Zscore(Allandoelvandorlas) 26,362 1 472 48 55,8951 ,000
Zscore(Onkorményzatibev) 32,736 1 ,339 48 96,6131 ,000
Zscore(Vendéglatohely) 28,776 1 ,421 48 68,297 | ,000
Zscore(Lakasallomany) 34,167 1 ,309 48 110,563 | ,000
Zscore(Epitettlakésok) 8,563 1 ,842 48 10,165] ,003
Zscore(Allaskeres6k) 32,666 1 ,340 48 95,990 ,000
Zscore(Odavanperfo) 18,797 1 ,629 48 29,8731 ,000
Zscore(Elvanperfo) 25,881 1 ,482 48 53,7331 ,000
Zscore(AllElvanperfo) 22,046 1 ,562 48 39,260 ,000
Zscore(Allodavanperfo) 22,298 1 ,556 48 40,084 | ,000

The F tests should be used only for descriptive purposes because the clusters have been
chosen to maximize the differences among cases in different clusters. The observed
significance levels are not corrected for this and thus cannot be interpreted as tests of the
hypothesis that the cluster means are equal.

A felosztas szerint az 1. klaszterbe tartozo 28 telepiilés kisebb népességili, mint az
étlagsz, kevesebb ott a lakas, a bevétel, a vendégld, tovabba abszolut szamban az
atlagnal kisebb ott a vandorlas, de a kisebb 1étszamra vetitve aranyaiban atlag feletti
az oda- és elvandorlas. (3.9. tablazat)

A 2. klaszterbe a tobbi 22 telepiilés keriilt, amelyek az elsd 10 valtozd szerint az
atlagnal nagyobbak, mig az utolsé 4 valtozé szerint az atlagnal kisebb értékekkel
birnak.

52 A sztenderdizalt valtozok hasznalata azért is elényds, mert igy az eléjel mutatja, hogy a
zérus atlaghoz képest milyen tulajdonsaggal rendelkeznek a klaszterek.
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3.9. tablazat: A klaszterkézéppontok valtozonként szamitott értékei

Final Cluster Centers

Cluster
1 2
Zscore(Népességszam) -,73935 ,94100
Zscore(Odavandorlas) -,51165 ,65120
Zscore(Elvandorlas) -,62875 ,80023
Zscore(Alland(’)odavéndorlés) -,52051 ,66247
Zscore(AllandéelVéndorléS) -,64363 ,81916
Zscore(Onkormanyzatibev) -, 71723 ,91284
Zscore(Vendéglatohely) -,67245 ,85585
Zscore(Lakasallomany) -, 73274 ,93258
Zscore(Epitettlakasok) -,36683 ,46688
Zscore(Allaskeressk) -, 71646 91186
Zscore(Odavanperfo) ,54349 -,69172
Zscore(Elvanperfo) ,63773 -,81165
Zscore(AllElvanperfo) ,58859 -,74912
Zscore(Allodavanperfo) ,59195 -, 75339

A kérdésre valaszolni tudunk, ha kereszttablazatban Gsszevetjiik a telepiilés jellege
és a klaszterazonositok alapjan kapott besorolast. Az agglomeracidobdl a 2.
klaszterbe, a ,,nagyok” kozé sorolt telepiilés Erd, mig a fovarosi keriiletek koziil
kettd keriilt az 1. klaszterbe: az 1. és a XXIII. kertilet, amelyek valoban mind a 10
méretmutatd szerint kisebbek, mint a Budapest tobbi keriilete. (3.10. tablazat)

A kétféle felosztasra a fliggetlenségi hipotézist elvetjiik (khi-négyzet teszt értéke
38,681, p=0,000) és az asszociacio a Phi és a Cramer V mutatéra azonosan’> nagyon
szoros: 0,880 (p=0,000)

3 A 2x2 tablazat szabadsagi foka 1, ezért egyezik meg itt a két mutato.
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3.10. tablazat: A telepiilések és a klasztertagok kereszttablaja

Keriilet * Cluster Number of Case Crosstabulation

Count
Cluster Number of Case
1 2 Total
Keriilet ~ Agglomeracio 26 1 27
Keriilet 2 21 23
Total 28 22 50

Meég egy ellendrzési lehetdséget érdemes hasznalni arra, hogy valoban stabil-e a két
klaszteres felosztas. A telepiilésekre elmenthetd, hogy mekkora a sajat
klaszterk6zéppontjuktol mért tavolsaguk. Ezeket pedig dobozdiagramon (3.8. abra)
abrazolva latjuk, hogy a két klaszter kozel azonos belsé homogenitassal bir, hiszen
azonos méretlieck a dobozok és kozel azonos a tdvolsagok median vonala. Az eltérés
csak annyi, hogy a 2. klaszterbe tartozé XI. és XIII. keriiletek tdvolabb vannak a
kozépponttdl. Ha kettérél haromra, négyre vagy otre emeljiik a klaszterszamot,
akkor is e keriiletek alkotnak 6nallo klasztert. (Harom klaszter esetén még a XIV.
kertilet csatlakozik hozzajuk.) Ilyen dobozdiagramot érdemes a klaszterek szerinti
bontasban az eredeti valtozokra is késziteni. Akkor vilagosan lathatd, hogy az
ANOVA tablazat szerint szignifikans valtozok dobozai eltér6 magassagban vannak.

8,0 Budapest 11. ker.
*

6,0 Budapest 13. ker.

1 |

T 1

4,0

Distance of Case fromits Classification Cluster Center

T T
kicsi, de relative vonzo nagy, de csak abszolit szamban vonzo

Cluster Number of Case

3.8. dbra: A két klaszterben mért belsd tavolsagok
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4) kérdés eredményei: Hany klasztert érdemes megkiilonboztetni?

Az n=50 elemszam miatt maximum 5 klasztert érdemes el6éallitani. A k=3,4,5
futtatasokat a 3) 1€pés szerinti beallitasokkal megismételjiik, és az eredményeket
elmentjiik.

Ezt koveti a csoportatlagok Osszehasonlitdsa az egy-utas ANOVA tablak
alapjan. Azért nem tobbvaltozos (MANOVA) eljarast alkalmazunk, mert
érdemes megnézni minden valtozo6 parcialis hozzajarulasat a csoportok kozotti
kiilonbséghez.

A kiilsé — klaszterek kozotti — eltérések négyzetdsszege €s a teljes — a minta
egészére mért — eltérések négyzetdsszege a klaszterek altal megmagyarazott
eltérések hanyadat adja meg. Ez a mérészam csak kiilon szamitassal, példaul
EXCEL-ben képezhetd, ezért az SPSS output tablakra kattintva EXPORT
mentipontsal kimasoljuk az ANOVA tablakat. Az 6sszegzések utan elkészithetd
a klaszterkonyok abra, amely mutatja, hogy tovabbi klaszterek eldallitdsaval
mennyivel ndvelhetd a magyarazott eltérések hanyada. (3.9. abra)

Két klaszter képzésével a kiillonbségek 50%-at, harom klaszterrel pedig 64%-at
tudjuk megmagyarazni. A tovabbi klaszterek eldallitasa mar kisebb aranyu és
mértéki ndvekedést eredményez, ezért a haromklaszteres megoldast fogadjuk
el.

Klaszterkonyok

0,80

0,765
0,75 _—
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0,65 A/u,o“n::/
0,60 /

0,55

0,50 ‘an
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magyarazott eltérések négyzetosszege

klaszterek szama

3.9. abra: A klaszterszamok és a magyardzott eltérések kapcsolata

Osszegzésiil érdemes figyelni arra, hogy a klaszterek altaldban nem
rangsorolhatok. A 3.11. tablazatban megmutatjuk a hadrom klaszterre kapott
kozéppontokat. Lathato, hogy a 10 méret-mutat6 alapjan 2-1-3 a sorrend, azaz
2. klaszter (XI, XIII, XIV. kertiilet) a legnagyobb, ezt koveti az 1. klaszter (21
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tag, benne Erd és hiisz fovarosi keriilet), végiil a 3. klaszterben (26 telepiilés)
vannak a legkisebb atlagok. Mig a négy létszamaranyos mutatora a 3-2-1
sorrend adodik, bar a rendezettség értelme kérdéses, hiszen az oda- és
elvandorlas hasonlo értékparokat jelez.

3.11. tablazat: A haromklaszteres felbontds kozéppontjai

Final Cluster Centers

Cluster
1 2 3
Zscore(Népességszam) ,61404 2,22201 -,75234
Zscore(Odavandorlas) ,19085 3,01267 -,50176
Zscore(Elvandorlas) 41749 2,44990 -,61989
Zscore(Allandéodavandorlas) ,23395 2,73049 -,50401
Zscore(Allandéelvandorlas) ,47605 2,17202 -,63512
Zscore(Onkormanyzatibev) ,63625 1,99471 -,74405
Zscore(Vendéglatohely) ,59034 1,87814 -,69352
Zscore(Lakasallomany) ,57831 2,51209 -, 75695
Zscore(Epitettlakasok) ,02224 2,89130 -,35158
Zscore(Allaskeresok) ,66578 1,68841 -,73256
Zscore(Odavanperfo) -,90322 ,51612 ,66998
Zscore(Elvanperfo) -,86323 -,54159 ,75971
Zscore(AllElvanperfo) -,75900 -, 74313 ,69879
Zscore(Allodavanperfo) -,82118 -,33622 ,70206




4. Tobbvaltozos
regresszioszamitas*

Az eljaras alapgondolata ismerés mindenkinek, aki mar tanult statisztikat. Mégis
érdemes egy fejezetnyit foglalkozni a regresszidoszamitassal, mert a cikkek,
tanulmanyok hasznaljak az eljarast, és a konyv tovabbi fejezeteiben is tobbszor
visszautalunk erre a megkozelitésre.

Tobbvaltozés linearis regresszios modellt irunk fel akkor, ha tobb fiiggetlen
magyarazé valtozo linearis kombinacidjaval becsiiljik a magyarazni kivant y
valtozot. A regresszids becslés elvégzése és az eredmények értékelése szamos
dontést igényel. Tekintsiik at elészor ezeket a f6bb dontési pontokat.

a) Az adatok kozvetleniil alkalmasak regressziés modell illesztésére vagy
adatelokészitést kell végezniink? A 4.1. alfejezet és a 4.2.1. alfejezet ad
betekintést a részletekbe.

e A magyaraz6 valtozo normalis eloszlast-e, és ha nem, akkor
milyen (példaul logaritmus) adat-transzformacio indokolt?

e A fliggetlen valtozok relativ szorasaira teljesiil-e a kisebb, mint 2
feltétel? Ha nem, akkor vannak-e extrém értékii, kihagyhato
megfigyelések?

e A pontdiagram alapjan az y-x parok linearis kapcsolata fennall-e?
Ha nem, akkor linearizal6 transzformaci6 végezhet6-e?

e A fiiggetlen valtozok kozotti paronkénti korrelaciok gyengék-e?
Ha nem akkor szakmai vagy statisztikai szempontok alapjan
valogatjuk ki a modell magyarazo6 valtozoéit?

b) Az illesztés menete, a valtozok kozotti szelekcio végrehajtasa. A 4.2.2., a
4.2.4.¢ésa4.2.5. alfejezetek mutatjak az eljaras 1épéseit.

o  Melyek a statisztikai értelemben legerésebb magyarazo erével bird
valtozok? Mely tesztek tamasztjak ala a valtozdszelekciot?

o [étezik-e linearis modell, vagy minden becsiilt egyiitthato
nullanak tekinthetd?

e Milyen tesztekkel és hogyan mindsithetd a modell egésze?

% A regresszioszamitds alapmodelljét és az egyiitthatok becslését szolgaltato legkisebb
négyzetek modszerét ismertnek tételezziik fel.
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¢) A magyaraz6 valtozok kozotti kapcsolatrendszer megfelel6-e? A 4.2.3. és a
4.2.6. alfejezeteket tartalmaznak Gtmutatast erre a kérdésre.

e Milyen mutatokra tdmaszkodhatunk annak mérésekor, hogy tulzott
multikollinearitas fellépett-e?

e Mely valtozok elhagyésaval kiiszobolhetd ki a multikollinearitas?

d) Modell diagnosztika, hibatagok viselkedése, kiugré pontok kezelése. A
4.2.7. alfejezet hasznos az alabbi kérdések megvalaszolasakor.

e Megfeleld magyarazo erejii modellt kaptunk-e?
e A hibatagok normalis eloszlastuak-¢?

e A hibatagok szérasa azonos-e, nem lépett fel heteroszkedaszti-
citas?

e  Vannak-e nagyon er0s hatast gyakorlé megfigyelések a mintaban?
Ezek elhagyasa indokolt-e?

4.1. Az adatok dttekintése, elozetes megfontolasok

Az indul6 adatok kozott szerepld valtozokat intervallum vagy arany skalan mérjik,
és feltételezziik, hogy az n szamu megfigyelés homogén sokasagbol szarmazik. Az y
fiiggd valtozd normalis elosztast kovetd n elemi oszlopvektor. A p darab magyarazo
valtozot és a konstanshoz tartozo egyeseket az n(p+1) méretli X matrix tartalmazza.
A magyaraz6 valtozok kozott kétértékii, dummy valtozok is szerepelhetnek.

A regresszioszamitas két legfobb 1épése az egyiitthatok becslése és a regresszios
modell tesztelése. De sok egyszeri numerikus és grafikus vizsgalati 1épést
megtehetiink a becslés €s a tesztelés elbtt. A ferdeség €s csucsossag mellett a relativ
szoras kiszamitasa képet ad az y valtozordl. Grafikus modszerekkel, példaul 2-3
dimenzioés pontdiagram készitésével mar a regresszids modell felallitasa eldtt
meggy6zddhetiink arrol, hogy kozelitden teljesiilnek-e az eldfeltételek, hasznalhato
lesz-e a regressziés modell. Mivel grafikus &bra magasabb dimenzidoban nem
készithetd, ezek a 1épések nem helyettesitik a modell josagat vizsgalo teszteket, de a
teljesen hasznavehetetlen szamitasok megel6zésére alkalmasak.

Az y és egy-egy x valtozo pontdiagramjan lathatéva tehetiink sok fontos részletet.
Ebben az alfejezetben a Keriiletek2010.sav adatallomanyt hasznaljuk. A 4.1. abra
Budapest 23 keriiletének ¢és az agglomeracid tovabbi 27 telepiilésének
népességszamat és az dnkormanyzati bevétel nagysagat mutatja. Ez az abra alkalmas
arra, hogy ellendrizziik a 4.1. tablazatban szereplé kovetelményeket. Erdemes
tovabbi lehetséges magyarazo valtozokra is abrat késziteni a modell illesztése elott.

55 A keriiletek adatainak tovabbi elemzése a 4.2.10-ben szerepel.
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4.1. abra: Kilogo pontok hatdsa a regresszios egyenesre

A 4.1. abran lathat6 kilégd pontok szerepeltetése az adatok kozott meredekebb

regresszios

egyenest eredményezne. Ha mindkét valtoz6 mentén kilogod

megfigyelést talalunk, annak kettds hatasa lehet:

e Ha a megfigyelt linearis tendencia mentén — de a tobbiektdl tavolabb — van
egy pont, akkor szerepeltetése a mintaban felerdsiti a modell josagat.

e Ha nem a megfigyelt linearis tendencia mentén talalunk tavolabbi pontot,
akkor a pont elhagyasa javitja az illeszkedést, figyelembe vétele pedig nem
linearis modellt igényel.
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4.1. tablazat: Mikor alkalmasak az adatok linearis regresszios modell illesztésére?

Elméleti kdvetelmények Kovetkeztetés a pontdiagram alapjan Dontés
Linearis-e a kapcsolat, jogos-e a A népességszam és az onkormanyzati +
linearis modell illesztése, vagy bevétel egyiittes ndvekedése, linearis
mas fliggvénytipust célszerti kapcsolata fenndll.
feltételezni?
Az x novekedésével az y adatok A népesség novekedésével az ?
szbrasa valtozatlan marad-e, a onkormanyzati bevételek szorasa
hibatag konstans szdrasa enyhén novekedik, bar a kisebb
feltételezhets-e? lakossag mellett is van két helyen

Jjelentdsebb eltérés az altalanos

tendenciatol.
Vannak-e kilégé pontok, és Budapest V. keriilete és Budadrs -
milyen az elhelyezkedésiik? Egy | népességszama alapjan inkabb kicsik,
vagy mindkét dimenzidban mig a bevételiik joval magasabb, tehat
kilognak-e? az egyik dimenzioban kilogo

megfigyelések.
Homogén-¢ a minta, vagy Az adatok homogenitasa megfeleld, +
almintak lathatok, amelyekben nem mutatnak a févarosi keriiletek
mas-mas tendencia érvényesiil a mas tendenciat, mint a kornyékbeli
valtozok kozott? telepiilések.
Az egyes x pontokhoz tartozd y Ez csak hisztogramon lathato, vagy a +
értékek normalis eloszlast®® ferdeség és csucsossag mutatokkal
kovetnek-e, a tesztek irhato le. Statisztikailag elfogadhato a
elvégezhetbek lesznek-e? feltevés.

Ha 0Osszegezziik dontéseinket — amiket természetesen a tovabbi magyarazd
valtozokra is elvégeztiink —, akkor mar csak a magyarazd valtozok egymas kozotti
korrelaltsagat kell megvizsgalnunk, hogy valasztani tudjunk a modellépités két utja
kozott:

I) Meger6sité szemlélet: A szakmai tudasunk alapjan elére rdgzitett magyarazéd
valtozok korét egyszerre, egy 1épésben vonjuk be a modellbe. fgy bekeriilhet a
modellbe statisztikai értelemben nem szignifikans magyarazo valtozoé is. Ekkor
a modell utdlagos értékelésével gydzodiink meg arrdl, hogy elfogadhato-e a
modell egésze, és minden valtozo szignifikans szerepet jatszik-e a becslésben.

1) Feltar6 szemlélet: A lehetséges magyarazo valtozok halmazat megadva
lépésenkénti regresszios eljarassal minden 1épésben egy-egy valtozot vonunk

% A normalitis a regresszids egyiitthatok becsléséhez nem sziikséges, csak akkor kell
feltételezniink, ha t-probat végziink, és konfidencia intervallumot irunk fel.
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be’’ a modellbe, és a bevont valtozok elhagyhatosagat is lépésenként
ellendrizziik. Igy olyan modell addédik, ami statisztikai értelemben a ,lehetd
legjobb”, de eléfordulhat, hogy szakmailag nehezebben értelmezhetd.

A kétféle megvalositds szamitési 1épései nem térnek el érdemben. Minden illesztett
modell josagat négy f6 1épésben értékelhetjiik:

a) Parcialisan vizsgaljuk egy-egy magyarazo valtozo hatasat/erejét t-probaval.

b) Vizsgaljuk azt, hogy az 0sszes magyarazo valtozo egyiittesen szignifikans
kapcsolatban van-e az eredményvaltozoval, ezért mérjiik az R* és a
korrigalt R* értékét, valamint elvégezziik az F-probat.

¢) A hibatagok megfeleld viselkedését ellenérizziik.
d) A megfigyeléseknek a becslésre gyakorolt egyedi hatasat vizsgalni kell.
Az eddig ismertetett dontési pontokat a 4.2. tablazatban foglaljuk Gssze.

4.2. tablazat: A regresszios modellek és tesztek attekintése

Regresszios I) megerdsitd 1I) feltaro
modell
Valtozok egyszerre, egy 1épésben szelektalva
bevonasa
a) Valtozok minden valtozot tesztelni kell (t- minden bevont valtozo
ereje proba), és a valtozok kdzott lehet szignifikans (de a
multikollinearitas konstans nem mindig!)
b) Modell az R” és a korrigalt R?, valamint az F- az adott valtozokorbol
egésze proba alapjan mindsitjiik ez a legjobb linearis
modell, de ez elég jo-
e?
¢) Hibatagok normalis eloszlasat és homo- azonos az [) modellel
szkedasztikus jellegét ellendrizni kell
d) Egyedi a tulzott attétel-hatast mérni, vizsgalni | azonos az I) modellel
megfigye-lések | kell, és a zavard pontokat elhagyni
hatasa

ST A véltozok lépésenkénti bevonasa mellett van a teljes modellbél induld, a valtozokat
lépésenként kihagyo valtozat is, ezekkel majd a megvalositasi részben foglalkozunk.
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4.2. A regresszio matematikai hdttere

A tobbvaltozods linearis modell matrix-egyenlete:

y=XB+e anol 4.1
az y n elemii vektor, X matrixnak n sora és (p+1) oszlopa van, az ismeretlen
egylitthatok [ vektora (p+1) elemtl, az ¢ hibatag n elemt.
A modell alkalmazasanak feltételei:

» A hibatag normalis eloszlasu, varhato értéke zérus, varianciaja konstans, és
a hibatagok nem autokorrelaltak.

» A magyarazo valtozok linearisan fliggetlenek, értékitk mérési hibat nem
tartalmaz.

» A megfigyelések szama és a magyarazd valtozok szama kozott fennall,
hogy n>5p.
E feltételek teljesiilése esetén a (p+1) regresszidos egylitthatd legkisebb
négyzetes becslése:
B=X"X)"X"y (4.2)
A megoldas elballithato, ha az inverz létezik, azaz ha X rangja® (p+1).

A reziduumok variancigja:

g'e " "
cl=—""—_,ahol e=y-y=y-Xp (4.3)
n—p-1

A modellben levé szorasnégyzet felbontasa

Az egyiitthatok becsiilt értékét a tovabbiakban b-vel, és a becsléshez tartozo
reziduumokat e-vel jeloljiik:

e=y—Xb

A teljes eltérések négyzetosszege (SST: Sum of Square of Total) az egyvaltozos
modellhez hasonl6 alakt, ez az y valtozo szorasnégyzetének n-szerese:

% Az inverz létezik, ha X oszlopvektorai linedrisan fliggetlenek. A gyakorlatban eléfordul,
hogy valamelyik valtozd kifejezheté a tobbi linearis kombinacidjaként, vagy erésen
korrelalnak egymassal. Ebben az esetben multikollinearitas 1ép fel, és ekkor 1épésenkénti
regressziot célszerli végezni.
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\ N2 _ T -2
D=y =y'y+ny
ssr=" (4.4)
Az SST az y valtozé megfigyelt értékeibdl kiszamithatd, de most az a célunk, hogy

két részre bontsuk™: SST=SSR+SSE

e Az x magyarazo valtozok altal a regresszios modellben megmagyardzott hanyad
(SSR: Sum of Square of Regression) a lehetd legnagyobb legyen.

e A meg nem magyarazott rész, az un. hibahatas (SSE: Sum of Square of Error)
pedig minél kisebb legyen.

A hiba-variancia (s”) az SSE jelolésii eltérés-négyzetosszegb6l osztassal kaphato
meg:
SSE=¢"e=

i(y,-—ﬁj =(y—}j [y—?}(y—Xb)T(y—Xb),éS

i=1

s>=("e)/(n—p-1) 4.5)
A regresszios egylitthatok szorasnégyzete a hibavariancia (4.5) segitségével
hatdrozhaté meg. Egy b regressziés egyiitthatd varianciaja az (X'X)” megfeleld
diagonalis elemébdl adodik:

Var(by)=s" diagi{(X'X)"} (4.6)

A regresszios eltérés-négyzetdsszeg nagysaga kiilonbségként is megkaphato:

SSR = SST-SSE=(y, =y ¥ = y' Xb—ny’ 4.7)

i=1

Az egyenletek felirasa utan kovetkezik a tesztelés, azaz annak eldontése, hogy
eredményes volt-e a modell illesztése. Ennek eldontéséhez azt a nullhipotézist
teszteljiik, hogy a b; meredekségek mind zérussal egyenlSk, azaz nincs érdemi
magyarazé ereje a modellnek. A teszteléshez felirt szoérasfelbontdé (ANOVA)
tablazat (4.3. tablazat) tartalmazza az eddig ismertetett eltérés-négyzetdsszeg
tagokon til az atlagos négyzetdsszegeket (MS), valamint az F-proba értékét.

Azzal, hogy az egyiitthatok legkisebb négyzetes becslése soran az SSE-t
minimalizaljuk, egyutttal az SSR-t maximalizaljuk. Az atlagos négyzetdsszegek
aranya — az F-hanyados —is ,,nagy” lesz, ha van linearis regresszios Osszefiiggés a

% Az itt alkalmazott jelolés - bar igen elterjedt - csak az egyik lehetdség. Lehet a Sum of
Square két része ,,Explained” és ,,Residual”, akkor épp forditva van a tartalmuk, mint ahogy
itt szerepel.
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magyarazoé valtozok és az eredményvaltoz6 kozott. Ezt a probafiiggvényhez tartozo
szignifikancia szint jelzi.

4.3. tablazat: Szorasnégyzet felbontasa és tesztelése

A variancia | Eltérés Szabadsag | Atlagos F-hényados
forrasa négyzetdsszeg | fok négyzetosszeg

Regresszio | SSR p MSR=SSR/p F=MSR/MSE
Hibatag SSE n-p-1 MSE=SSE/(n-p-1)

Teljes SST=SSR+SSE |n-1 - -

4.3. A valtozok kozotti korreldacio mérése és szerepe a regresszios
modellben

A megfigyelések halmazat és a valtozok korét is szakmai megfontolasok alapjan
valasztjuk ki, mégis eléfordulhat, hogy

= 0l sok magyarazo valtozonk van,
*  amagyarazo valtozok nem fliggetlenek,
= avaltozok nem linedrisan kapcsolédnak a fliggé valtozéhoz.
A korrelacios egyiitthatd (4.8) szerinti képlete centirozott adatokra egyszeriibb

alakot olt, és igy kozvetleniil 1athato, hogy a két valtozd kozott az n-dimenzids
térben bezart sz0g koszinuszaval azonos értéket ad:

i(xi _;)(yi _;) ixiyi ¥

L1 =1 = =cosa

r(x,y)= - — , — |x||y|
\/Z(xi_x)z'Z(yi_y)z \/lezzylz

i=1

(4.8)

A fiiggd és a p szamu magyarazo valtozé kozotti paronkénti korrelaciot tartalmazo
(ptDx(p+1) méreti R korrelacios matrixbol a szignifikancia szintek alapjan képet
kapunk a multikollinearitds mértékérél. A korrelacidos matrix szimmetrikus, a
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foatlojaban egyesek allnak. A matrixban taladlhatd barmely r korrelacios
egyiitthatohoz tartozo szignifikanica szint a t-proba alapjan allapithaté meg, ahol

ran—=2
t=—— (4.9)

Nl=r?

Ez a t-teszt (n-2) szabadsagfoku Student-eloszlast kovet.

Ly 4

4.4. Erdemes-e tobb valtoz6t egyidejiileg bevonni a regresszios
modellbe?

Tobbvaltozos modellt csak akkor érdemes becsiilni, ha ez érdemben javitja az
illeszkedést az egy magyarazo valtozohoz képest. Dontésiinkhoz globalis mutatokat
és parcialis teszteket hasznalhatunk.
El6szor a modell egészét mindsité harom globalis mutatot tekintjiik at:

a) determinacids egyiitthato és korrigalt valtozata

b) a modell sztenderd hibaja

¢) a linearis modell 1étét ellenérzé F-teszt
a) Legelterjedtebb a determinacids egylitthatd (a tobbszoros korrelacio négyzete
mellett ennek korrigalt (adjusztalt) valtozata az illeszkedés josaganak
mérészamakeént:

R? =SSR/SST =1—SSE /SST ezért 0< R* <1

Rad? _R? _P(l—Rz) :l_SSE/(n—p—l)
j n-p-1 SST /(n—1)

ahol p a modellben szerepld fiiggetlen valtozok szama.

60)

(4.10)

A korrekcid azért sziikséges, mert tobb valtozo bevonasaval R* nd, és tiil optimista
képet mutat a modell illeszkedésérdl. Az R’ és a korrigalt valtozata is szizalékosan
értelmezhetd. Mindkettd azt méri, hogy a modellbe bevont magyarazo valtozok az
eredményvaltoz6 variancidjanak hany szazalékat magyarazzak meg. E
mutatészamokhoz teszt nem kapcsolodik.

b) A regressziés modell sztenderd hibaja a (4.3) négyzetgyokének mintabeli
becslése.

SSE
n—p-1 n-—

S =

1 & n
Y i-») (4.11)
pP—15

8 Csak kétvaltozés modellben érvényes az, hogy a determinaciés egyiitthaté a kozonséges
korrelaciés egyiitthatd négyzete. Erdemes elolvasni Hunyadi Laszlo: ,,A determinacios
egylitthatorol” cimi cikkét, mely a Statisztikai Szemle 2000. szeptemberi szamaban jelent
meg. (78. évf. 9. sz. 753-765. oldal)
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Hiivelykujj szabalyként érdemes megnézni, hogy s kisebb-e, mint egy-egy
magyarazoé valtozé szoérasa. Ha nem kisebb, akkor a modell illesztése nem ér annyit
sem, mintha a fliggd valtozo atlagat tekintenénk becslésnek.

c) A variancia-analizis azt a nullhipotézist teszteli, hogy a b; meredekségek mind
zérussal egyenlok (csak a konstans kiilonbozik szignifikansan nulldtol), mig az
alternativ hipotézis szerint van zérustol kiilénb6z6 b;. A nullhipotézis elfogaddsa azt
jelenti, hogy az adott valtozokkal felirt regressziés modell nem alkalmas y
becslésére. Ha elvetjiik a nullhipotézist, abbol még nem kovetkeztethetiink arra,
hogy jo becslést tudunk adni a fiiggd valtozora, mert lehetnek a modellben nem
szignifikdns paraméterli magyarazod valtozok. Az ANOVA tablabol szamolt
probafiiggvényt globalis F-probanak nevezziik.

A modell parcialis vizsgalata — a regresszios egylitthatok egyenkénti tesztelése — t-

probaval torténik. A nullhipotézis szerint /1, : p ;= 0 és a kétoldali alternativ
hipotézis: H, : 5, #0.

b.
A tesztfliggvény Student-eloszlast kovet, képlete ¢ = % , (4.12)

b;

ahol sy az (4.5) szerinti becsiilt variancia gyoke. A t-proba szabadsagfoka n-j-1, ahol
j azt jelzi, hogy a j-edik valtozot vontuk be a modellbe. A t-eloszlas segitségével (1-
o) valosziniiségi szintli konfidencia intervallum is felirhato az elméleti f3;
paraméterre:

bj ita/z,(n—j—l) "Sp, (4.13)

A sztenderdizalt regresszios egyiitthatok szamitasa a (4.14) képlettel® torténik,
ezekre kiilon tesztet nem kell végezni.

beta, = b, SA (4.14)

A sztenderdizalt béta nem azonos az elméleti modell § egyiitthatojaval. Ertéke a
szorasok aranyatol fliggéen kisebb vagy nagyobb is lehet, mint a becsiilt b
egyiitthato. Az abszolut értékben legnagyobb értéki valtozot tekinthetjiik a modell
legfontosabb magyaraz6 valtozojanak.

Kozvetlen, kdzvetett és teljes hatas (kitekintés)

A regresszios egyiitthatok értelmezésekor fontos hangstlyozni, hogy a magyarazé
valtozok fiiggetlenségét feltételeztiik a becslés soran. A modellben a b, konstans azt

%' Ha a modellben egyetlen x magyarazo valtozé van, akkor beta= r, ahol r a kozonséges
korrelacios egyiitthato.
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az alapértéket adja meg, amit y akkor vesz fel, ha minden x; értéke nulla. A b;
egyiitthatd pedig azt a kdzvetlen hatdst méri, hogy mennyivel valtozik y, ha x; egy
egységgel nd, mikozben a tobbi magyardzé valtozoé értéke valtozatlan.

Ha a magyaraz6 valtozok linedris fiiggetlensége nem teljesiil, akkor y és x; kozott a
teljes hatést (by) a kozvetlen hatas (b;) és az xj-vel korreldl6 (pl. x) magyarazo
valtozo(ko)n keresztiil megvalosulo kozvetett hatasok egyiitt adjak.

gy by; =b; + by*bjx, ahol by az x—nak mint magyardzé valtozonak az x;—re, mint
fiiggd valtozora felirt regresszios egyiitthatoja. A direkt és az indirekt hatdsok
feltirasa ut-elemzéssel®® valosithatd meg.

4.5. A viltozo szelekciot megvalosito lépésenkénti regresszio

A 1épésenkénti regresszid 4 eljarassal végezhetd el, de haromnak
kozos jellemzdje az, hogy egy 1épésben egyetlen valtozod bevonasarol
vagy elhagyasarol dontiink. A dontés alapja a parcidlis F-proba:
R*-R} n—p-1
F, = i i (4.15)
1-R q

ahol R” az aktualis, p magyarazé valtozos becslés, Ro® pedig az el6zé6 modell
determinacios egyiitthatoja, q pedig az adott 1épésben bevont valtozok szama
(altalaban g=1).

Az F-hanyados szabadsagfoka a szamlaloban q és a nevezoben (n-p-1).

A t-proba négyzete megegyezik ezzel a parcidlis F-teszttel, amelyet azért
szamitunk, hogy mérjiik az éppen bevont x; véltozd magyardzderejének
szignifikanciajat.

Az Gjabb valtozok bevonasival R* monoton né a differencia csokkenése mellett.
fgy eldontendé kérdés, hogy szignifikdnsan né-e a determinaciés hanyados az
adott valtozo(k) bevonasaval. A beléptetés és kihagyas kritériuma F rogzitett
nagysaga, vagy az F-hez kapcsolodo szignifikancia szint megvalasztasa lehet.

Ha ujabb magyarazo valtozokat vonunk be a modellbe, akkor az ANOVA
tablazatban SSE csokken és SSR nd. Az atlagos négyzetosszegek (MS)
valtozasanak iranya mar nem egyértelmii, mert a nevezdok is valtoznak, ezért F
értékének alakulasarol biztosat nem allithatunk.

Ha rogzitett o valdszintiségi szinthez tartozé F-érték mellett (4.15)-bdl kifejezziik
az R? valtozasat, akkor a (4.16) dontési kritériumhoz jutunk. Bevonasra érdemes a
valtozd, ha

62 Angol neve Path analysis, az SPSS-ben nem szerepel.
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R*-R? >L1(1—R2)F. (4.16)

n—p- a.q,(n—=p-1)

A 1épések soran meghatarozasra keriilnek itt eldjel nélkiil a parcialis korrelaciok

1S?

(4.17)

A szamlalo gyokét részkorrelacionak nevezziik (Part correlation). Ha az ujonnan
belépd valtozé valdoban korreldlatlan a modellbe mar bevont valtozokkal, akkor a
részkorrelacid jelent6sen né a vizsgalt 1épésben.

A 1épésenkénti modellezés valtozatai:

Forward szelekci6: minden 1épésben azt a magyardzé valtozot vonjuk be,
amelyiknek a parcialis F-tesztjéhez a legkisebb p valosziniiség tartozik. A
bevonasi folyamat addig folytatddik, amig ez a p az elére rogzitett
maximum (PIN) alatt marad, vagy minden valtoz6 bevonasra kertilt.

Backward eliminacio: az induld 1épésben az Osszes valtozd a modellben
van, és lépésenként azt az egyet hagyjuk ki, amelyiknek a legkisebb a
parcialis korrelacidja. Ekkor a parcidlis F-teszthez a maximalis p
valdsziniiség tartozik. Leall a kikiiszobolés, ha p kisebb, mint a kiiszob
(POUT), vagy nincs mar valtozé a modellben.

Stepwise modszer: a forward eljarast tgy modositjuk, hogy minden
Iépésben ellendrizziik a modellbe kordbban bevont valtozék p
valdszintiségét, és ha p>POUT, akkor a valtozot kihagyjuk a modellbdl.
Nem keriilink végtelen ciklusba, ha PINSPOUT. Szokasos beallitas:
PIN=0,05 ¢s POUT=0,10.

Remove eljaras: belépteti az 0sszes valtozét (mint az ,.Enter” moddszer),
majd elhagyja egyszerre az 0sszes valtozot, és Osszehasonlitdsként csak a
konstans tagot tartalmaz6 modell eredményeit kozli.

4.6. A magyaradzo vialtozok kozotti korreldacio, a multikollinearitas

A magyarazo valtozok fliggetlenségére vonatkozoé elvarast akkor is megsérthetjiik,
ha lépésenkénti szelekciot végziink, mert a bevonasnal a modell magyarazoé erejének
javulasan van a hangsuly. Ezt a kozvetett hatdsok még fokozzak is. Ezért a
lépésenkénti regresszios modellezésnél kiilondsen indokolt a modellbe bevont
magyarazo valtozok kozotti korrelacid, a multikollinearitds mérése, melyre négy
mérészamot ismertetiink.

a) A tolerancia mérték annak a tobbszords determinacids egyiitthatonak a

komplementere, amely azt méri, hogy az i-edik magyarazo valtozot az
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b)

Osszes tobbi x milyen szorosan hatirozza meg: Tol =1 —Riz. A Kicsi
(nulldhoz kozeli) tolerancia jelenti azt, hogy kozel fliggvényszerli a
kapcsolat a magyardz6 valtozok kozott.

A variancia infldl6 faktor (VIF) a tolerancia reciproka:
VIF, = 1/(1—Ri2). Ezért ha a magyarazod valtozok kozott szoros

kapcsolat van, a VIF végtelen nagy lehet. Ha a valtozok ortogonalisak,
akkor a VIF egységnyi. A VIF; egyuttal a sztenderdizalt magyarazo
véltozokbol képzett (X7 X))~ matrix i-edik diagonalis eleme. Ez a képlet
szerepel (4.5)-ben a regresszids egyiitthatok  szorasnégyzetének
becslésekor. Ezért multikollinearitas fellépésekor né a VIF, és emiatt nagy
lesz a Var(b), tovabba széles lesz az egyiitthatd konfidencia intervalluma. A
VIF-hez kritikus kiiszb nem adhat6, de hiivelykujj szabaly szerint 2-ig
elfogadhato, 5-ig ,.tlirhetd”, 6t felett pedig veszélyes.

A két mutato ellentétes alakulasat mutatja a 4.2. abra.

©)

/ -—&— Tolerancia
—t—\/IF

Toleranciaés VIF

O =~ NWH OO NO®®OO

Determinacids egyiitthaté

4.2. abra: A multikollinearitas két mérészamanak alakuldsa

Az (X'X) centirozatlan, de a szorassal leosztott™ adatokbol képzett
szorzatmatrix sajatértékeit (A;) eldallitva és nagysag szerint rendezve
kondicios index (CI) képezheto:

CI, = A,/ A , aholi=1,...(p+1)
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Ha a magyarazo6 valtozok kodzott szoros korrelacio van, akkor a maximalis
sajatérték nagy, a tobbi lambda gyorsan csokken, ezért a kondicids index is
nagy. Hiivelykujj szabaly, hogy 1-5 kozott gyenge, 5-10 kozott zavard a
multikollinearitds. Ha 10 feletti az index, akkor komoly kollinearitas all
fenn. Ha sok sajatérték kozel nulla, akkor az adatokban bekdvetkezd kis
valtozasok nagy valtozast idéznek eld a becsiilt egyiitthatokban.

A nagy sajatértékek szama azt jelzi, hogy hany dimenzios térben
jelenitheték meg a ,.fiiggetlen” valtozok. A fékomponens elemzés, amelyet
egy késébbi fejezet ismertet, ilyen adathalmazok elemzésére alkalmas.

d) Variancia hanyadot szamithatunk minden regresszids egylitthatora (a
konstansot is beleértve), hogy a regresszids egyiitthatok varianciait a
sajatértékek (és az altaluk jelzett merdleges tengelyek) kozott szétosszuk.
Egy-egy egyiitthat6 oszlopanak Osszege tehat egységnyi.

Soronként vizsgalva a variancia hanyadot, multikollinearitasi problémara
utal, ha egy-egy nagy kondiciés index soraban tobb regresszios
egylitthatonak magas a variancia hanyada.

4.7. Az egyedi megfigyelések hatdsa a becslésre

Eddig az X matrix oszlopaira, a valtozok szerepére koncentraltunk. Most a sorokat
vizsgaljuk, az egyes megfigyelések fontossagat, befolyasat mérjiik. Az angolul
,leverage”-ként megjelend fogalom attételhatast jelent. Ezzel a mérészdmmal
azonosithatok az extrém helyzetli megfigyelések is. A hibatagokat is
megfigyelésenként vizsgaljuk, valamint tavolsagot is mérhetiink, mieldtt extrém
helyzetiinek mindsitiink egy megfigyelést.

4.7.1. A becslést befolydsolo pontok feltirdsa
A becslést befolyasolo pontok feltarasahoz a (4.2)-ben felirt becsléegyenlet

B=(X"X)"'X"y

mindkét oldalat szorozzuk balrél X matrixszal. Ekkor azonossagot kapunk, ahol H

(nxn)-es matrix a leképezés® matrixa.

XB=y=XX"X)'X"y=Hy wis)

% H matrix angol neve ,,hat matrix”.
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A (4.18)-bol lathatdé, hogy H kozvetlen kapcsolatot teremt a fiiggd valtozo
megfigyelt értékei (y) és becsiilt értékei (y,) kozott.

A H matrix segitségével a hibatagok vektora

e:y_y:y_Hy:(E_H)y’ (4.19)

ahol E az egységmatrix, és igy az eltérés-négyzetdsszegek is felirhatok:
—2
SSE=y"(E-H)y SSR=y"Hy—ny

H matrix szimmetrikus, diagonalis elemei (jel6lje h;; ) azt a hatast fejezik ki, amit az
i-edik megfigyelés (X matrix i-edik sora) gyakorol az Osszes magyarazo valtozon
keresztiil a regresszios becslésre.

h,=x (X" X)x, (4.20)

Megmutathatd, hogy Zhii = p+1, hiszen ennyi az X oszlopainak szdma, és
i=1

1>h, >21/n. Egy megfigyelés ,attétel” hatasa atlagos, ha értéke (p+1)/n, és

befolyésold, jelentdés megfigyelést jelez, ha az atlag kétszeresét meghaladja, azaz

ho>2p+1)/n.

Konnyebb az értelmezés, ha a h-bol a minimalis 1/n értéket levonjuk, és az origdohoz
tolt hatast (centered leverage) vizsgaljuk:

h, — l 4.21)
n
Mivel igy 0 és (n-1)/n kozotti értéket kaphatunk, gyakorlati szabaly adhato a
(h —1/n) eltolassal kapott mértékre:
= 0,2 alatti érték mellett a megfigyelések bevonhatdk a becslésbe
= 0,2 ¢és0,5 kozott kockazatos a becslés elvégzése

= 0,5 felett keriilend6 a megfigyelések bevonasa a regresszios becslésbe.

Az SPSS kézikdnyv altal javasolt masik szabaly szerint p>6 és (n-p)>12 esetén 3p/n
a bevonasi kiiszob. Ha a megfigyelések szama és a magyarazo valtozok szama
kozotti n>5p ajanlast is figyelembe vessziik, akkor 3/5=0,6 feletti értéket elérd
megfigyelést semmiképpen nem vesziink figyelembe a regressziéos modell
becslésekor.
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Minden megfigyelt érték /4 sullyal befolyasolja a becslést:

AN

v, =by+bx, +bx, +.+bx, =D by, Lahol b, =x (X" X)"'x,.
j=1

A legkisebb négyzetes becslés nagyon érzékeny az extrém (x;, y;) megfigyelés-
parokra. Ha a megfigyelt y érték extrém, és/vagy az x értékektdl fliggd A suly nagy,
akkor erds hatast gyakorolnak a becslésre. Egyszer(ibb a hatasok értelmezése, ha az
X matrixban a fliggetlen valtozok atlagtol vett eltérései, a centirozott adatok vannak.
Ekkor egy magyarazé valtozo esetén h azt fejezik ki, hogy az x valtozd egy-egy

-\

- . , . . 1 (xi —X )

megfigyelt értéke milyen tavol van az atlagtol: h, = —+ -
n —
(xj -X )2

J=1

4.7.2. Hibatagok eloallitasa és elemzése

A hibatagok, vagy elterjedt szdval rezidualisok vizsgalata nagyon szertedgazo
teriilet. Az elvarasok kozott szerepel, hogy normalis eloszlast kovetnek, fiiggetlenek
¢s allando a szoérasuk.

e Hisztogramot érdemes késziteni, melyrdl a rezidualisok eloszlasa lathato,
és a normadlis eloszlastdl vald eltérés grafikusan megjelenithets. A
rezidualisok abrait az eredmények bemutatasanal tekintjiik at.

e A QQ plot is a hibatagok normalis eloszlastol valo eltérését mutatja.

e Ha a hibatagokat az y adatok mentén abrazoljuk, akkor a szorasok
homoszkedasztikus jellege is szemléltethetd.

o Az egyik legismertebb teszt a Durbin-Watson statisztika, amely a hibatagok
autokorrelalatlansagat teszteli, ezért idésoros adatok esetében célszerii
értelmezni, keresztmetszeti elemzésben nincs 1étjogosultsaga.

Mivel a megfigyelt és a becsiilt értékek eltérése tobbféleképpen mérhetd, tobbféle

AN
rezidualis szdmithato és elemezhetd. A kozonséges rezidualisok (e, =y, — );)

mellett szamolhat6 Ggy is hibatag, ha egy-egy megfigyelést kihagyunk. Az i-edik
megfigyelés (x,y) koordinatainak elhagyasaval nyert becslés és az igy szamitott

A
rezidualis® indexében szerepel a kihagyott elem: €uyi = Vi = V-

Ha az i-edik megfigyelés erdsen befolyasolja a becslést, akkor a két hibatag nagyon
eltéré. A két rezidualis kozott a hatas (h;) értéke teremt kapcsolatot:

% Az egy megfigyelés torlése, kihagyasa utan szamitott hibatag angol neve ,,deleted” residual.
Hunyadi-Mundruczo-Vita: Statisztika c. konyve sorelhagyasos modszert emlit.
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e =e /(1-h,) (4.22)

Mivel h nem-negativ, ‘e(l.)i‘ > |el.| de nagyméretli, homogén mintaban egy-egy

megfigyelés kihagyasa miatt a kétféle rezidudlis nem térhet el jelentdsen egymastol.
Mig a rezidualisok négyzetdsszege=SSE, addig a torlések utan becsiilt rezidualisok

négyzetosszege PRESSZZeé)i . A két 6sszeg hanyadosa (PRESS/SSE) jelzi,
i=1

hogy mennyire érzékeny a regresszios becslés a kihagyott megfigyelésekre. Ha sok

és/vagy nagyon tavoli (outlier) pont volt a mintaban, akkor a PRESS/SSE arany

joval nagyobb, mint egy.

A rezidualisok ,,nagysaganak” megitélését segiti a sztenderdizalas. A kozonséges
rezidualisokat osztva a (4.4) gyokével, az s szdrassal, sztenderdizalt hibatagokat
kapunk:

z,=¢e/s (4.23)

Mivel a regresszidos becslésbdl szarmazo hibatagok variancidja torzitott,
Var(e,)=0c>(1—h,), a z szorasnégyzete nem egységnyi. Az egységnyi

varianciat biztositja, ha a (4.24) szerint sztenderdizaljuk a hibatagokat. Az igy kapott
rezidualisok abszolut értékben nagyobbak lesznek (4.23)-beli parjaiknal:

r,=e /s\1-h, (4.24)

A (4.24)-ben a sztenderdizalashoz hasznalt s szoras nem fiiggetlen az e; hibatagtol,
ezért ezt szoktak belséleg studentizalt rezidualisnak is nevezni, megkiilonboztetve a
kihagyassal szamolt, kiilséleg studentizalt rezidualistol, t—t6l, amelynek eloszlasa
Student eloszlast kovet:

1, =e /51— h (4.25)

Ez a (4.25)-ben szamolt t-statisztika méri az e; —ben azt, hogy y mennyire tér el a
becsléstol, és h; —ben pedig azt, hogy az x-ek hatdsa milyen jelentds. Ha gyanitjuk,
hogy valamelyik megfigyelés nagyon rendhagyd, akkor az erre kiszamolt t-értéket
Osszevethetjik a Student eloszlas kritikus értékével. A  Student-eloszlas
szabadsagfoka (n-p-2). Nagy megfigyelésszam mellett normalis eloszlés
alkalmazhato.

Az attekinthet6ség érdekében a 4.4. tablazatban foglaljuk Ossze a rezidualisok
tartalmat, képletét és az SPSS-ben szerepl6 rovid elnevezést.

% A sorkihagyasokkal szamolt eltérés-négyzetdsszegek angol neve: Predicted Residual Sum
of Squares= PRESS.
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4.4. tablazat: Hibatagok valtozatai

A rezidualis tartalma, (angol neve), betiijele | Képletének SPSS-neve
szama

Ko6zonséges rezidualis (unstandardized): e (4.19) res

Az i-edik megfigyelés kihagyasaval szamitott (4.22) dre

rezidualis (deleted): e

Sztenderdizalt kozonséges rezidualis: z (4.23) zre

Studentizalt rezidualis, megfigyelés kihagyva, (4.24) sre

szoras a teljes mintabol (studentized): r

Studentizalt rezidualis, a szoras is kihagyassal (4.25) sdr
szamolva (studentized deleted): t

4.7.3. A becslést befolyasolo tavoli pontok feltardsa, kihagyadsi dontés

Mahalanobis tavolsag alapjan kivalaszthatjuk azokat a potencialis megfigyeléseket,
amelyek kilogonak (outliernek) tekinthetdk. A Mahalanobis tavolsag dy
kétféleképpen is kiszdmithato.

a) dy =(n-1)(hi—1/n), (4.26)
b) dZ =(¥,-»)" S (v~ ), ahol S a viltozék kovariancia®’
matrixa.

Cook javasolta a D-statisztika szamitasat, amelyben az i-edik megfigyeléssel és e
pont kihagyasaval készitett linearis regresszios becsléseket vetjiik 0ssze az i-edik

pontban: D, = Z(y(i)i— .Y (p+1)s’
i=1

A Cook-féle D egyszeriibben kiszamithatdo a (studentizalt) rezidualis és a hatas-
mérték felhasznalasaval:

eiz ) hii 2 hii
(4.27)

T st U=k (p+D(—hy)

Hiivelykujj-szabaly alapjan az egynél nagyobb D; —t adé megfigyelésekre kell
odafigyelni.

%7 Ha a valtozok korrelalatlanok, akkor megegyezik az euklideszi tivolsaggal.
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A diagnosztikat segitd tovabbi mértékek a regresszios egyiitthatokat és a becsiilt
értékeket vetik dssze, mérve azok valtozasat, ha egy-egy megfigyelést kihagyunk.

DfBeta®® mutatoval a j-edik regresszios egyiitthato 6 érzékenységét mérjiik, ha az i-
edik megfigyelést elhagyjuk:

DfBeta, =(b, —b,;)/ c;s (4.28)

@) J i

ahol ¢j az egyiitthato szordsatol fiiggd korrekcios tényezd, négyzete az X' x"!
diagonalisaban talalhato. Figyelmet érdemel az i-edik megfigyelés, ha (4.28)

abszolut értéke meghaladjaa 2/ \/; kiiszobszamot.

A sztenderdizalt valtozatot a regresszids egyiitthatd sztenderd hibajaval torténd
osztas utan kapjuk, és az eléjelet is figyelembe vessziik: StDfBeta; =DfBeta; /sy, .

Cook D mutatojahoz hasonldéan a becsiilt értékeket hasonlitja 6ssze a DfFits mérték,
amelyben a (24)-beli » helyett (4.25) szerinti ¢ szerepel. A DfFits egyesitve mutatja
azt a hatast, amit az i-edik megfigyelés kihagyasa gyakorol az egyes regresszios

egylitthatokra, by—ra, b;-re, stb.: DjFl'tSl. = (yi— y(i)ij

Mivel az eltérést itt sem emeljiik négyzetre, DfFits eldjelét is vizsgalhatjuk. Az
Osszehasonlithatosag érdekében (4.29) szerint sztenderdizaljuk az eltéréseket, €s az

abszolut értékben 2./ p / n -nél nagyobbakat kiemelten kezeljiik:

1/2
StDfFits, = ( y,— y(,.),.j/ sl =t (&j (4.29)

Végiil a kovariancia-hanyados mutatoval zarjuk a megfigyelések hatasanak
vizsgalatat. Az adatokbol becsiilt kovariancia matrixot (S) is képezhetjiik az i-edik
megfigyelés kihagyasa utan (S ). Ezek determindnsainak hanyadosa:

S| _ (n—p)”

CovRatio = ‘ = >
|S| [(n_p_1)+ti] (l_hi[)

(4.30)

Ha a kovariancia-hanyados értéke ~1, akkor nem jelentds az i-edik eset hatasa.

Az bsszetevOket vizsgalva megallapithato”, hogy |C0vRati0 -1<3p/n.

8 A Dfrovidités a differenciara utal.
% A konstans tag, by is vizsgalhato igy.
" Belsey, Kuh és Welsch 1980-ban adtik meg a felsd hatart.
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Egyszertibb alakot kapunk, ha egyetlen magyarazé valtozonk van. Ekkor azokra a
megfigyelésekre kell kiillondsen figyelniink, amelyek kovariancia-hanyadosa
nagyobb, mint (1+3/n) vagy kisebb, mint (1-3/n).

4.8. A megvaldsitas lépései az SPSS-ben

Az ANALYZE/REGRESSION/LINEAR utat kdvetve a nyité oldalon elészor
* afiiggd (dependent) valtozot és
= afliggetlen (independents) valtozokat kell megadni.

A médszer alapértelmezés szerint Enter, vagyis minden fiiggetlen valtozot bevon az
eljaras. Mintapéldankban 1épésenként felépitett (stepwise) modellt ismertetiink. A
népességndvekedés becsléséhez 6 magyarazo valtozot jeloltiink ki.

= Megadhato még ,,selection” valtozd, amellyel almintat képziink, ezzel most
nem éliink.

= Cimkézziik az orszagok nevével az eseteket a ,,case label”-ben.

Az outputok listdja a kdvetkezd 4 gomb mogott tarul fel: Statistics, Plots, Save,
Options.

A beallitas menete és az eredmények sorrendje jelent6sen eltér. El6szor azt tekintjiik
at, hogy mit érdemes kérni, majd azt, hogy mit hogyan értelmeziink.

L. Statistics

= A regresszios egylitthatok becslése mellett konfidencia intervallumot és
kovariancia matrixot kérhetiink.

= A modell illeszkedését, az R? valtozésat, leir6 statisztikat (atlag, szoras,
megfigyelések szama), parcialis korrelaciot és multikollinearitasi
mértékeket valaszthatunk.

= A rezidudlis a Durbin-Watson tesztet és esetenkénti diagnosztikat
kérhetiink. Ha az n nagy, érdemes csak az outlier eseteket kiiratni, amelyek
az atlagtol 2-3 szorasnyi tavolsagra vannak.

II. Plots

A regresszios becslés Osszevethetd a rezidudlisok kiilonbozo fajtaival. A
rezidualisok normalis eloszlasardl a hisztogram €s a normalis eloszlastol valo
eltérés ad képet.

I11. Save

Ez a gomb 6t csoportba sorolva ajanlja fel az elmentheté eredményeket.
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Becsiilt értékek (kozonséges, sztenderdizalt és korrigalt becslés, valamint a
becslés sztenderd hibaja minden egyes megfigyelésre kiilon-kiilon)
Rezidualisok (kozonséges, sztenderdizalt, studentizalt, kihagyott ¢és
kihagyva studentizalt)

Tavolsagok egyenként mérve: Mahalanobis, Cook-D és az attétel-hatés
értékek

A befolyast mérd statisztikak (DfBeta és DfFit sztenderdizalva is,
kovariancia hanyados)

Konfidencia intervallum a regresszios becslés minden pontjara az atlaghoz
¢és egy egyedi ponthoz képest, valaszthatd megbizhatdsagi szinten.

Options

A beléptetés az F-hez tartozé valdszinliség (alapérték: Entry: 0,05,
Removal: 0,10) vagy az F teszt értékének kivalasztasaval szabalyozhato.

Alapértelmezés szerint van konstans tag a modellben, de itt kihagyhato.

A hianyz6 értékek paronkénti vagy soronkénti kihagyasat, estleg az
atlaggal valo helyettesitését kérhetjiik.

4.9. A szamitdsi eredmények bemutatdsa

A népesség novekedési iitemét (y) becsiiljik az SPSS-ben elérheté World95.sav
adatadllomany alapjan. Az egyes tablak angol és magyar nevének megadasa utdn
roviden értékeljiik a részeredményeket.

Descriptive statistics — a leird statisztikdk koziil a valtozok atlagat és szoérasat,
valamint a megfigyelések szamat kapjuk meg. 109 orszag adatai kozott sokszor
hidanyzik a napi kaloéria-bevitelt mérd valtozd. Ilyen esetben az alapértelmezés
szerint a regresszids becslés az egész sort kihagyja (,listwise”), ezért 75 adatbol
szamolt statisztikakat kapunk. (4.5. tablazat) Az eredmények koziil AIDS-esek
szamanak relativ szorasa’' tobb mint 4, ez talzott mértékii heterogenitast’” jelent, a
modellbe bevonni nem célszerti.

"' Szoras/atlag= relativ szoras, a ketténél nem nagyobb érték a kedvezé. Az atlag eléjelétol
eltekintiink.
> Nincs népességre vetitve az adat, és az USA kiugroan magas betegszdma megnoveli a

szorast.
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4.5. tablazat: Leiro statisztikak
Descriptive Statistics
Std.
Mean Deviation N

Population increase (%

per year)) 1,821 1,143 75

Average female life

expectancy 68,81 11,41 75

Average male life

expectancy 63,88 10,11 75

Infant mortality (deaths

per 1000 live births) 47,021 38,731 7

Gross domestic

product / capita 5853,16 7149,52 75

Daily calorie intake 2753,83 567,83 75

Aids cases 11067,40 48111,34 75
Correlations: a fiiggd ¢és a magyarazd valtozokra paronkénti korrelaciok,

szignifikancia szintek és a minta mérete szerepel a tablazatban. A multikollinearités
mar itt észlelhetd, egyes magyarazé valtozok kozott szinte fliggvényszerli kapesolat
van. Az AIDS valtozd nem korrelal szignifikdnsan a népességnovekedéssel,
bevonasra nem keriilhet. (4.6. tablazat)

4. 6. tablazat: Korrelacios matrix

Correlations

Infant
Population mortality Gross

increase Average Average (deaths domestic Daily

(% per female life male life per 1000 product / calorie

year)) expectancy | expectancy | live births) capita intake
Population increase (%
per year)) 1,000 -,582 -,529 ,617 -,665 -,609
Average female life
expectancy -,582 1,000 ,989 -,962 ,675 , 775
Average male life
expectancy -,529 ,989 1,000 -,946 ,657 , 765
Infant mortality (deaths
per 1000 live births) 617 -,962 -,946 1,000 -,690 =777
Gross domestic
product / capita -,665 ,675 ,657 -,690 1,000 , 751
Daily calorie intake -,609 775 , 765 =777 ,751 1,000
Aids cases -,094 044 ,032 -,075 285 167

Bevont és kihagyott valtozok

lépésenkénti felsorolasa: a 2.
csecsemoOhalandosagot az 5. 1€pésben eltavolitja a stepwise eljaras.

1épésben bevont
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A Model Summary tablazatban (4.7. tablazat) a tOobbszords korrelacid és
determinacios egyiitthato, a korrigalt R?, a regresszios modell standard hibaja
szerepel 1épésenként. Mivel az 6todik 1épésben redukaltuk a modellt, az Gsszes
mutatd csokkent. A Durbin-Watson tesztet nem értelmezziik.

4.7. tablazat: A valtozasok kovetése

Model Summary

Std. Error of Change Statistics

R Adjusted the R Square F Sig. F Durbin -
Model R Square | R Square Estimate Change Change | df1 | df2 | Change | Watson
1 ,665 ,443 ,435 ,859 ,443 58,006 1173 ,000
2 ,700 ,491 476 ,827 ,048 6,751 1172 ,011
3 ;722 ,521 ,501 ,808 ,031 4,558 117 ,036
4 ,752 ,565 ,540 775 ,044 7,015 1170 ,010
5 745 555 536 779 5010 1,640 1172 204 1,887

Az R? valtozasat az el6z6 és az adott 1épésbeli mérték kiilonbsége adja, a valtozas
jelentdségét az F-teszt alapjan itélhetjik meg. Az F-proba valtozdsanak

crey

Az ANOVA tablazat is 1épésenként késziil. Az MSR, az MSE ¢és az F-hanyados az
els6 négy lépesben fokozatosan csokken, majd az 6todik 1épésben a redundans
valtozo elhagyasa utan mindharom magasabb lesz. (4.8. tablazat)
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4.8. tablazat: Szorasnégyzet felbontasa lépésenkeént

ANOVA
Sum of Mean
Model Squares df Square F Sig.
1 Regression 42,832 1 42,832 58,006 ,00C
Residual 53,904 73 ,738
Total 96,737 74
2 Regression 47,453 2 23,727 34,663 ,00C
Residual 49,283 72 ,684
Total 96,737 74
3 Regression 50,426 3 16,809 25,770 ,00C
Residual 46,310 71 ,652
Total 96,737 74
4 Regression 54,644 4 13,661 22,719 ,00C
Residual 42,092 70 ,601
Total 96,737 74
5 Regression 53,658 3 17,886 29,479 ,00C
Residual 43,079 71 ,607
Total 96,737 74

A regresszios egyiitthatok becslése az elemzés célja.

Az egyiitthatokat sztenderd hibaikkal osztva a t-teszt értékét kapjuk. A 1épésenkénti
eljaras hatasara csak a nullatol szignifikdnsan kiilonb6zo egyiitthatoju valtozok
maradnak a modellben. Ha az indulo adatokat sztenderdizaljuk, akkor egybdl
sztenderdizalt egyiitthatokat, bétakat kapunk, amelyek az x 1%-os valtozasanak y-ra
gyakorolt hatasat fejezik ki.

A tablazatban szerepld zero-order korrelaciok az adott x és az y kdzotti kozonséges
Pearson korrelaciok. A parcialis korrelaciok (4.19) a mar bevont magyarazd
valtozok hatasat szlirik ki, ezért alacsony értékiik (példaul a 4. 1épésben a ndi
varhat6 élettartam bevonasa utdn a csecsemOhalanddsag) multikollinearitasra utal. A
rész-korrelacio a parcialis korrelacié szamlaldja.

A kollinearitasi statisztika két mutatot ad. A tolerancia=1- R; ?, azaz az i-edik
valtozénak az Osszes tobbi magyarazé valtozdéval vald  determinacids
egyiitthatdjanak komplementere. Ertéke 1, ha egy magyarazé valtozo van, utana
egyre csokken. Mar a 3. 1épésben erés multikollinearitds van, amint azt a korrelacios
matrixnal is észleltiik.

A VIF a tolerancia reciproka. A 4. 1épéstdl az egymassal szorosan korreldlo férfi és
ndi varhato ¢élettartam egyiitt szerepel a végsd modellben, ezért a VIF tal magas, két
valtozoéra is ot felett van. (4.9. tablazat) Ezek alapjan a modell alkalmazasa
megkérddjelezhetd.
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4.9. tablazat: A regresszios modell egyiitthatoi
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Az éves népesség ndvekedést becsld egyenletben a konstans (3,331) mellett a
GDP/0 ¢és a férfi valamint a ndi varhat6 élettartam szerepel. Ez a hdrom magyarazé
valtozd egymassal is szorosan korreldl — a tolerancia alacsony, a VIF pedig tul
magas — ezért a modellben gondok lesznek. A sztenderdizalt regresszids egylitthatok
alapjan a n6i varhatd élettartam hatdsa a leger6sebb, mivel a -2,203 abszolut
értékben meghaladja a masik két bétat.

A modellben nem szereplé valtozok listajabol a kovetkezd 1épést lehet
megallapitani. A (k+1) Iépésben az a valtozo keriil bevonasra, amelynek a
legnagyobb (és még szignifikans) a t-tesztje. (4.10. tablazat)

A sajatértékek és a kondicids indexek a 4.11. tablazatban talalhatok. Lathatd, hogy
minden 1épésben egy nagy”” sajatérték van, ami arra utal, hogy maximum két
figgetlen dimenzidé van, amibe a magyarazd valtozok tomoritheték. A kondicids
index mar a 3. 1épésben meghaladja a veszélyes szintet, a 30-t. A regresszids
egyiitthatok variancidinak szétosztisa nem sikeriilt, mar a masodik 1épés magas
variancia hanyadot jelez. (A szamok szdzalékosan értelmezhetdk.) A magyarazod
valtozok mogott azonos sajatérték huzodik meg, ezért tomdrithetok, egymastol nem
fiiggetlenek. Ilyen esetben érdemes fokomponens vagy faktor eldallitasara gondolni.

3 Az egységnyinél nagyobb sajatérték szamit ,nagynak”. Errél részletes magyarazatot a
fokomponensek ismertetésekor adunk.
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4.10. tablazat: A még be nem vont valtozok statisztikadi
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4.11. tablazat: Sajatértékek és variancia hanyadok
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A rezidudlisok statisztikai

Eloészor két orszagot latunk a 4.12. tablazatban, amelyek sztenderdizalt rezidualisa
kiviil esnek a (-3;+3) intervallumon. Mindkettonek pozitiv el6jele van, azaz a modell
alulbecsli a megfigyelt értéket. Feliilbecslés negativ rezidualis esetén fordul eld.

4.12. tablazat: Kilogo megfigyelések

Casewise Diagnostic$

Population
increase
Std. (% per Predicted
Case Number | COUNTRY Residual year)) Value Residual
80 Kuwait 4,497 5,2 1,737 3,503
87 LE"r':‘_rab 4,348 4,8 1,413 3,387

a. Dependent Variable: Population increase (% per year))

A tovabbi (4.22)-(4.25) képletek szerint szamitott rezidualisokat megfigyelésenként
az adatallomanyhoz csatolja az SPSS, mig a fobb statisztikai jellemzdket
Osszefoglal6 tablaba rendezve kapjuk meg. (4.13. tablazat)

4.13. tablazat: A rezidualisok statisztikai

Residuals Statistic8

Std.
Minimum Maximum Mean Deviation N
Predicted Value ,149 3,544 1,753 ,812 109
Std. Predicted Value -1,964 2,023 -,079 ,954 109
?r:gi‘ﬁ;‘zj '\E/';?J e°f ,106 ,348 ,178 | 5,001E-02 109
Adjusted Predicted Value |9,415E-02 3,544 1,756 ,818 109
Residual -1,936 3,503 | -7,10E-02 ,850 109
Std. Residual -2,485 4,497 -,091 1,091 109
Stud. Residual -2,450 4572 -,089 1,095 109
Deleted Residual -1,936 3,620 | -7,33E-02 ,873 109
Stud. Deleted Residual -2,452 5,404 -,083 1,134 109
Mahal. Distance ,375 13,787 3,095 2,367 109
Cook's Distance ,000 ,196 ,014 ,029 109
Centered Leverage Value ,005 ,186 ,042 032 109

a. Dependent Variable: Population increase (% per year))

Itt megallapithato, hogy a kiilonb6z6 rezidualisok mindegyike inkabb jobbra ferde,
mint szimmetrikus, hisz a rezidualisok atlagai a minimum és a maximum koz4tt nem
kozépen vannak. A rezidudlisok az adatidllomanyban egyenként is megdrzésre
kertilnek, és részletesen értékelhetok a kiilonbozo hibatagok. Minden hiba-szamitasi
mod mellett a 4.12. tablazatban latott két megfigyelés, a 80. Kuwait és a 87.
Egyesiilt Arab Emiratusok 16g ki a megfigyelések koziil. Ezen orszagok illeszkedése
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is gyenge. A (4.29) képlet szerinti StDfFits értékeket ugy kapjuk meg, ha az
origdhoz igazitott hatas-értékekhez hozzaadjuk az 1/n=1/75 szamot.

Az origbhoz tolt hatds (leverage) maximalis mértéke alatta marad az dvatossagra
inté 0,2 kiiszobnek. A maximalis értéket Brazilia éri el, ezért a (26) Osszefiiggés
alapjan a Mahalanobis tavolsdg maximuma (13,787) is Brazilidhoz tartozik.
Lettorszag (11,5) és Ukrajna (9,5) tavolsagai szintén nagyok. Ugyanakkor a Cook-
féle tavolsag sehol sem haladja meg az egyet, ezért igazi outliereket nem tudunk
azonositani.

A kovariancia hanyados erésen ingadozik az egy koriil, tobbszor kilép abbdl a
savbol, amit az 1+3p/n képlet megad. (4.3. abra) Nagyobb a kovariancia matrix
determinansa, ha Braziliat vagy Lettorszagot hagyjuk ki (1,2 feletti hanyadosok).
Csokken a determinans, ha Kuvait vagy az Egyesiilt Arab Emiratusok marad ki (0,4
alatti CR).

1.4
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Population increase (% per year))

4.3. abra: Kovariancia hanyados

Rezidualisok abrai

a) A rezidualisok statisztikaibol lattuk, hogy a 80. és 87. orszagok rontjak az
illeszkedést. A 4.4/a. abran még e két orszag rezidualisai is szerepelnek, mig a 4.4/b
hisztogram a kihagyasukkal késziilt regressziés modell sztenderdizalt hibatagjait
mutatja.
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Histogram Histogram
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4.4/a. abra 109 orszag hibatagjai 4.4/b. abra: 107 orszag hibatagjai

b) Normalis valosziniiség abraja: Ha a rezidualisok normalis eloszlast kdvetnek, a
pontok a 45 fokos egyenes mentén helyezkednek el. A sztenderdizalt rezidualisokat
¢és a normalis eloszlas feltételezésével vart hibatagokat jelz6 pontok a 4.5. abran nem
esnek az egyenesre, de nincs is markans eltérés koztiik.

Altalaban elmondhat6, hogy az egyenes alatti vagy feletti pontok a szimmetria
hianyat jelzik. Az egyenes elejénél vagy végénél 1év6 néhany tavoli pont kilogo
megfigyelésekre utalna. Ha a pontsorozat tavolodik, akkor lapult vagy csucsos az
eloszlas.

Normal Prob.Plot Stand.ResidL
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4.5. abra: A sztenderd rezidudlisok normalis eloszlasanak grafikus vizsgalata

c) Szokas az is, hogy a vizszintes tengelyen y-t vagy valamelyik x valtozot, a
fiiggbleges tengelyen a rezidualist tlintetjik fel. A nulla koriili, nem ndévekvo,
fiiggvénykapcsolatot nem mutatd rezidualisok a linearis modell megbizhatdsagat
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tamasztjak alad. A 4.6. dbran a 80. és 87. orszagok a nagy rezidualisok miatt kiilon
allnak, ¢és a hibatagok ndvekednek ™.
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4.6. dbra: A fiiggo valtozo mentén névekvo rezidudlisok

Az atlag koriili és az egyedi megfigyelésekhez tartozd 95%-os megbizhatosagi
szintll konfidencia savok is &brdzolhatok a Graphs/Line/Multiple beallitassal.
Nagyon sok orszag megfigyelt népességnovekedése esik kiviil az alsé és a felsd
becsiilt értéken.

A fiiggetlen valtozok koziil kettdt kivalasztva mutatjuk be a hibatagok
viselkedését. A 4.7. abran a GDP/f6 valtozora csokkend, a férfiak varhatd
élettartamara vetitve novekvo rezidualisokat latunk.

“ Ilyenkor adat-transzformaciot ajanlott alkalmazni, pl. y vagy x, esetleg mindkettd

logaritmusat célszer(i venni.
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4.7. abra: A magyarazo valtozok és a rezidualisok

d) A Studentizalt — sorkihagyassal szamolt — rezidualisokat az y tengelyen, a
standardizalt becsiilt értékeket az x tengelyen abrazolva a modell érvényessége
jol szemléltethetd. A normalitas teljesiilése esetén a rezidualisok 95%-a (-2;+2)
kozé esik. A 4.8. abran felfelé nagyon kilogd (80, 87) orszagokat mar
azonositottuk. Lefelé haladva kicsivel (-2) alatt talaljuk balrél jobbra haladva
Bulgariat, Romaniat és Kinat, ahol joval kevesebb gyerek sziiletik, mint
amennyit a modell alapjan varunk. Eppen 5 kilogo orszag fér bele szaz koriili
minta esetén a 95%-o0s tartomanyba.

Itt a minta mérete és a hianyz6 adatok kezelése kapcsan fontos technikai
megjegyzést kell tenniink:

- 109 orszag van a World95.sav-ban. De csak 75 orszagnak van teljes adatsora a
regresszios modellben felsorolt fiiggd €s magyarazo (1+6) valtozora. Ezért a
tablak egy részében, példaul a 7. és &. tablazatban n=75-bél szamolt
szabadsagfok szerepel.
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- A valtozdszelekciot kdvetéen azonban kimarad az a harom magyarazo
valtozo, amelyeknek 34 orszagra hidnyzik értéke. Igy a felépitett regresszios
modellt mar 109 orszag adataibol becsiilte az SPSS. Rezidualist is 109 orszagra
szamol és abrazol a szamitogép.
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4.8. abra: Melyik orszdagok nélkiil lenne nagyon mds a regresszios egyenes?

4.10. Osszefoglalis: A bemutatott modell illeszkedésének minésitése

Az adathalmaz kivalasztott valtozoin szinte a regresszidoszamitas Osszes
gyengéjét sikeriilt bemutatni, mikdzben a 4 magyarazé valtozoval készitett
Iépésenkénti modell minden teszten ,atment”. Mégis felmeriiltek az alabbi
problémak:

= amegfigyelések halmaza nem homogén,
"  amagyarazo valtozok nem fliggetlenek,
»  adeterminacios egyiitthatd nem elég magas,

= a rezidudlisok kiviil esnek a kedvezd tartomanyon, és szérasuk nem
konstans.

Mit lehet tenni a modell javitasa érdekében?

Ezek a problémak nem egymadstol fiiggetleniil jelentkeznek. Ha kihagyjuk
példaul a két outlier orszagot (80 és 87), akkor az R? 0,54-161 0,64-re né.

De a gyenge modell legfébb oka az, hogy a linearis modell feltételezése nem
allja meg a helyét. A fiiggd valtozé és a magyarazo valtozok kapcsolata nem
irhato le lineéris fiiggvénnyel, amint ezt a 4.9. abra mutatja. Az elsd harom
magyarazd  valtoz6 szoros linedris kapcsolatban van, ami erds
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multikollinearitast okoz, a GDP hatdsa viszont nem linearis. A lépésenkénti
regresszid a megadott valtozok koziil készitette el a lehetd legjobb becslést, ami
szakmai értelemben nem jo, tovabbi elemzésekre nem alkalmas.
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4.9. abra: Valtozo-parok pontdiagramja

A valtozo-transzformaciodkra €s a nemlinearis regressziora itt nem tériink ki, mivel a
jegyzetben ismertetésre keriil6 tobbi sokvaltozos eljaras megalapozasahoz a linearis
regresszios modell sziikséges.

4.11. Onallé elemzési feladatok

Vialaszoljon az alabbi kérdésekre és a Keriiletek2010.sav adatallomanybol szamolva
ellendrizze az elgondolasait.

1. feladat

Legyen a fiiggdvaltozé az Onkormanyzati bevétel.
Kivanalom, hogy normalis eloszlasu legyen? igen/nem
Milyen médon ellendrizhetd, hogy teljesiil-e a normalitas?
a) Grafikusan:

b) Numerikusan:
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2. feladat

A magyaraz6 valtozok kdzé valasztando a kovetkezd 7 valtozo:
Népességszam

Odavandorlas

Elvandorlas

Vendéglatohely

Lakasallomany

Epitett lakasok

Allaskeresok

a) A relativ szorasok kett6 alatt vannak?

b)A magyarazo valtozok kozotti korrelaciok szignifikansak?
c) A STEPWISE eljaras fontos? Igen/nem

3. feladat

Elemezze egyiitt, egy regresszids modellben az 50 telepiilését az 1. és a 2. feladat
valtozoi alapjan.

a) Hany magyarazo valtozé keriilt bevonasra?

b) Milyen a modell illeszkedése?

¢) A rezidualisok viselkedése megfeleld-e?

d) Vannak-e kilogo keriiletek/telepiilések az adatok kozott?

e) A ,keriilet” statusz véaltozé dummy-ként szerepelhet-e a modellben? Igen/nem
Bevonasra keriil? Igen/nem

HOMOGEN az adathalmaz, kozos tendencia jellemzé a kétféle telepiilésre?
Igen/nem

4. feladat

Kiilon illesztendd linearis regresszios modell a 23 keriiletre és a tobbi 27
falura/varosra.

a) Mas magyarazé valtozok keriilnek be a két modellbe?

b) Melyik modell illeszkedik jobban?

c) Melyek a kilogo kertiletek/telepiilések az adatok kdzott?

5. feladat

a) Hogyan lehet csak konstansban eltéré modellt illeszteni két almintara?

b) Ha magas a kondicios index, akkor a regresszidos modell helyett melyik modszer
alkalmazasa lehet indokolt?

4.12. Megoldasok

1. feladat

A fiiggévaltozé (Onkormanyzati bevétel) normalis eloszlasa elvaras. A normalitas
ellendrizhetd grafikusan és numerikusan is.

a) Grafikusan két lehet6ség is adodik:

i) Hisztogram
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ii) QQ plot: a 45 fokos egyenestdl a kisebb értékeknél tapasztalunk eltérést, azaz a
kis dnkormanyzati bevétellel rendelkezd telepiilések gyakoribbak, mint a normalis
eloszlas szerint vart el6fordulas.

Normal Q-Q Plot of Onkormanyzatibev

Expected Normal
1

_3

T T T
o 10 000 000 20 000 000 30 000 000

Observed Value

b) Numerikusan t6bb adatot nézhetiink:

i) ferdeség 0,417 £2*0,337 ¢és csucsossag -1,002+2*0,662 mérészamok konfidencia
intervallumai tartalmazzak a nullat, az eltérés nem szignifikans

il) Kolmogorov-Szmirnov vagy Shapiro-Wilk teszt (éppen n=50 a megfigyelések
szédma)

Tests of Normalit

Kolmogorov-Smirnov® Shapiro-Wilk
Statistic df Sig. | Statistic df Sig.
Onkorményzatibev ,132 50 ,029 916 50 ,002

a. Lilliefors Significance Correction

Mindkét tesztre 5%-os szignifikancia szinten elvethetd a normalis eloszlas.
Teljesiil a normalitds? Nem egyértelmii a valasz! De a ferdeség és csucsossag
értékekre tekintettel elkészitjiik a regresszios becslést.

Figyelem! Erdemes kiprobalni a kovetkezéket, bar egyik révén sem kapunk a tesztek
szerint normalis eloszlast:

- az dnkormanyzati bevétel logaritmusa normalis eloszlasu-e
- az egy fore jutd onkormanyzati bevétel eloszlasa milyen?

- az egy fore jutd onkormanyzati bevétel logaritmusa milyen alaka?

2. feladat
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a) A relativ szorasok (szoéras/atlag hanyadosok) koziil néhany meghaladja az egyet,
de a kettét egyik sem kozeliti meg. Tehat a valtozok mentén a minta nem heterogén.

b) A 7 magyarazd valtozok kozotti paronkénti korrelacié mind szignifikans és
pozitiv. A legkisebb r=0,629 (épitett lakasok és vendéglatohely), a legnagyobb
=0,980 ( népesség szdm ¢és lakasallomany)

c) A Stepwise eljaras fontos, mert nagyon jelentds multikollinearitas all fenn.

3. feladat

Linearis regresszios modellben az 50 telepiilés adatai alapjan az dnkormanyzati
bevétel becslésére

a) 4 1épésben 3 magyarazo valtozot von be, de csak kett6t tart bent.

1. 1épés: az Onkormanyzati bevétellel leger6sebben korrelald lakasallomany
bevonasa

2. 1épés: a vendéglatdhely valtozd bevonasa
3. 1épés: népességszam bevonasa

4. 1épés: a népesség és a lakas valtozok erds korrelacidja miatt lakasallomany
valtozé kihagyasa

Itt fontos figyelni arra, hogy ez a ,legjobb” regresszios modell, ami a korlatozo
feltételeket figyelembe véve felépithetd. De vajon a kivalasztott két valtozo helyett
mind a hét magyarazo valtozo fékomponensbe tomdritve, egyetlen faktorként nem
ad-e jo, hasznalhato becslést az dnkormanyzati bevételre? Az dnkormanyzati bevétel
és a 7 valtozobol (83%-ot megdrzo) faktor kozotti korrelacio= 0,899.

b) A modell illeszkedése nagyon jo, a korrigalt R-négyzet 0,858.
- Az F-tesztek minden Iépésben alatamasztjak a linearis modell 1étét.

- A két valtozo6 tolerancia értéke 0,379, és a variancia inflald faktor 2,641, ami nem
tul magas. (Két magyarazo valtozo esetén indokolt, hogy kozos a Tol és a VIF érték,
hisz egymast magyarazzak.)

- A kondiciés index 5,222 értéke sem jelez a két valtozo és a konstans kozott talzott
erejii kapcsolatot.

c) A rezidualisok eloszlasa a hisztogramon normalishoz kdzeli alakq.
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Correlations

Onkormanyzat | Mépességsza B i ; i wendéglatshe | Lakasalloma | . i - .
ihev m Odavandorias | Elvandoras Iy it Epitettlakasok | Allaskeresdk

Pearson Correlation  Onkormanyzatibey 1,000 04 764 JBBT7 B45 807 Ralahl 044
Neépasségszam 04 1,000 858 545 i 880 B50 827

Odavandoras 764 859 1,000 933 18 851 789 743

Elvandorias 867 945 933 1,000 758 il | 8r2

Wendaglatahely 845 788 Jg15 J58 1,000 8445 b29 16

Lakasallomany .wcﬂ 980 851 418 B45 1,000 691 BT

mu:mn_mxmmox 581 650 789 i) it 691 1,000 602

Allaskerestk 844 427 743 872 T8 Bay 602 1,000

Model Summary®
Change Statistics
Adjusted R Std. Errar of R Sguare

Model R R Sguare Square the Estimate Change F Change dfl df2 Sig. F Change
1 807 822 818 3483896503 822 221,722 1 48 000
2 a1ab 844 837 3300174,144 022 6,453 1 47 014
3 a3n® 064 855 310749671,410 021 £,993 1 46 011
4 G294 863 858 3084032434 -,001 279 1 46 600

a. Predictors: (Constanty, Lakasallomany -
b. Predictors: (Constant), Lakasallomany, Vendéglatohely
c. Predictors: (Constant), Lakasallomany, Vendealatohely, Népességszam
d. Predictors: (Constant), Vendsglatohely, Nepességszam
e, Dependent Variable: Onkormanyzatibey

2. feladat tablazata

3.feladat tablazata
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Mean = -3,89E-16
Std. Dev. = 0,979
N=50

Histogram
Dependent Variable: Onkormanyzatibev
20
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Regression Standardized Residual

A pontok szorasa enyhe novekedést mutat, a nagyobb dnkormanyzati bevételhez
kicsit magasabb sztenderdizalt rezidalisok tartoznak (R-négyzet=0,137). Csak
Budaors (3,546) és az V. keriilet esik kiviil a [-2;+2] intervallumon, mig a XI.

keriilet a hatar k6zelében van.

Scatterplot

Dependent Variable: Onkormanyzatibev
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d) Vannak-e kil6gé keriiletek/telepiilések az adatok kdzott?

- Itt a sztenderd rezidualisok abraja alapjan Budadrs és az V. keriilet emlithetd.
Mindkettének alulbecsli az dnkormanyzati bevételét a modell.

- Az egyedi attétel hatdsok és a Cook-tavolsag terében vizsgalva egyediil az V.
keriilet keriil a kritikus értékeken kiviilre.

Kerulet
2,00000
O Agglomeracio

O Kerulet
U Budapest 05. ker.

1,50000—]

1,00000¢

Cook's Distance

,50000—]

Budapest 11. ker. [}
O{Budapest 06. ker.

S oy
,00000—| Oo o

T T T T
,00000 ,10000 ,20000 ,30000 ,40000
Centered Leverage Value

Erdemes atgondolni, hogy Budaors és Budapest V. keriilet miben térnek el és miben
hasonlitanak:

- A rezidudlisaik nagyok, 2-4 kozotti értékiik azt jelzi, hogy jelent6sen
alulbecsiilte a modell az ott mért dnkormanyzati bevételeket. Itt mas magyardzé
valtozok figyelembe vétele is indokolt lenne.

- Az attétel hatasa egyiknek sem éri el a 0,5-6t, tehat egyik elhagyasa sem
indokolt. De a 0,2 és 0,5 kozotti érték arra utal, hogy a V. keriilet a becslésre erésen
hat.

- a Cook-tavolsag csak az V. keriiletre magas. Ha elhagynank az V.
keriiletet a regresszios becslés soran, akkor a 49 pontbol készitett regresszios becslés
jelentdsen eltérne az 50 pontbol szamolt modelltdl.

e) A ,keriilet” statusz valtozé dummy-ként szerepelhetne a modellben, de nincs
szignifikans szerepe, ezért nem keriilt bevondasra. Ez azt is jelenti, hogy a keriiletekre
és az agglomeracié telepiiléseire nem egymassal parhuzamos modell illeszkedik.

Az adatallomany két része homogén, k6zos — linearis — tendencia jellemzi a harom
valtozo kapcsolatat, amint ezt a 3D-s pontdiagram is mutatja.
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Onkormanyzatibev

4. feladat

Ha Kkiilon illesztiink linedris regresszios modellt a 23 keriiletre és a tobbi 27
falura/varosra, nagyon eltérd regressziés modelleket kapunk. A szamitasokat két
uron végezhetjiik el:

i) A regressziés modellezésen beliil Selection: Keriilet=1 (majd 0) beallitassal
futtatva mind a kivalasztott, mind a masik almintara elkésziil a becslés, ¢s mindkét
részre megkapjuk a fobb statisztikai jellemzdket.

ii) Ha eldre lesziirjiik az egyik almintat, és csak ezt hasznaljuk a regresszios
blokkban, akkor a masik almintara nem kapunk semmilyen eredményt.

Most az i) szerint jartunk el, és két részmodell eredményeit vetjiik 6ssze az a) —b) —
¢) kérdések mentén.
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a)—) Keriileti adatok | Keriileti adatok Agglomeracios Agglomerdcios

Kérdések sajat modellje agglomerdciora adatok _sajét adatok keriiletre
modellje

magyarazo lakasallomany lakasallomany Odavandorlas Odavandorlas

véltozo(k) Epitettlakdsok Epitettlakdsok
Elvandorlas Elvandorlas

modell Tobbszoros Tobbszoros Tobbszoros Tobbszoros

illeszkedése | R=0,851 R=0,854 (1) R=0,939 R=0,522

kilogo V. keriilet Budaérs nincs 13 keriilet

telepiilések

A kilogo keriiletek/telepiilések az adatok kozott nemcsak a felsorolasbol, hanem a
sztenderd rezidudlisok abrajardl is lathato. Itt csak a keriileti adatok modelljébol
szamolt rezidudlisokat mutatjuk be, de mindkét almintira. Lathat6, hogy az
agglomeracio telepiiléseire hatarozottan novekednek a rezidualisok, tehat ott tovabbi
magyarazé valtozok bevonasa indokolt. Ez teljesiil is, hisz az agglomeraciora
illesztett modellben 3 magyardzé valtozo szerepel. Ugyanakkor 3 harom valtozos
modellben a vandorlasi mutatok VIF-értéke 40 feletti és a kondicids index 26,687, a
multikollinearitas tehat tal erésen van jelen.

Mindent Osszevetve a két alminta
egyiittes kezelésével statisztikai értelemben jobb modellt kaptunk.
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5. feladat

a) Csak konstansban eltér6 modellt illeszteni két almintara ugy lehet, hogy az
almintat azonosito dummy (d= 0 vagy 1) valtozét a modellbe bevonjuk. Igy
y=b, +bx+b,d azalapmodell lesz, ha d=0. Mig d=1-re b,—vel magasabb vagy
alacsonyabb értéket becsliink b, eldjelétdl fiiggden.

b) Ha magas a kondicids index, akkor a regresszidos modell helyett faktor (vagy
fokomponens) elemzés alkalmazasa indokolt. De legyiink tudatdban annak, hogy ez

is a valtozok szoros linedris kapcsolatara épit. Nem linearis kapcsolat esetén elézetes
linearizal6 transzformacio indokolt.



5. Logisztikus regresszio

A linedris regresszio targyalasa sordn éppen csak utaltunk a nemlinedris regresszio-
ra. Mi ennek az oka? Az, hogy a nemlinedris jelleg szamtalan fliggvényformat takar.
Tovabbi modszertani eldgazast jelent az, amikor az y fiiggd valtoz6 nem folytonos,
hanem két vagy tobb kategoridval rendelkezd valtoz6. Ha ilyen elemzési feladat
adodik, akkor hasznalhatjuk a kereszttdblat, vagy a kereszttablara illeszthetd
loglinearis modellt”. Ez — éppugy, mint a linedris regresszioszamitas — is az
altalanositott linearis modell csalad (GLM) specialis esete.

Ebben a fejezetben egy tovabbi GLM modellt, a logisztikus regresszios modell-
csalad legegyszeriibb modelljét, a binaris logisztikus regresszidt, az un. logit modellt
targyaljuk. A modszer fontossagat, alkalmazhatosagat az utobbi években megjelent
szamos cikk’® is bizonyitja.

A logisztikus regresszio alkalmazasi céljat tekintve az osztalyozo eljarasok”’ kozé
sorolhatd,

mert akkor hasznalhatjuk, ha eldre definialt, egymast kolesdondsen kizard csoportok
egyikébe soroljuk be a megfigyeléseket a magyarazo valtozokbol nyert informacid
alapjan. Ha az eredményvaltozonak tobb Ilehetséges kimenete van, akkor
multinomialis logisztikus regressziordl beszéliink. A logit modell akkor

5 Ezt részletesen targyalja: Fiistos-Kovics-Meszéna-Simonné (2004): Alakfelismerés c.
konyve.

7 Hunyadi Laszl6: A logisztikus fiiggvény és a logisztikus eloszlas, Statisztikai Szemle
2004.10-11.

Hajdu Otto: A csédesemények logit-regresszidjanak kismintas problémai Statisztikai Szemle,
2004. 4. .

Fiilop Péter: A binaris logit modellek hasznalatanak és tesztelésének eszkozei, Statisztikai
Szemle 2002. 3.

Bartus Tamas: Logisztikus regresszids eredmények, Statisztikai Szemle 2003. 4.

Gray R.-Kovécs E.: Az altalanositott linearis modell és biztositasi alkalmazasai, Statisztikai
Szemle, 2001. 8.sz.

" A Klasszifikacios méodszerek koziil foglalkozik ez a konyv a Klaszterelemzéssel (3. fejezet)
¢és a Diszkriminancia elemzéssel (7. fejezet). Klaszterelemzést akkor végziink, ha ismeretlen
kategoria hatarok mellett tarjuk fel a belso struktirat. A diszkriminancia elemzés a logisztikus
regressziohoz hasonld feladatok megolddsara — szamos elofeltevés teljesiilése esetén —
alkalmazhat6. A logisztikus regresszioval végzett diszkriminalast akkor érdemes valasztani,
ha a valtozok egyiittes eloszlasa nem tekinthetd normalisnak, és a variancia-kovariancia
matrixok nem egyenl6k.
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alkalmazhat6d, ha az eredményvaltozonak csak két, egymast kolcsondsen kizard
kategoriaja van.

5.1. A logit modell és az indulo adatok

Az eredményvaltozo, Y (response, fiiggd valtozo) 0-1 értéki binaris valtozo, amely
tobbek kozott azt fejezheti ki, hogy

e ahitelt felvevo ligyfél csddbe jutott vagy torleszt,

e az iigyfél felmondta-e a szerz6dését, azaz lemorzsolddott vagy eléfizetd
maradt,

e apaciens felgyogyult vagy nem élte tul a balesetet,

e cgy jatékterembe belépd személy kockaztatott vagy nem jatszott stb.

A magyarazd valtozok kozott lehetnek nomindlis, ordindlis vagy magasabb
(intervallum és arany) skalan mért valtoz o6k is. A nominalis vagy ordinalis szinten
mért x valtozok lehetséges értékei (szintjei) koziil egyet (altalaban az elsét vagy az
utolsot) rogzitjiik, ezekhez viszonyitva becsiiljiik a fliggd valtozora gyakorolt hatast.
A magyarazo valtozok szintjeinek kombinaciot is rogzithetjiik (P1. 1500 cm3 alatti
autdt vezeto férfi), ezek a kovariansok.

Az y eredményvaltozo kategoridinak bekovetkezése (pl. y=1, a cs6d el6fordulasa) az
X magyarazo valtozokbol (jovedelem, életkor, eladosodottsag) nem becsiilhetd a
hagyomanyos legkisebb négyzetek modszerével az y = f, + fx linedris regresszios
modellel az alabbi okok miatt:

A dichotom y nem normalis eloszlasu, hanem Bernoulli B(1,p) eloszlast kdvet. Az
y=1 bekovetkezésének a valoszinlisége p. Varhatd értéke: E(y)=P(y=1)=p ¢és
varianciaja: Var(y)=p(I-p). 1gy a variancia a p val6sziniiségt6l fligg, nem konstans.

A magyardzd x valtozd egy egységnyi valtozasa nem a teljes tartomanyon
eredményez azonos valtozast y értékében.

A linedris regresszidval becsiilt érték nem feltétleniil esik a [0;1] intervallumba,
pedig az y=1 bekovetkezésének valdsziniiséget becsiiljiik.

Az emlitett problémak megoldasa érdekében a Cox’® (1970) éltal javasolt logit
transzformaciot alkalmazunk, hogy a becsiilt p érték a [0;1] tartomanyban maradjon,
és ne novekedjen/csdkkenjen a ,,széleken” til gyorsan, ugy, mint ahogy ez a linearis
regresszidval torténd becslésnél el6fordul.

A logit transzformacio azt jelenti, hogy a fiiggd valtozd helyett a hitel vissza nem
fizetés valdszinliségének (p) és a torlesztés valdszinliségének (/-p) hanyadosat
logaritmaljuk, és erre illesztiink (5.1) szerint (itt egyvaltozos) linedris modellt:

® Cox D.R. 1966-ban irt elészor a logisztikus kvalitativ fliggd valtozok elemzésérél. 1970-
ben pedig ,,Analysis of binary data” cimen kdnyvet is publikalt a témaban.
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1og(ij = logit(p) = B, + B,x
1 , (5.1

ahol p/(1-p) az odds™, és ennek logaritmusa, azaz az esély logaritmusa a logit.

5.2. A logit modell paramétereinek becslése

Az (5.1) egyenletben harom ismeretlen van: p, 5 és f; .

Hogyan becsiiljiik annak valosziniiségét, hogy az ligyfél hitelképes, és a modell
alapjan inkabb a hitelképesek csoportjaba soroljuk-e? Altalanosan megfogalmazva
az Y kimenet elérejelzése, azaz az ligyfél klasszifikacidja hogyan végezhet6 el?

Mivel az y ecloszlasa ismert, esetiinkben Bernoulli eloszlasi, a mintabdl a
legvaldszeriibb — Maximum Likelihood (ML) — becslést készitjiik el.

Elsé [épésben tekintsiink el az x adatoktél, még csak az y=1 és az y=0
bekovetkezések gyakorisagat ismerjiik. Likelihood fliggvényt irunk fel (5.2) szerint
a B(1,p) eloszlasu valtozora:

1p)=TT(py -(1=p "
i1 (5.2)

Ennek logaritmusat derivaljuk p szerint:

InL=) yInp+> (1-y)n(1-p)
i=1 i=1

dinL _ zyi _Z(I_yi) -0
dp p l-p

Mivel az n szamu megfigyelésbdl k esetben y=1 és (n-k) esetben y=0 kovetkezett be,
az Osszegzésben Xy=k és 2(1-y)=n-k irhato. Ekkor k/p=(n-k)/(1-p), amit rendezve
k=np adddik, azaz a relativ gyakorisaggal torténd becslés formulajat kaptuk:

- Ve
72 (5.3)

Ha tehat x magyarazo valtozot nem vonunk be a modellbe, a kockazat (cséd) becsiilt
valdsziniisége példaul n=25 és k=15 esetén P(y=1)=15/25=0,6 lesz. A klasszifikaciot
ugy végezzik, hogy akire ennél nagyobb valészinliséget becsliink, azt a

7 Az ,o0dds” a szotar szerint »valoszinliség”, de ez a forditas nem helyes, mert a két
valészinliség hanyadosa egynél nagyobb is lehet. A tovabbiakban az ,,odds” szo6t hasznaljuk,
vagy esélynek forditjuk.
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kockazatosak” kozé soroljuk, mig a 0,6 alatti értékliek a masik kategériébago
keriilnek.

Ezt az eredményt Ugy is értelmezhetjilk, hogy minden egyes x értékhez (pl.
életkorhoz, jovedelmi kategdriahoz, eladosodottsagi ratahoz) egyetlen kdzos p; =7
valdszintiség tartozik.

Ez a feltevés a gyakorlatban altalaban nem igaz. A p; valdsziniiség valtozik, ha az x;
magyarazo valtozok értékeit figyelembe vessziik. Tipikus példaként emlithetd a
halalozasi (gx) vagy az életben maradasi (px) valosziniiség. Mindkettd fligg az
¢letkortol, életmodtol, vagyoni helyzettdl stb.

Ha a bekovetkezési valoszinliség becsléséhez a magyarazo valtozokat is bevonjuk a
logit modellbe, az ML becslés joval komplikaltabba valik.

Az esélyek logaritmusa, a log-odds lesz az x magyarazd valtozok linearis
figgvénye:

In(odds) = ln[ P ): logit(p) = By + Byx, +...t B,X,
1-p (5.4)

vagy

odds = [ILJ — exp(fBy + Bix, +..¥ B, x,) = 2
P

(5.5)

Ebbdl kapjuk a becsiilt feltételes valoszintséget:

e
A D _ (l—p) _ e
p_ - - ﬂTx
l—p+p 1+% y lte
- P (5.6)

A regresszios paraméterek becsléséhez az (5.7) szerinti likelihood fiiggvényt irjuk
fel, és az (5.6) szerinti becslést behelyettesitve kapjuk (5.8)-at:

L(by,by b, )= [Py )Y (1= p, )7
- (5.7)

% Bz a k/n érték lehet beallitva wcut-value”, azaz dontési kiiszobértéknek a
futtatasban. A szamitogeép alapbeallitasaban ez .
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Vi 1=y;

eXP(ijxij) 1
ub)=11 1+exptzb_,xg/) ' 1+exp(D b,x;)

(5.8)

Ha csak egyetlen x valtozonk van, akkor két paramétert (by és b;) becsliink. Mivel a
b becslésekre nincsen explicit formula, a szamitdgép szamos by és b; értékpart
behelyettesit, hogy megtaldlja azt az értékpart, amelyre az L(b) a maximumat
felveszi. Ez az iterativ Newton-Raphson eljaras.

A becsiilt b paraméterek felhasznalasaval (5.9) egyenletbdl (5.10) szerint kapunk
becslést p-re:

logit(p,) = bo+ b1 x;

(5.9)
[; . 1
1+ e Potm™ (5.10)
Ha x=0, akkor (5.11)-bdl belathato, hogy a becsiilt érték 0 és 1 kdzott van:
" 1
l+e ™ (5.11)

A logisztikus gorbe nyujtott S-alakjat a b; eldjele hatarozza meg. Ha b;>0, akkor
emelkedd az S-gorbe, és a by a ndvekedés sebességét fejezi ki. Ez a hatas parcialis és
additiv.

Ertelmezni az exp(b;) kifejezést szoktuk, ami azt mutatja meg, hogy az x egy
egységnyi novekedése hanyszorosara valtoztatja meg az esélyt, az odds-t. Ez a hatés
parcialis és multiplikativ, amint ezt (5.12) mutatja.

odds = [1pj =exp(f, + fi(x,+D+...+ B, ,x,) = e . el
p

(5.12)

Ha b;>0, akkor exp(b;)>1, az esély novekedik, mig b;<0 esetében exp(b;)<I, ami
csokkenti az esélyt. Ha b;=0, akkor az esélyhanyados értéke 1, vagyis x valtozdsaval
aranyosan valtozik az odds.

A b; kozvetlen értelme az esélyhanyados logaritmuséahoz kapcsolhato:

p(x+1)
A_”(“l)) —1og—PED__10g PO (i (4 1)) = (b, +bix) = b,

log| g g
p(x) 1- 1 1-
- po el
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Ha b;>0, akkor a hanyados is nagyobb egynél, az x novekedésénél jobban nd az
esély. Mig ha b;<0, akkor az esélyhanyados kisebb egynél, az x novekedéséhez
csokkend esély tartozik.

Tovabbi érdekes kérdés, hogy milyen x érték mellett adodik 2 valoszinliség, azaz
mikor lesz teljesen bizonytalan a helyzet (és hasznalhatatlan a modell)?

" 1
P = 1_|_e—(b0+bIX)

—(by +b;x)
—12, ha € =l

Az egyenldség akkor teljesiil, ha a kitevé nulla. Ez két esetben allhat fenn, ha x= -
by/b;, vagy ha by=b,;=0.

A statisztikai becslést altalaban koveti a konfidencia intervallumok felirasa,
nullhipotézisek felallitasa és tesztelése.

Az (l-a) megbizhatosagi szinthez tartozé konfidencia intervallumokat tobb
magyarazé valtozot tartalmazo logit modell egyiitthatoira irjuk fel. Az x; egységnyi
valtozasanak hatasa két alakban is vizsgalhato:

- b, tz,,se,
a) a logit valtozasara: / ar25€( ])’

b) az odds-ra pedig: e 2/ * Zar25¢(P;) (5.13)

Mivel az értelmezésben is Kkitiintetett szerepe van exp(b)-nek, a konfidencia
intervallumot® is (5.13) szerint érdemes vizsgalni. Ha az intervallum tartalmazza az
egyet, akkor az x valtozo hatasa nem szignifikans.

A logit modellben az egyiitthatokra felirt nullhipotézist parcialisan teszteljiik. A
regresszios modellhez hasonléan Hy: B; =0 hipotézist vizsgaljuk. Nagy mintara a
z=by/se(b;) hanyados sztenderd normalis eloszlast kovet. Itt egy- és kétoldali
alternativ hipotézist is vizsgalhatunk.

Csak kétoldali alternativ hipotézist (Hy: 5; #0) tesztelhetiink a Wald-statisztikaval
(W), ahol: W=z2? , és ez 1 szabadségi foku khi-négyzet eloszlast kovet.

Ha z és W ,nagy” és mellette az empirikus szignifikancia szint p <0,05, akkor x;
hatéasa szignifikans, Hy-t elvetjiik.

5.3. A logit modell illeszkedésének josaga

A modell josaga tobb tényezd egylittes elemzése alapjan allapithatdé meg. El6szor
parcialisan vizsgaljuk a modellt. A téves besorolasnal megkapjuk a reziduélisokat. A
rezidudlis az eredeti y=1 esemény p valdszintlisége €s a becsiilt p,, eltérése: e, = p-py.

81 Az SPSS outputjaban ezt kiiln kell kérni.
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Az (5.14) szerinti sztenderdizalt rezidualisok
_ P~ Dy
\/pb(l_pb)/n (5.14)

z

nagy megfigyelésszam (n>30) mellett sztenderd normalis eloszlast kdvetnek,
négyzetdsszegiik khi-négyzet eloszlast lesz.

A modell egészét tobb mérdszammal is tudjuk mindsiteni. A globalis mindsitéshez a
klasszikus illeszkedésvizsgalatot a Pearson-féle khi-négyzet teszt-fiiggvénnyel
végezhetjiik el.

Az illeszkedés vizsgalat tovabbi mérdszamai koziil a Lagrange-multiplikator (score)
a Pearson—féle khi-négyzet elv alapjan szamolhatd, a megfigyelt (f) és a vart (np)
gyakorisagok sztenderdizalt eltérés-négyzetosszege:

ZZ — Z (.f;c _nxpxb)2
x " DPxp (1 _ pxb) (515)

Ha egy kovarians valtozo kategoriaira nem teljesiil az, hogy a becsiilt gyakorisagok
nagysaga legalabb 6t, akkor Hosmer-Lemeshow tesztet kell alkalmazni, hogy
megallapitsuk, szignifikdns-e a megfigyelt és a vart gyakorisagok eltérése. A
szamitogép akkor is elvégzi ezt a homogenitasvizsgalatot, ha kell6 szamu
megfigyelés esik egy-egy kategoridba, ezért roviden attekintjik a Hosmer-
Lemeshow teszt 1épéseit.

A binaris (y) valtozora és a becsiilt (p) valoszinliségekre 2xg méretli kereszttablat
készitiink. Altalaban g=10 sort, azaz deciliseket hatarozunk meg.

A becsiilt valoszintiségeket novekvo sorrendbe rendezziik és decilisekre bontjuk.
Osszegiiket decilisenként osztjuk a decilis elemszamaval (s~n/10).
A masodik tag komplementerét vessziik minden decilisre: 1-Zp/s.

Megfigyelt (M) és vart (V) gyakorisagok eltérését négyzetre emeljiik, és a nevezében
a masodik tag komplementere is szerepel:

=S M-vy (-3 pls)

A fenti 0sszeg khi-négyzet eloszlast kovet. A teszt kritikus értéke g-2 szabadsagi fok
mellett adodik. A szamitégép az empirikus szignifikancia szint megadasaval segiti a
dontést. Ha ez kisebb, mint 0,05, akkor elvetjiik a homogenitast.

A likelihood arany elven torténd tesztelés azért fontos, mert hierarchikus modellekre
is jol hasznalhat6. Az (5.16) szerint ez azt fejezi ki, hogy egy x magyarazo valtozo
bevonasa javit-e az illeszkedésen ahhoz képest, ha csak a konstans szerepel a
modellben:
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bo

LR =-21n

by

(5.16)

A szamlaloban szerepelhet az indulé modell, a nevezében pedig az Gjabb x valtozok
bevonasaval késziilt — bévitett — modell.

Ebbé] szamolhat6 tobbféle R? mutatoszam is, az egyiket McFadden javasolta:

L)~ (k+1)

El

R* =1

ahol (k+1) az 6sszes becsiilt b paraméterek szama, L(0) pedig a null-modell. Ez a
mérdszam a likelihood fiiggvényben bekovetkezett valtozast méri, ezért kozvetlen —
a linearis regresszids szorasnégyzet felbontashoz hasonld — értelme nincsen.

5.4. A logit modell illesztése az SPSS-ben

Az altalanositott linearis modellek tobbsége, koztiik a logit modell is tobb utvonalon
érhetd el az SPSS-ben. A logit modell becslésének most azt a valtozatat ismertetjiik,
amelyet a regresszios modellezésen beliil talalhato.

Regression /Binary Logistic valasztast kdvetden eldszor a fiiggd és a magyarazo
valtozokat jeldljik ki.

Dependents: y valtozé megadasa (a 0-1 értékpar hozzarendelését az elemz6 donti el,
a becslés az y=1-re késziil)

Covariates: x-ek listdja, itt a valtozok kozotti interakcio is megadhato

Method:

e Enter eljaras: a felsorolt x valtozok mindegyikét egyszerre 1épteti be a logit
modellbe,
e Forward (Conditional, LR ¢és Wald valtozatok): 1épésr6l 1épesre
szignifikans valtozokkal boviti a modellt
e Backward (Conditional, LR ¢s Wald valtozatok): 1épésrdl 1épesre sziikiti a
modellt, ha nem szignifikdns minden megadott x valtozo.
A Iépésenként valasztd eljarasokon belili tovabbi harom Iehetdség koziil
valaszthatunk:

e A Wald teszt értéke szerinti szignifikans valtozd beléptetése (vagy a nem
szignifikans x kihagyasa).

e A likelihood arany (LR) legnagyobb valtozasat eredményezd valtozo
bevonasa/kihagydsa, ahol a maximum likelihood elven becsiilt
paraméterekkel  szamolt LR=-2[InL(redukalt)-InL(teli)] khi-négyzet
eloszlast kdvet, €s a szabadsagi foka a két modell valtozoszama kozott mért
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kiilonbség.

o A feltételes (Conditional) statisztika alapjan torténd valasztas is LR alapon
torténik. De itt a redukalt modellben az egyiitthatok kozotti kovariancidkat
is felhasznalo feltételes becsléssel szamolodnak az egyiitthatok.

Harom tovabbi beallitasi lehetdség kinalkozik még:

a) A ,,Categorical” gomb alatt a magyarazo valtozok, a kovariansok szintjei koziil
valaszthatunk referencia kategériat: az els6 vagy az utolsd6 kategoridhoz
viszonyithatjuk a tobbi kategoérianak a bekdvetkezési valdszinliségre gyakorolt
hatasat.

b) A ,,Save” gomb a Regresszio elemzés (4) fejezetében targyalt opciokhoz nagyon
hasonl6 mentéseket tesz lehetdvé:

Elmenthetjiik a becsiilt valoszinliséget, és a javasolt csoportba sorolast (Predicted
probability, Group membership)

Az egyes valtozoknak a modellre gyakorolt hatasat (Influence) a Cook mérték, a
Leverage values és a DfBeta(s) adja meg, mindhdrom elmenthetd.

A rezidualisok vizsgalatara pedig 6t valtozatban keriilhet sor, mert a sztenderdizalt
¢és nem-sztenderdizalt rezidualisok mellett menthet6 a Studentizalt rezidualis, a logit
rezidualis és a deviancia mértéke is.

c) Az ,Option” megnyomdsaval szdmos tovabbi részeredmény allithatd eld. A
klasszifikaciot mutatd abra, az illeszkedés josagdnak mutatdi, azok a kildgo értékek,
amelyek rezidudlisai 2 szorasnyinal nagyobbak, a modellbeli valtozok kozotti
korrelaciok kérhetdk. Az iterdcid beallitott maximalis Iépésszdma 20, de ez
valtoztathat6. Az exp(p)-ra becsiilt konfidencia intervallum megbizhatdosagi szintje
is eltérhet az alapértelmezésben valaszthaté 95%-t6l. A by konstans is valaszthato
vagy kihagyhatd a modellbol. Tovabba itt talalhaté a dontés kritikus értéke, a
klasszifikacios pont (,,cutoff’)=0,5-re, mint alapértékre beallitva. Ezt akkor
hasznaljuk, ha a véletlenre bizzuk a besorolast, nincs eléztes ismeretiink a csoportba
tartozasrol, vagy egyforma valoszintiséggel eshetnek a megfigyelések az egyik vagy
a masik kategéridba. Az értéket a relativ gyakorisagok ismeretében
megvaltoztathatjuk, és ezzel az osztalyozast befolyasolni tudjuk. A logit modell
alkalmazasakor visszatériink a klasszifikacios pont értékének megadasara.

5.5. LOGIT modell illesztése

Célunk a sikeres repiilés® valdsziniiségének becslése a kiilsé hémérséklet
ismeretében. 23 adatpar all rendelkezésiinkre: a kiils6 hoémérséklet Celciusban és a
sikeres visszatérés vagy a kudarc ténye. A 23 repiilésb6l 7 végzddott kudarccal,

82 Az elemzés a repiilési kudarc egyik okaként az alacsony hémérsékletet tarta fel. De
természetesen a vizsgalat célja lehet az is, hogy mekkora hdmérséklet mellett lehet kellden
magas valosziniiséggel szamitani a sikeres visszatérésre.
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ebbdl a becsiilt valosziniség: 7/23= 0,304. Az 5.1. abra alapjan ez azonban nem
konstans valosziniiség, mert a homérséklet emelkedésével csokkenni latszik a
kudarc. A logit modell illesztésével a becslés soran felhasznaljuk a hémérsékleti
adatokat, és teszteljiik a modell erejét.

0,0 4 oo o oo o o o o o o o

FAILURE

10 12 14 16 18 20 22 24 26 2¢

CELCIUS

5.1. dbra: A sikeres és kudarcos felszallasok a homérséklet fiiggvényében

A 0. Iépésnek nevezi a program azt, amikor még csak — az 5.1. tdblazatban lathat6 —
becsiilt konstans van a modellben, ekkor a valoszintiséget (5.11) szerint kapjuk meg:
~ 1
P=——o5 = 00,3043
1+e , ami éppen megegyezik a k/n=7/23 relativ
gyakorisaggal.

5.1. tablazat: A logit modellbeli konstans és a Wald teszt

Variables in the Equation

B S.E. W ald df Sig. Exp(B)

Step O Constant -, 827 ,453 3,328 1 ,068 ;438

A konstans szerepe a logit modellben a Wald teszt alapjan 5%-os valdsziniiségi
szinten nem szignifikans.

Ebben a 1épésben az esély, azaz a p/(1-p) hanyados éppen exp(-0.827)=0,438, ami
természetesen megegyezik 7/16-dal. A likelihood fiiggvény (5.8) szerint a

[ 0438 T[ 1 T
konstanssal is felirhato: L(0)=L1+0.438 1+0A438 1 =7268*107 .

Ennek logaritmusat (InL= -14,134), majd (-2)-szeresét vessziik, mert ez kovet khi-
négyzet eloszlast.
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Az 5.2. tablazatban haromlépéses iteracid utan -2InL=28,267 talalhato. Ehhez az
értékhez viszonyitjuk a logit modell illeszkedésének javulasat a tovabbi 1épésekben.

5.2. tablazat: 3 lépéses iteracio a konstans becslésére

Iteration Hisfolty

-2 Log Coefficient

Iteration likelihood Constant
Step 1 28,277 -, 783
o 2 28,267 -,826
3 28,267 -.827

a.Constant is

included

in the model.

b.Initial -2 Log Likelihood: 28,267

c.Estimation terminated at iteration num
parameter estimates changed by less

Az 5.3. tablazat szerinti ,,Score” is khi-négyzet eloszlast kdvet és szignifikans
nagysagu, ez jelzi szamunkra, hogy talalhaté még a logit modellbe be nem vont, de
bevonhato (szignifikans hatast) valtozo, ezért folytatjuk az eljarast.

5.3. tablazat: A kovetkezo lépésben bevonhato valtozo

Variables notin the Equation

Score df Sig.
Step O Variables CELCIUS 7,231 1 ,007
Owerall Statistics 7,231 1 007

Az 5.4. tablazatban a Newton-Raphson iteracio 4 1épése soran becsiilt b, és b,
egyiitthatok lathatok. Megallapithatjuk azt is, hogy x bevonasaval nétt a likelihood
figgvény értéke, mert itt a -2loglikelihood= 20,315, és ez az induld 28,267-hez
képest 7,952-vel kisebb.

5.4. tablazat: Az illeszkedés javuldsa

Iteration History -<-9d

-2 Log Coefficients
Iteration likelihood Constant CELCIUS
Step 1 21,185 4,834 -,269
1 2 20,359 6,896 -,380
3 20,315 7,559 -,415
4 20.315 7.613 -. 4138
a. Method: Enter
b. Constant is included in the model.
c. Initial -2 Log Likelihood: 28,267
d Estimation terminated at iteration number 4 bec.

log-likelihood decreased by less than ,010 perce
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Az 5.5. tablazatban az iteracio negyedik 1épésének loglikelihoodja (LL) mellett két
tovabbi mutatot taldlunk. Ezek a regresszié szamitasbol ismert determinacios
egyiitthatohoz hasonlé tartalmuak. A szakkdnyvekben szereplé McFadden-féle R
mutatot (5.17) az output nem tartalmazza. A szakirodalomban® szamos szerzé 6v a
pszeudo-mutatdk direkt értelmezésétdl, f6leg tobb modell kozotti valasztasra lehet
ezeket hasznalni.

5.5.tablazat: A modell ,, determindcios” egyiitthatoi

Model Summary

-2 Log Cox & Snell Nagelkerke
Step likelihood R Square R Square
1 20,315 ,292 ,413

Cox és Snell (5.18) mutatdja kozvetleniil a likelihoodbol szamolhato, €s eszerint
mintegy 30%-ban hatarozza meg a hdmérséklet a repiilési kudarc esélyét:

RCMz:l_[L(O)J ’
L(1)

(5.18)
Cox-Snell mutatdjadt a maximalis értékkel leosztja Nagelkerke. Az igy szamolt
(5.19) egyiitthaté mindig magasabb értéket ad. Itt 41,3%-o0s determinaltsdgot jelez:

2 2 2/n
R} =RZ, /(1-L(0)*'") (5.19)
A becsiilt egyiitthatok outputja el6tt kapjuk meg az osztalyozas josagat, vagyis azt,
hogy a homérsékletet figyelembe véve a repiilések 87%-at helyesen osztalyozza a
modell, amint ezt az 5.6. tablazat mutatja. Az Ssszesitett szazalékot is befolyasolja,
de kiilondsen az egyes kategoriakhoz helyesen besorolt megfigyelések aranya
érzékeny a kiiszobszadm (cut value) beallitasara.

$3Szamos forumon vitatjak, hogy pszeudo-mutatok egyaltaldban értelmezhet6k-e, nem jobb-e
a megfigyelt és a vart gyakorisagokat dsszevetd Hosmer-Lemeshow teszt alkalmazasa.
http:/stats.stackexchange.com/questions/3559/which-pseudo-r2-measure-is-the-one-to-report-
for-logistic-regression-cox-s
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5.6. tablazat: Klasszifikacios tablazat

Classification Table

Predicted
FAILURE Percentage
Observed success failure Correct
Step 1 FAILURE success 16 0 100,0
failure 3 4 57,1
Overall Percentage 87.0

a. The cut value is ,500

A logit modell egyiitthatoi és a tesztek az 5.7. tablazatban talalhatok. Az additiv
hatast kifejez6 b; = -0,481 negativ, tehat a hémérséklet novekedésével csokken a
kudarc logitja. A multiplikativ hatast kifejez6 exp(b;)=0,658 pedig azt jelzi, hogy 1
Celsius foknyi hémérséklet-emelkedés 0,658 szorosara valtoztatja a kudarc esélyét.
95%-0s szignifikancia szinten 0,449 és 0,965 kozotti ez a hatas, tehat biztosan
csokken a kudarc esélye. A hémérsékletet méré valtozo tehat a modellben
szignifikans.

5.7. tablazat: A logit modell egyiitthatoi

Variables in the Equation

95,0% C.l.for EXP(B)
B S.E. Wald df Sig. Exp(B) Lower Upper
Step  CELCIUS -,418 ,195 4,601 1 ,032 ,658 ,449 ,965
1 Constant 7,613 3,933 3,747 1 ,053 | 2025,098

a. Variable(s) entered on step 1: CELCIUS.

A modell alapjan a becsiilt valoszinliség: P(y=1)= 1/(1+exp(-7,613+0,418x)

Ha x= 20, akkor p=0,3221-t kapunk. Ezek a becsiilt valoszinliségek elmenthetdk, és
a rezidualisok is kiszamithatok. Példankban a 18. megfigyelés sztenderd rezidualisa
kiviill esik a (-2;+2) tartomanyon (5.8. tablazat), mert a magas hémérséklet miatt
alacsony valoszintiséget (0,086) becsiilt a modell, de ez kudarcos repiilés volt.

5.8. tablazat: Az outlier megfigyelések listaja

Casewise Lit

Selected | Observed Predicted Temporary Variable
Case Status FAILURE | Predicted Group Resid ZResid
18 S > ,086 | s 914 3,269

a. S = Selected, U = Unselected cases, and ** = Misclassified cases.
b. Cases with studentized residuals greater than 2,000 are listed.
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Végiil a becsiilt valoszintiségeket pontdiagramon (5.2. abra) abrazolva mutatjuk be a
logit modell egyik eredményét: 0,6 ¢és 1 kozotti valoszinliséggel kudarcra
szamithatunk, ha 18 Celsius fok alatti a hdmérséklet, mig melegebb id6ben a kudarc
valdszintisége gyorsan — de nem linearisan — csokken.

1,0
.84
.6«
= 4 ®
= [ J
o
© ®
8 °
S °
_g‘ 2 FAILURE
£ °e
= .
= oo failure
D
ped ® 0
a 0.0 [ ® success
10 12 14 16 18 20 22 24 26 28
CELCIUS

5.2. abra: A homérséklet és a becsiilt valosziniiségek

5.6. Mintamodell a lemorzsoloddsra
A Telco.sav adatallomany lemorzsolodasi (churn) adatait Logit modellel vizsgaljuk.
El6szor a mult havi adatokbol (Frequency funkcioval) a lemorzsolodas gyakorisagat

allapitjuk meg, amit az 5.9. tdblazat mutat.

5.9. tablazat: Lemorzsolodott iigyfelek szama és gyakorisdga

Churn within last month

Frequency Percent Valid Percent Cumulative
Percent
No 726 72,6 72,6 72,6
Valid  Yes 274 274 274 100,0
Total 1000 100,0 100,0

A binaris logisztikus regresszioban fliggd valtozo a ,,churn”, kovariansok pedig az
ugyfelek ,,személyi” adatai. Az alabbi beallitds (PASTE meniipont-sorozat) mellett
illesztjiik a LOGIT modellt:

LOGISTIC REGRESSION VARIABLES churn

/METHOD=FSTEP(WALD) tenure marital income gender longmon age
address employ

/CONTRAST (marital)=Indicator

/CONTRAST (gender)=Indicator

/SAVE=PRED PGROUP COOK LEVER DEV
/PRINT=GOODFIT CI(95)

/CRITERIA=PIN(0.05) POUT(0.10) ITERATE(20) CUT(0.28).
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e A mddszer kivalasztdsanal feltételezziik, hogy az iigyfelek adatai
korrelalnak egymassal, ezért a 8 valtozd kozott szelekciot kériink, a
beléptetés a Wald teszt alapjan torténik.

o Az iigyfél csaladi allapota és a neme kategoria valtozok, ezeket beallitjuk,
és az utolsé kategoriat, mint referenciat adjuk meg. Igy az 5.10. tablazat
szerint a ,,férfi” és a ,,nem hazas” szerepelhetne — ha szignifikans hatasa
lenne — a bevont valtozok kozott.

5.10. tablazat: Kategoria valtozok kodolasa és modellbeli szerepe

Categorical Variables Codings

Frequency Parameter coding
1)
Male 483 1,000
Gender
Female 517 ,000
Unmarried 505 1,000
Marital status
Married 495 ,000

e Az elmentési lehetdségek koziil tobbet is kivalasztunk: (5.6)
alapjan a becsiilt valosziniiség mellé a torlési kategoriat, egyedi
megfigyelések hatasat (leverage ¢és Cook tavolsadg), majd a
devianciat is kérjuk.

e Az egyitthatok becslése mellé az (5.13) szerint a 95%-os
konfidencia intervallumot is kérjiik.

e A besorolasi szintet (cut-value) 0,5 helyett 0,28-ra allitjuk.

Az eredménytablak egy részét rovid értékeléssel egylitt mutatjuk be.

a) A 8 valtozo koziil harom keriilt bevondsra, és igy a modell magyarazo ereje
az (5.19) képlet szerint 23%-os, gyenge-kdzepes.

Model Summary

Step -2 Log likelihood | Cox & Snell R Nagelkerke R
Square Square

1 1020,513* ,143 ,206

2 1004,542° ,156 ,226

3 1000,758° ,159 ,231
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b) A klasszifikacios tabla a harmadik lepesben 66%-0s aranyban ismeri fel a
marad6 tigyfeleket, és 73,4%-ban a lemorzsolodokat. Osszességében 68%-
os az eredetivel megegyez0, sikeres besorolas.

Classification Table®

Observed Predicted
Churn within last month | Percentage
Correct
No Yes
No 478 248 65,8
Churn within last month
Step 1 Yes 74 200 73,0
Overall Percentage 67,8
No 475 251 65,4
Churn within last month
Step 2 Yes 72 202 73,7
Overall Percentage 67,7
No 479 247 66,0
Churn within last month
Step 3 Yes 73 201 73,4
Overall Percentage 68,0

a. The cut value is ,280

c¢) A harom Iépésben bevont valtozokhoz a becsiilt egyiitthatok, azok

sztenderd hibai és a Wald tesztek (szabadsagi fokkal és szignifikancia

szinttel egylitt) kovetik egymadst a ,,Variables int he Equation” tdblazatban.
Az Exp(B) oszlopra irdnyitsuk figyelmiinket, hogy a hatasok irdnyat és

mértékét is értékelni tudjuk.

A magasabb jovedelem valamelyest emeli a torlés esélyét (1,002). mig a
szerz0dés tartama (tenure) 0,962-szeresére, a munkahelyen ledolgozott id6
hossza pedig 0,949-szeresére csokkentik a lemorzsolodast.
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Onill6 munkara javasolt feladatok:

Az ¢letkor, a lakohelyen toltott id6 és a munkahelyen toltott id6 fokomponensét
eléallitva és elmentve kapott PCA-Score szerepeltetheté a LOGIT modellben az
eredeti harom valtozo helyett.

1/a) Vesse Ossze ennek a Logit modellnek az eredményeit a fentebb bemutatott
részeredményekkel.

1/b) ROC gorbe segitségével mutassa meg, hogy a besorolas pontossaga mennyire
tér el.

Megoldas:

1/a) A fokomponens jol értelmezhetd, 70 % feletti informaciosiiritést jelez.
Magasabb score 0,532 és 0,814 kozotti mértékben csokkenti a torlés esélyét. A
jovedelem adat igy nem keriilt be a modellb, ami a kdvetkezd oldalon lathato.

1/b) A két modell AUC értéke 3 ezreléknyi eltérést mutat, a ROC gorbék szinte
egybeesnek.

Area Under the Curve

Test Result Variable(s) Area
Predicted (PCA) probability ,755
Predicted probability , 758

The test result variable(s): Predicted
probability has at least one tie between the
positive actual state group and the negative
actual state group. Statistics may be biased.

ROC Curve
1,0
= Source of the Curve
= = *Predicted (PCA) probability
= Predicted probabkility
0,8
0
E 0,64
=
=
= I
=
[
W g
0,2
0,0 T T T T
0,0 032 04 06 08 1,0
1 - Specificity

Diagonal segments are produced by ties
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Tovabbi feladat:

Mas valtozok bevonasaval keressen magasabb R-négyzetet elérd, és pontosabb
besorolast ado modellt.

5.7. A modellvilasztas grafikus eszkoze

Mivel a szamitogépes statisztikaban is az angol nyelv domindl, szamos olyan
modszer és teszt van, ami eredeti angol nevén valt ismertté. Ilyen a kezdetben jelek
felismerésére alkalmazott ROC-gorbe® (Receiver Operating Curve) és AUC mérték
(AUC=Area Under the Curve) is, amelyek alkalmasak arra, hogy tobb logit modell
koziil a legjobb felismerd képességiit ki tudjuk valasztani.

Kezdetben egy 2x2-es kereszttiblaba rendezziik adatainkat. igy osszevethetd a
kezdeti és a modell altal adott besorolés. A jeldlést neheziti, hogy nem egyértelmd,
mi szamit j6 vagy rossz megfigyelésnek. Ha a szerzodés elmentipontat, torlését vagy
igyfél lemorzsolodast elemezziik, akkor ez iizleti szempontbol nem kedvezd, de
ennek becslésére iranyul a modell. Ezért a tablazatban az ,,1” és a ,,0” kodokat is
feltiintettiik alahuzando, hogy az ,,1” jeliiek helyes besoroldsa, azonositasa a logit
modell célja. A dontések mellett zardjelben az eléforduldsok szamat is megadjuk.
Osszesen a+b+c+d=n megfigyelést sorolunk be.

Tényleges/Dontés | Jo, befogadott (1) | Rossz, elutasitott (0)

Jo, kedvez6 (1) Helyes dontés (a) | Téves dontés (b)

Rossz (0) Téves dontés (c) | Helyes dontés (d)

A ROC-gorbe két tengelyén a fenti négy cellabol két aranyszamot készitiink és
vetlink Ossze.

e Az y tengelyen d/(ctd) arany jelenik meg, ami a teszt érzékenységét méri.
Itt az elutasitott d szama rossz/cs6dos tUgyfelek aranya az Osszes
rossz/cs6dos aranyaban lathato.

e Az x tengelyen b/(atb) arany lathatd. Ez az elutasitott b szamu jokat az
Osszes joligyfél aranyaban méri. Ezt téves riasztasnak is nevezziik.

A dontési tablat a logit modell alapjan kapjuk meg, ami a dontési érték (cut-value)
beallitasatol fiiggden mas és mas lesz. A ROC-gorbe egy-egy pontja azt mutatja

8 Torténelmi érdekesség, hogy a jelfelismerés a II. vilaghabort idején Pearl Harbor 1941-es
megtamadasat kovetden valt sziikségessé. A radarok hasznalatanak célja az ellenséges
repiilék és a sajat repiildgépek altal adott jelek megkiilonboztetése volt. A ROC-gorbe
szélesebb korli alkalmazasa az 1970-es évek oOta jellemzd: kockazatcsdkkentésre, orvosi
tesztek értelmezésére is hasznalni kezdték.
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meg, hogy bizonyos dontési értékhez milyen x=b/(a+b) és y=d/(c+d) szamparok
tartoznak.

Mivel a logit modellben nemcsak folytonos, hanem kategoria-valtozok is
szerepelhetnek, a ROC-gorbe emelkedése sem folytonos, szakadéasok is lehetnek
benne.

A 45 fokos egyenesen az elutasitott rosszak aranya (y) épp megegyezik az elutasitott
jok aranyaval (x), ez a modell hasznalhatatlansagat fejezi ki.

A ROC-gorbe annal jobb modellt jelez, minél gyorsabban és minél magasabbra
emelkedik a 45 fokos egyenes felé. A gorbe alatti teriilet nagysagat a trapezoidokbol
szamolt AUC-mérték adja meg. Ennek maximalis értéke=1.

Tobb modell kozotti valasztasra kivaloan alkalmas az AUC mérték. Hiivelykujj-
szabaly szerint az alabbi kategoridkkal jellemezhetdk a logit modellek:

B 0,90-1 =kivalo

Hm  0,80-0,90 =jo

| (0,70-0,80 = kdzepes

B 0,60-0,70 = gyenge

B 0,50-0,60 = nem alkalmas a modell a megkiilonboztetésre.

A gorbét és a gorbe alatti teriiletet az 5.8. alfejezet példajan mutatjuk be.

A statisztikaban hasznalt els6¢ és masodfaji hiba tartalmilag kapcsolodik a ROC-
gorbéhez, de a ROC-gorbe és az AUC mérték Osszetettebb informaciét adnak, bar
valészinliségi szint nem tartozik hozzajuk. Emlékeztetdiil az elséfaju hiba alfa=c/n,
rosszat befogadunk, mig a masodfaju hiba béta=b/n, jot elutasitunk (~ x tengely).

5.8. Tovabbi logisztikus modellek

Ha a fligg6 valtozonak ketténél tobb kategoridja van, akkor két utat kovethetiink:
a) Visszavezetjiik a feladatot kétkategoriasra tigy, hogy
i) Egy kategoriat megtartunk, a tobbieket 6sszevonjuk.

ii) A k szami kategoria miatt (k-1) dummy valtozot vezetiink be, és k-1
logit modellt illesztiink

b) Multinomialis modellt illesztiink ugy, hogy az egyik kategoriat referencia
kategorianak valasztjuk, és a tobbi (k-1) kategoridval minden egyes fliggetlen
valtozora Osszehasonlitjuk. Egy-egy megfigyelést a legnagyobb valdsziniliségi
kategoriaba sorol az eljaras.
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Alkalmazasi el6feltevése a multinomialis logisztikus regresszidonak sincs, se a
fiiggetlen valtozok normalis eloszladsa, se a szorasnégyzetek egyezése nem
sziikséges.

Gyakorlati feltétel az, hogy a megfigyelések szama tizszerese legyen a valtozok
szamanak, azaz n >10 p.

A Probit modellt is megemlitjiik ebben a részben, bar ez tovabbra is kétértéki fiiggd
valtozot becsiil. A nevét a probability+unit szavak dsszekapcsolasabol kapta, és az
y=1 érték valoszinlisége normalis eloszlast feltételezve hatarozhatd meg.

P(Y=1X)=0(X )

A modellben az x valtozok hatasat kifejezé f egyiitthatok maximum likelihood
elven becsiilhetok.



6. Faktorelemzés

A faktorelemzés harom esetben kiemelten hasznos moddszer. Ezek rovid bemutatasa
mellett példakkal is igyeksziink az olvaso figyelmét megragadni.

a) Latens valtozo eldallitasa

Komplex problémék elemzése a célunk, amikor a vizsgalni kivant jelenség(ek)
kozvetleniil nem is mérhetd(k). A megfigyelt, mérhetd valtozokbol allitjuk eld a
latens (nem megfigyelhetd) valtozokat, amelyeket faktoroknak neveziink. Ilyen
faktor lehet példaul a gazdasagi vagy tarsadalmi fejlettség, a jolét, a telepiilések
vagy a piacok fejlettsége, egy ,méret” vagy egy indexszam, ami tobb
mutatészambol ,keverheté ki”. Ha egy faktor az eredmény, akkor
rangsorolhatjuk is a megfigyeléseinket.

b) Dimenzidcsokkentés

Az Osszes informacid lehetd legnagyobb hanyadanak megérzése mellett
keressiikk a minimalis dimenziészamot, és azokat a faktorokat, amelyek mar
egymasra merleges tengelyeket adnak meg. gy akér grafikusan is lathatova
tehetjiilk a homogén adathalmazt alkotdé megfigyeléseink szerkezetét ebben a
redukalt dimenzioja térben.

c) Fiiggetlen komponensek eléallitasa

Mivel a gazdasdgi és tdrsadalmi valtozok tobbsége erdsen korreldlt, tobb —
egymassal kolesonds kapcsolatban allé — valtozo egyidejli figyelembevétele
nem lehetséges olyan modszerek alkalmazdsakor, amikor a valtozok
fiiggetlensége alapfeltétel. A valtozok koziil néhanynak a kivalasztiasa helyett
képezzilkk az egymasra merdleges helyzetli faktorokat, amelyek fiiggetlen
valtozokként hasznalhatok példaul egy regressziés modellben.

A faktorelemzés tobb modszer dsszefoglalé™ neve. Koziilik a két legismertebbet
targyaljuk részletesebben:

» Fokomponens-elemzés (Principal Component Analysis=PCA)
» Faktorelemzés (Principal Axis Factoring=PAF)

Egy-egy valtoz6 szoérasnégyzetének felbontasakor harom 6sszetevot kiilonboztetiink
meg: Teljes variancia = K6z0os variancia + Egyedi variancia + Hiba variancia

85 A faktorelemzést Gsszefoglaloan hasznaljuk, ahogy a regresszioszamitast is emlitjiik, de
mindig pontositani kell, hogy milyen modellrél van szé.
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A két mddszer dontden ebben a felbontasban kiilonbozik, mert

e Fdékomponenseket készitlink, ha a kozds és egyedi varianciat egyiitt
magyarazzuk, és csak a hibatagtdl vonatkoztatunk el. Ekkor a p szamu
egymassal korreldld valtozé kozotti kapcsolatrendszert vizsgaljuk feltard
szemléletben, és egymassal korreldlatlan valtozokka transzformaljuk az
eredeti valtozokat, de a valtozok kozott ok-okozati kapcsolatot nem
tételeziink fel. A valtozok linearis kapcsolataira épitve keressiik az elére
altalaban meg nem hatarozott szamui ortogonalis tengelyt.

e Faktorelemzést végziink, ha csak a kdzds varianciat modellezziik. Ilyen
alkalmazasok soran statisztikai modell huzodik meg a valtozok
kapcsolatrendszere mogott, tehat megerdsitd elemzést végziink. A hattérben
meghuzodo faktor hatasaként alakul a megfigyelt valtozok értéke tugy,
ahogy az adatallomanyban lathato.

A mobdszercsalad tovabbi eljarasairdl is részletesen ir Fistos-Kovacs-Meszéna-
Simonné (2004): Alakfelismerés cimii konyve.

Bevezeté példaként a f6varos keriileteit és a kornyezé telepiiléseket™ kivanjuk
Osszehasonlitani az életmindség szempontjabol Az 50 megfigyeléshez
rendelkezésiinkre all szdmos valtozo, amelyek egymassal korreldlnak. Az adatokban
»mérethatas” van: ahol tobb a népesség, ott tobb a lakds, de ahova tdbben
vandorolnak, ott tobb az ujonnan épitett lakas is. Ezek a hatasok kolcsondsek, tehat
az ok-okozati irdny nem mindig nyilvanvald. Az elemzés célja most nem egy
kiemelt valtozé megmagyardzasa a tobbivel, mint a regresszidés modellben, hanem
azt keresg;’ik, hogy hany dimenzioban lehet leirni az életmindséget, mint latens
valtozot.

6.1. A fokomponenselemzés

Az eljaras alapgondolata az, hogy az egymassal paronként linearisan korrelald
valtozok egyiittesébol ortogonalis transzformacio révén eldallitjuk a korrelalatlan
fokomponenseket ugy, hogy az els6 néhany komponens leirja a valtozok Osszes
szorasnégyzetének elég nagy hanyadat, és igy alacsonyabb dimenzidba képezhetjiik
le megfigyeléseinket. Ha az induld valtozok kozotti korrelaciok gyengék, akkor az
eredeti valtozokkal tobbé-kevésbé megegyez6 szamu és tartalmit komponenseket
kapunk.

8 A Keriiletek.sav adatbazist hasznaljuk ebben a fejezetben.
87 A példa eredményeit a 6.1.3. alfejezetben kdvetheti az olvasé.
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6.1.1. A f6komponens elemzés matematikai hdttere

Indul6é adatainkat az X matrixba rendezziik, ahol a sorokban n megfigyelés, az
oszlopokban p valtozo talalhato. Hiivelykujj-szabalyként javasolhatd, hogy n> 5p
teljesiiljon.

A f6komponensek négy tulajdonsaggal irhatok le. Egyszeribb a felirds, ha
feltessziik, hogy a p db valtozo centirozott, az eredeti adatok helyett az atlagtol vald
eltérést hasznaljuk.

1) Az y fékomponensek a mért x valtozok linearis kombinacidi, igy az n-elemii

fokomponensek felirhatok:

v, = Xa,, v, = Xa, ..., Y, = Xa,, vagy matrix alakban:

Y =X - A ,ahol az 4 (pxp)-s.
2) A linearis kombinacié egyiitthatéinak négyzetdsszege minden fékomponensre
egy legyen, az elsdre igy irhato fel: QlT ca, =1

3) A fokomponensek variancidja monoton csdkken: Var (y;)>Var(y;)>...2Var(y,)>0
¢s a variancia:

1 1 X'x
Var(y)=—y/y, =—(Xa) (Xa,)= a; ==a, = a/ Sa, > max.

ahol

S: a megfigyelt valtozok pxp-s méretli kovariancia matrixa. Ha feltessziik azt is,
hogy a valtozok standardizaltak, akkor S helyett R korrelacids matrix szerepel.

4) A f6komponensek paronként korrelalatlanok: r(y;, y,)=0
A tovabbiakban az R korrelacids matrixbdl indulunk ki.

A 2) és a 3) tulajdonsag egylitt feltételes szélsGérték feladatot ad, ennek megoldasat
a Lagrange multiplikatorok modszerével végezziik.

L=gf§gl—/11(c_zfgl—1)—>max (6.1)

A parcialis derivaltat egyenl6vé tessziik nullaval:

aLT =2Ra, -24,a, =0
da,

Egyszertsitve és rendezve A, sajatértékil és a, sajatvektoru egyenletrendszerhez
jutunk:

Ra, =2,q, (6.2)
¢s(R=A,E)a, =02
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A homogén egyenletrendszernek csak a nem-trivialis (a#0) megoldasat keressiik.
Ekkor a matrix determinansa zérus:

R-7,E

A pxp méretli matrix determinansanak kifejtésével megkapjuk a p-ed foka polinom
gyokeit, a sajatértékeket, amelyek monoton csékkend sorrendbe rakhatok. Mivel R
matrix szimmetrikus és pozitiv definit matrix*®, a legkisebb sajatérték is nemnegativ:

—0 (6.3)

M2y 2. 20,20

A sajatértékek szorzata a matrix determindnsat adja. Minél kozelebb vannak a
legkisebb sajatértékek a nulldhoz, anndl kozelebb van a determinans értéke is a
nulldhoz.

A sajatértékek 0sszege a matrix nyoma, ezért a korrelacios matrix felbontasakor
D2 A=p (6.4)

P
A kovariancia métrixraz A =00 +..+ o-i teljesiil. Ha a valtozok kiilonbozé

i=1
mértékegységiick voltak, akkor nincs értelme a variancidkat dsszeadni. Ilyenkor
fontos, hogy az adatokat eldzetesen sztenderdizaljuk, vagy a korrelaciés matrix
sajatértékek és a sajatvektorok eltérnek a kovariancia matrix felbontasaval kapott
eredményektél. A két valtozat eredményei egymasbol kdzvetleniil nem allithatok
el6. Ha mégis kovariancia matrixbdl dolgozunk, akkor az alabbiakat tartsuk szem
elott:

Jol értelmezhet6k a komponensek, ha Miért fontos ez?

A skala valtozasaval valtozik a

Minden valtozé azonos mértékegységii. fokomponens.

A nagy szorasu valtozé dominalja a

A valtozok varianciaja kozel azonos. fokomponenst.

Mivel R (és S) szimmetrikus, pozitiv definit matrixok, a sajatértékeik nemnegativok.

A kiilonboz6 sajatértékekhez tartozo a,..., a, sajatvektorok pedig ortogonalisak, és a
2) feltétel miatt egységnyi hosszaak™.

% Az S kovariancia matrix is szimmetrikus és pozitiv definit, ennek S sajatértékei is
nemnegativok.
¥ A normaéltsag miatt csak egy elemzésen beliil hasonlithatoak Gssze a sajatvektorok elemei.
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Ha balrdl szorozzuk az a vektorral a (6.2) egyenletrendszert, akkor 1athatd, hogy a 3)
tulajdonsag alapjan a fokomponens szorasnégyzete a sajatérték:

Ra, =2a, I*a/
al Ra, = Alala)= 2 6.5)

»
Egy fokomponens relativ fontossagit a ﬂj/ 2/1,{ hdnyados mutatja, szazzal
k=1

szorozva szazalékos formaban adhato meg a fékomponens altal hordozott Gssz-
informécio.

A j-edik sajatértékhez a homogén egyenletrendszer megoldasa™ adja a j-edik
sajatvektort, és ezzel eldallithatd a j-edik fOkomponens. A fékomponensek
korrelalatlansagat a sajatvektorok ortogonalitasa biztositja.

A sajatvektorok A matrixaval felirhatd az Osszes megfigyelés szarmaztatott
koordinataja: Y=XA

A fékomponens értéke (score) az i-edik megfigyelés ,,elhelyezkedését” mutatja a j-
edik fokomponens tengelyen:

T
Vi =a;Xx; (6.6)

Osszehasonlithato sajatvektorokat (¢ =component loading-ot, stlyt) kapunk, ha az R
(vagy S) matrix nem egységnyi hosszu sajatvektorait eléallitjuk:

T T
¢; =4 a, amelyre ‘91‘_\/91‘91 _\/’1/‘912/ =4,

vagy masképpen Zc; =4, 6.7)

i=1

A c¢j jelentése: az i-edik valtozé és a j-edik komponens’' kozotti korrelacio,
amelyben a (6.2) matrix-alakjat hasznaljuk fel:

% A sajatvektorok elSjele tetszOleges, mert a homogén linedris egyenletrendszer

megoldasakor van szabad ismeretlen.

ol A korrelacio szamitasakor osztunk az Y komponensek szordsaval, azaz a sajatértékek
gyokével.

A A diagondlis matrix, féatlojaban a sajatértékek szerepelnek. Az X-beli valtozok
sztenderdizaltak, szorasuk egységnyi.
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corr(X,7 )= SV _ooux v )N = LT (X AN = RAN = AN = C
S, n
A C matrix minden eleme korrelacids egyiitthatd, de a C nem korrelacidés matrix,

mivel a féatlojaban az egyesek helyett az azonos indexti valtozo és komponens kozti
korrelacios egyiitthatd szerepel, és a matrix nem szimmetrikus. (6.7) szerint az
oszlopelemek négyzetdsszege a sajatértéket adja. Egy-egy sor elemeinek
négyzetosszege a valtozonak a fékomponensek altal megmagyarazott variancidja,

azaz a kommunalitas:

p
Dei=h}=1 (6.8)
j=1
Fontos kapcsolat van R és C kozott:

R=CC"=414", (6.9)

azaz a valtozok paronkénti korrelacioit tokéletesen reprodukaljak a valtozok és a
fokomponensek korrelacidinak szorzatai, valamint a sajatvektorok és sajatértékek
matrixai. A (6.9)-et ugy is megkapjuk, ha (6.2)-t matrix alakban felirjuk, és jobbrol
szorozzuk:

RA=A4N 14

Mivel az ortogonalis matrix transzponaltja megegyezik az inverzével, a szorzas utan
T & T
R=AAA" =) Aa,a, (6.10
i=1

teljes reprodukciot kapunk, ha az dsszes valtozo mentén p-ig dsszegziink.

A kétféle input matrixot és a sajatvektorok hosszat tekintve a C matrix elemei
négyfélék:

Input matrix / Sajatvektor hossza: a’ a=1 a’a=2
R korrelacids matrix c,j:a,y\//lj ci=ay
S kovariancia matrix ci=ay \/Aj/O'i cii=a;/o;

A korrelalatlan komponenseket tehdt az eljaras végén megkapjuk, de hogyan
val6sulhat meg masik célunk, a dimenzidcsokkentés?

Ha a legkisebb sajatert¢k(ek) nagysaga zérus, akkor a hozza(juk) tartozd
sajatvektort, és igy a fOkomponenst sem allitjuk eld. Altaldban azonban csak
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kozelitik a A-k a nullat, és ilyenkor felvetddik a kérdés, hogy hany fékomponens
kell?

Mivel a variancidk monoton csdkkendek, az elsé k darab komponens nagyobb
hanyadot képvisel az &sszvarianciabdl, mint barmely masik k darab komponens.
Ezért az utolsoé (p-k) komponens figyelmen kiviil hagyasarol donthetiink tigy, hogy

e megadjuk elére a k szdmot,
e az egynél nagyobb sajatértékiicket vesszik,
e meghatarozzuk azt a szazalékot, amennyi informaciot meg akarunk rizni.

Dontésiinknek  természetesen  kdvetkezményei  lesznek. A valtozok  és
fokomponensek korrelacioit tartalmazé C matrix mérete nem p*p, hanem p*k lesz, a
(6.8) szerinti kommunalitasok kisebbek lesznek, mint egy, illetve a (6.9) és a (6.10)
szerinti tokéletes reprodukalas sem valdosul meg.

Ha az egynél kisebb sajatértéket elhagyjuk, az 4 matrixnak is p-nél kevesebb
oszlopa van. Az 0sszegzés i=1-t61 k-ig (k<p) megy, ami nem reprodukalja teljesen a
korrelacios matrixot. A redukalt korrelaciés matrix:

A k
R=> Aa,a (6.11)

i=1

6.1.2. A megvaldsitas lépései az SPSS-ben

Az Analyze/Dimension Reduction/Factor [épésekkel lehet a moddszerek koziil
valasztani és f6komponens-elemzést végezni.**

A valtozék kivalasztasaval kezdjik ugy, hogy torekedjiink az n>5p szabaly
betartasara.

A Selection> meniipontsal egy kategoriavaltozo kijelolésével almintat adhatunk
meg. Ez akkor hasznos, ha azt feltételezziik, hogy az almintdkban mas
faktorstruktara jellemz6. Az SPSS ilyenkor az alminta adatait hasznélva késziti el a
becslést a teljes mintara.

A) Descriptives, azaz leiro statisztikak

E funkcié alatt szamos fontos elokészité eredmény szerepel. A 6.1. tadblazatban
osszefoglaljuk, hogy mit és miért kériink, majd az egyes eredmények eldallitisahoz
sziikséges képleteket (zardjelben a sorszamuk) ismertetjiik.

92 A bedllitasokat az output tablak sorrendjében ismertetjiik.
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6.1. tablazat: PCA leiro statisztikak

Vailaszthaté részeredmények Ertelmezésiik

Egyvaltozos leiro statisztikdk A valtozok eredeti atlaga és szorasa. A magas
relativ szorasra figyelni kell, hiszen homogén
adathalmazbol dolgozunk.

Korrelacios matrix, szignifikancia szintek | Valtozok kozotti linedris kapcsolatok

¢és a matrix determinansa szignifikansak-e? Egyhez kozeli determinans
gyenge paronkénti korrelaciokat jelez. |R|=0
esetén szorosak a korrelaciok.

Korrelacidés matrix inverze Parcialis™ és tobbszords™ korrelacio mérése

Kaiser-Meyer-Olkin mérték (12) Ha kisebb, mint 1/2, a minta nem alkalmas
fokomponens-elemzésre. 0,5-0,7 kdzott gyenge,
0,7-0,8 kozott kozepes, 0,8 felett jo a PCA

Anti-Image korrelacios matrix foatloja MSA?® mértékek valtozonként, az 1-hez kozeli
(13) érték a kedvezd

Anti-Image korr. matrix tobbi eleme A parcialis korrelaciok (-1)-szeresei
Bartlett-teszt (gombolyiiségi) Hy :R=E, a valtozok fiiggetlensége elvethetd-e (a

tobbdimenzios normalitast feltételezi)

khi® — proba (14)

A Kaiser-Meyer-Olkin mérték szamitasakor az egész minta megfeleléségét (MSA:
Measure of Sampling Adequacy) vizsgaljuk. A szamlaloban a kozonséges
korrelaciok négyzeteinek Osszege szerepel, kivéve a foatlobeli egyeseket. A
nevezében pedig ehhez még hozzaadodnak a parcialis korrelaciok négyzetei. (A
szamlaloban p(p-1)/2 tag, a nevezdben p(p-1) tag szerepel.)

KMO= 22’3’12 / ZZI"UZ +22P;;2 (6.12)

i#] i#] i#]

A KMO mérték 0 és 1 kozott lehet. Ha a KMO=1, akkor a parcialis korrelaciok
nullak.

% A parcialis korrelaci6 az inverz matrix foatlobeli elemeibl is meghatirozhat6. Ha az elsd

_ "4

két valtozo kapcsolatabol p-2 véltozo hatdsat kisziirjik: 775,44 p = A— , ahol
491192

q az inverz matrix megfelelé eleme. Ha nem zavaro, akkor a részletes kiiras helyett p;
szerepel.
% Egy tobbszords korrelacio értéke az inverz matrix azonos indexii elemébdl meghatarozhato:

R1.23u_p = 1[1 - l/ql1 , és a mutatd mindig pozitiv.

% MSA: Measure of Sampling Adequacy.
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Az Anti-Image korrelaciés matrix (AIC) f6atlojaban a valtozonként kiszamolt KMO
értékek allnak. A mutaté az i-edik valtozora:

MSA= D rP (D +D ) (6.3)

i#] i#] i#]

A mutat6 nagy értéke fontos valtozot és kozos faktor 1€tét jelzi. Ha kicsi (0,5 alatti)
valamely MSA, akkor a valtozo6 kihagyasaval javithaté a modell.

Az AIC f64atlon kiviili elemei a parcidlis korrelaciok (-1)-szeresei. J6 a faktormodell,
erdsek a kozos faktorok, ha a parcialis korrelaciok nulldhoz kozeliek. Ez azt jelenti,
hogy az egyedi faktorok kozotti korrelacio is kozel nulla.

Hiivelykujj szabaly szerint mindsithetjiik az eredményt, ahogy a 6.2. tablazat jelzi.

6.2. tablazat: A minta megfeleldségének értékelése KMO és MSA mértékek alapjan

KMO és MSA Minosités (és teendo)
értéke
0,9 felett Kivalo, mert kicsik a parcidlis korrelaciok
0,8-0,9 jo
0,7-0,8 kozepes
0,5 felett megfeleld
=0,5 Ha a korrelacios matrix elemeinek négyzetdsszege egyenld a
parcialis korrelaciok négyzetdsszegével. Az alkalmazas kérdéses.
0,5 alatt Elfogadhatatlan a modszer alkalmazasa, mert
e nem elég szorosak a linearis korrelaciok
e  tal magasak a parcialis korrelaciok
(MSA 0,5 alatt: az adott valtozot ki kell hagyni. )

A KMO=0,5 adodhat ugy, hogy megkérddjelezhetd az alkalmazas:

e Ha 0Osszesen két valtozora probalunk fékomponens illeszteni. Ekkor a
parcialis korreldcioban nincs kisziirhet6 valtozo.

o Gépi beallitads miatt (hogy elkeriiljiilk a nullaval val6 osztast) is kaphatunk
ilyen értéket, ha a korrelacios matrix egységmatrix.
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A Bartlett-teszt alapfeltevése az, hogy tobbvaltozés normalis eloszlasu
sokaségbo’l96 vettilk a mintat, és az eredeti valtozok fiiggetlenek, azaz az R=E. Ezt
likelihood-arany teszttel vizsgaljuk, ahol |[R|=ITA;, és Hy: R=E.

)(2 =—a 10g|£| , ahol a = n-1-(2p+5)/6 és a szabadsagi fok=p(p-1)/2  (6.14)

Fékomponens-elemzés csak akkor végezhetd, ha elvetjiik a nullhipotézist, azaz nem
tekinthetOk fliggetlennek a valtozok.

Itt kapjuk meg a kezdeti megoldast. Az eredeti valtozok egységnyi szoradsnégyzete
mellett a fokomponens-elemzéssel kapott (6.8) szerinti # kommunalitasok allnak. Az
i-edik valtoz6 variancidjanak a kdzos faktorok egyiitt ekkora hanyadat magyarazzak.
Felso hatarat csak akkor éri el, ha mind a p db komponenst eléallitjuk:

hi2 = ZCU‘2 <1
J

Az outputok kozott kapjuk meg a (6.9) szerint szamolt reprodukalt korrelacios
matrixot. Ennek f6atlojaban a kommunalitasok (a kozds faktorok altal magyarazott
variancia) talalhatok.

B) Az ,,Extraction” blokkban valasztunk faktorelemz6 eljarast.

A fokomponens elemzés (PCA) az alapmoédszer, és az egynél nagyobb
sajatértékekhez (Kaiser kritérium) tartozo sajatvektorokat allitja eld, ha nem kériink
ok szami faktort. Itt kérhetd a Scree plot”’ abra is. Ez megmutatja, hogy a
sajatértékek nagysaga hogyan csokken. A hirtelen csokkenés utan megallunk, a
tovabbi komponensek elhanyagolhatdo mértékben javitjak a modell illeszkedését. A
kis sajatérték a véletlen hibat méri, nem egy latens k6zds komponens varianciaja. Ha
a valtozok gyengén korrelalnak, akkor nem csokken meredeken a Scree plot, nem
csokken a dimenzid.

C) A ,,Rotation” blokkban rotalt megoldast™ allithatunk el8, ha egynél t3bb
faktorunk®® van.

A faktorok elforgatasa torténhet Ggy, hogy a forgatas utan is merélegesek maradnak,
és ugy is, hogy a faktorok korrelaltak lesznek. Az ortogonalis forgatas biztositja azt,
hogy a faktorok altal nyujtott informacié nem redundans, de a vizsgalt jelenségek
faktorai lehetnek egymassal 6sszefliggdek is.

% Mivel tobbdimenziés normalitasi teszt nincs, legaldbb nagy minta alljon
rendelkezésiinkre!

9 A Scree plot vizszintes tengelyén a faktorok szama, fiigg6leges tengelyén pedig a
sajatértékek lathatok.

% A rotaci6 jelentdségét mutatja be Hajdu Otto cikke a Statisztikai Szemle 2004. X-XI. dupla
szamaban.

% A rotalas a PAF eljaras kozos faktorainak értelmezésekor nagyon fontos.



158 TOBBVALTOZOS ADATELEMZES

Az ortogonalis forgatas egyik valtozata a Kaiser altal javasolt Varimax eljaras. A
kommunalitasok €s a magyardzott Osszvariancia nem valtozik, de a sajatértékek
igen. A ,nagy” loadingok négyzetei egyhez, a kicsik nullahoz kozeliek lesznek a
forgatas utan. Ha B=AT, ahol T a transzformacié ortogonalis matrixa, a Varimax
kritérium felirhato:

2

p p
4 2
ijq N Zb/‘q /p
k Jj=1 j=1
V= Z — max, és k a faktorok szama, k<p.
g=1 p

(6.15)

A ferdeszogli (Oblique) forgatast a Direct Oblimin eljards végzi. Ekkor a
fokomponensek kozotti korrelaciok matrixa nem lesz egységmatrix, és nem adhatéd
meg az, hogy egyes valtozok szérasnégyzetének mekkora hanyadat képviseli egy-
egy faktor.

Ebben a részben kérhet6 a ,,Loading plot”, amely a valtozokat abrazolja a faktorok
terében.

D) Tovabbi eredményeket kapunk a Factor Scores blokkban.

A score egyiitthato-vektor p elemil, a sajatérték gyokébol és a hozzatartozod
sajatvektorbol szamolhatd, minden valtozohoz kiirathato:

ala (6.16)

Az adatallomanyban jelenik meg a faktor score egyiitthatd matrixa, amely mentése
soran harom eljaras'® koziil valaszthatunk. Ha regresszids becsléssel késziil,
értelmezése is a standardizalt regresszios egyiitthatokéhoz hasonld. Ezek adjak a
redukalt dimenzidjii térben az eredeti megfigyelések sztenderdizalt koordinatait,
azaz minden oszlop atlaga 0 és szérdsa egységnyi. A regresszios becslés:R”C,
akkor készithetdé el, ha létezik a korrelaciés matrix inverze. A (6.9) és (6.10)
egyenletek alapjan belathato, hogy R'C= AA™"

A faktor score matrix (n*k) méreti, és elemei: Y,= XAA’”Z, azaz Y fékomponensek
sztenderdizalt értékeit tartalmazzak.

"“Bartlett eljarast és Anderson-Rubin becslést is valaszthatunk, amelyek a

sajatértékek és a sajatvektorok felhasznalasaval adjak meg az eredményt.
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E) Az Options-ban a hianyz6 adatok kezelését, adott szint alatti kis korrelaciok
kihagyasat, és a tobbiek nagysag szerinti rendezését valaszthatjuk.

6.1.3. A PCA eredmények bemutatdsa és értelmezése

Budapest 23 keriilete és a févarost koriilvevd 27 telepiilés 2010-es adataira végziink
fokomponens elemzést. (Kertiletek2010.sav)

Az els6 szakaszban csak négy valtozot hasznalunk. Azt vizsgaljuk, hogy a
lakonépességre vetitett oda- ¢és elvandorlast méré négy valtozd milyen
hatékonysaggal sliritheté-e egyetlen vandorlas komponensbe?

Kérdés: Javul vagy romlik a modell illeszkedése, ha nem létszdmra vetitett
mutatokat hasznalunk, hanem a vandorlast leird eredeti abszolit szamokat?

Vilasz: A mérethatds miatt erdsebbek a korrelaciok, igy az eredeti valtozok jobban
stirithetok egy fokomponensbe. De ne aldozzuk fel a korrekt alkalmazast ennek
érdekében.

Mivel a keriiletek és az agglomerdcié telepiilései eltérd valtozo-struktarat is

mutathatnak, érdemes a relativ szérast ellendrizni a 6.3. tablazatban. Egyik

szoras/atlag hanyados sem kozeliti meg a kett6t, mint kritikus értéket'”".

6.3. tablazat: A négy valtozo statisztikai jellemzoi

Descriptive Statistics

Mean Std. Deviation Analysis N
Odavanperfo ,043197 ,0152623 50
Elvanperfo ,034468 ,0109296 50
AllElvanperfo ,020327 ,0074053 50
Allodavanperfo ,025357 ,0124537 50

A valtozok mértékegységei nem kiilonbdznek, de nagysagrendi eltérések lehetnek,
ezért a 6.4. tablazatban megadott korrelacids matrixbol indulunk. Minden
korrelacios egyiitthatd szignifikans, nem latunk blokkokat a valtozok kozott. Ebbol
feltételezhetd, hogy a négy valtozobol egy fékomponens fog képzddni. A matrix
nulldhoz kozeli (0,002) determinansabdl sejthetd, hogy a sajatértékek hatdrozottan
csokkend sorozatot alkotnak.

191 1 ehet szigortibb (pl. 0,7) kritikus értéket is valasztani, itt ez is teljesiil.
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6.4. tablazat: Az eredeti valtozok korrelacios matrixa

Correlation Matrix®

Odavanp | Elvan | AllElvan | Allodavanp
erfo perfo perfo erfo
Correlation Odavanperfo 1,000 ,877 ,838 915
Elvanperfo ,877 1,000 ,940 ,884
AllElvanperfo ,838 ,940 1,000 ,908
Allodavanperfo 915 ,884 ,908 1,000
Sig. (1-tailed) Odavanperfo ,000 ,000 ,000
Elvanperfo ,000 ,000 ,000
AllElvanperfo ,000 ,000 ,000
Allodavanperfo ,000 ,000 ,000

a. Determinant = ,002

A Kaiser-Meyer-Olkin (KMO) teszt 0,746-os értéke alapjan adataink alkalmasak
fokomponens elemzésre, és a Barlett-féle khi-négyzet teszt alapjan minden szokasos
szignifikancia szinten elvetjik a valtozok fliggetlenségének hipotézisét. (6.5/a.
tablazat)

6.5/a. tablazat: PCA alkalmazhatosagi tesztek

KMO and Bartlett's Test
Kaiser-Meyer-Olkin Measure of Sampling Adequacy. ,746
Bartlett's Test of Sphericity Approx. Chi-Square 280,951
df 6
Sig. ,000

A valtozok egyedi alkalmassagat a 6.5/b. tablazat als6 matrix f6atloja adja meg. Az
egyedi MSA értekek a KMO kériil ingadoznak, egyik valtozé kihagyasa sem
indokolt, mindegyik meghaladja a 0,5 kiiszobot. A féatlon kiviil a parcialis
korrelaciok (-1)-szeresei kaptak helyet.
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0.5/b. tablazat: A valtozok egyedi alkalmassaganak mérése

Anti-image Matrices

Odavanp | Elvan | AllElvan | Allodava
erfo perfo perfo nperfo

Anti-image Covariance Odavanperfo ,127 -,049 ,032 -,073
Elvanperfo -,049 ,087 -,062 ,015

AllElvanperfo ,032 -,062 ,080 -,048

Allodavanperfo -,073 ,015 -,048 ,093

Anti-image Correlation Odavanperfo NAYA -,466 316 -,667
Elvanperfo -,466 ,J755% =737 ,170

AllElvanperfo 316 -,737 ,718% =551

Allodavanperfo -,667 ,170 -,551 , 758"

a. Measures of Sampling Adequacy(MSA)

Ha sztenderdizalt adatokkal dolgozunk, akkor kezdetben minden valtozo
szorasnégyzete egységnyi (Initial), és ebbdl az egynél nagyobb varianciaju, ,,fontos”
fokomponens(ek) bizonyos hanyadot magyaraz(nak) (Extraction), amint ezt a 6.6.
tablazat mutatja. Ha a magyarazott hanyad tulsagosan alacsony lenne'”, akkor a
valtozot célszerli lenne kihagyni a futtatasbol. Példankban mind a négy valtozo
esetében 90% kozeli vagy ezt meghaladd a megbrzott informacio. A négy
kommunalitas &sszege pedig 3,6 felett van, ami eldre jelzi, hogy a teljes megorzott
informacio is 90% felett lesz.

6.6. tablazat: A teljes variancia megdorzott hanyada

Communalities
Initial Extraction
Odavanperfo 1,000 ,894
Elvanperfo 1,000 931
AllElvanperfo 1,000 ,923
Allodavanperfo 1,000 ,933

12 Ha a kommunalitas kisebb, mint 0,25, akkor a valtozé egyetlen faktorral sem korrelal

kozepesen, mert 0,5 = 0,25. A kommunalitis t5bbszoros determindcios egyiitthatoként
értelmezhetd.
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A megmagyarazott variancia hanyada 3,861/4= 92%, igy a négydimenzios térbol
képzett egyetlen komponenssel csak 8%-at veszitjiik el az eredeti informaciobol.
(6.7. tablazat) A masodik komponens joval kevesebb informaciét hordoz, mint egy
eredeti valtozo, mivel variancidja (0,183) kisebb, mint egy. Ha ilyen erés az egyetlen
komponens, amit eldallitunk, akkor fofaktornak is szokés nevezni az eredményt.

6.7. tablazat: A fékomponensek sajatértékei és relativ fontossaguk

Total Variance Explained

Extraction Sums of Squared

Initial Eigenvalues Loadings
% of Cumulative % of Cumulative
Component Total Variance % Total Variance %
1 3,681 92,036 92,036 3,681 92,036 92,036
2 ,183 4,576 96,612
3 ,098 2,448 99,060
4 ,038 ,940 100,000

Extraction Method: Principal Component Analysis.

A sajatértékek monoton csokkend sorozatat mutatja a 6.1. abra. Ha a masodik, és a
tovabbi komponensek csokkenése nem elég hatarozott, akkor az SPSS-ben a
fokomponensek kivant szamat beallitva megismételjiik a futtatast.

Scree Plot

Eigenvalue

6.1. abra: A sajatértékek sorozata

T
2

T
3

Component Number
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Az értelmezés szempontjabol a komponens matrix (6.8. tablazat) az egyik
legfontosabb eredmény. Ez tartalmazza a valtozok és a fokomponens kozotti
korrelacidkat, azaz a C matrix els6 oszlopat. Minden valtozd szorosan és pozitiv
eléjellel korreldl a komponenssel. Ez azt jelenti, hogy a komponens alapjan a
lakonépességre vetitett magasabb oda- ¢és elvandorlasi adatokkal rendelkezd
keriiletek ¢és agglomeracios telepiilések magasabb koordinataval rendelkeznek.
(Nehezebb lenne értelmezni a kétpolusl, pozitiv és negativ korrelaciokat is
tartalmazé komponens jelentését.)

6.8. tablazat: A valtozok és a f6komponens kozotti korrelaciok

Component Matrix®

Component
1
Odavanperfo ,946
Elvanperfo ,965
AllElvanperfo ,961
Allodavanperfo ,966

Extraction Method: Principal Component Analysis.

a. 1 components extracted.

A PCA célja az, hogy az eredeti valtozok kozotti korreldcidkat jol megdrzd, de
kevesebb szamu komponenst allitson eld. Ezért nemcsak a fékomponens(ek)
nagysagat figyeljik, hanem az R reprodukalasanak meértékét is. A 6.9. tablazat
foatlojaban a 6.6. tablazatban szereplé kommunalitasokat latjuk, a féatlon kiviil
pedig a (6.11) szerint szamolt reprodukalt korrelaciok talalhatok. A 6.4. tablazatbeli
eredeti korrelaciok és a 6.9. tablazat fels6 fele kozotti eltéréseket rezidualisként adja
meg a 6.9. tablazat alsé része.

A rezidualisok kozott abszolut értékben a legnagyobb a -0,070, amely arra utal,
hogy az odavandorlas/f6 és az allando elvandorlas/fé kozott mért (0,838) korrelaciot
a fékomponens alapjan némileg feliilbecsiiljiik (0,909). Ez az egyetlen korrelacio,
ahol a becslési hiba meghaladja a 0,05-t. (Ezt a b. jelli megjegyzés is rogziti.)
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6.9. tablazat: A korrelaciok becsiilt értékei és a hibatagok

Reproduced Correlations

Odavanp | Elvanp | AllElvan | Allodavanp
erfo erfo perfo erfo
Reproduced Odavanperfo ,894% 912 ,909 914
Correlation Elvanperfo 912 ,931° ,927 932
AllElvanperfo ,909 ,927 ,923° ,928
Allodavanperfo 914 932 ,928 ,933%
Residual® Odavanperfo -,035 -,070 ,002
Elvanperfo -,035 ,013 -,048
AllElvanperfo -,070 ,013 -,021
Allodavanperfo ,002 -,048 -,021

Extraction Method: Principal Component Analysis.

a. Reproduced communalities

b. Residuals are computed between observed and reproduced correlations. There are 1 (16,0%)
nonredundant residuals with absolute values greater than 0.05.

A faktortérbeli abrahoz ismerniink kell
fokomponens(ek)re, mint tengely(ek)re vonatkozo koordinatdkat a (6.16) szerint
szamolt sztenderdizalt regresszids egyiitthatokat (6.10. tablazat) hasznalva allitjuk
eld. Ha egy-egy telepiilés négy valtozora megfigyelt értékeit behelyettesitjiik az elsé
oszlop alapjan felirhato regresszios egyenletbe, akkor megkapjuk az adott keriilet
vagy telepiilés koordinatajat az elsé6 fokomponens terében.

a telepiilés-score-okat.

Ezeket

6.10. tablazat: A fokomponens egyiitthatok regresszios becslése

Component Score Coefficient Matrix

Component

1

Odavanperfo 257
Elvanperfo ,262
AllElvanperfo ,261
Allodavanperfo ,262

Extraction Method: Principal Component Analysis.

Component Scores.
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Mivel a fokomponens atlaga zérus, a pozitiv koordinatdk ,nyitott” telepiilést
jeleznek, ahol oda- és elvandorlas is jellemzd, mig a negativ értékek a lakonépesség
aranyaban ,,zartabb” telepiilésekhez tartoznak.

Osszegezve a szamitdsokat egy nagyon erds vandorlasi komponenst kaptunk, amely
az informacid 92%-at megérzi. A fOvarosi keriiletek és a Budapest kozeli
telepiilések részletes vandorlasi adatai helyett ez az egyetlen adatsor is hasznalhat6 a
tovabbiakban.

6.2. A faktorelemzo modszercsalad tovabbi eljarasai

Ha az Analyze/Dimension Reduction/Factor uton elindulunk, az ,,Extraction”
részben valaszthatunk masik eljarast.

Eddig az alapvaltozatot, a fokomponens elemzést (PCA) ismertiik meg. Ekkor azt
tételezziik fel, hogy a korrelacios matrixot tokéletesen reprodukalni tudjuk az R=
AAAT=CC" szorzattal, ha a valtozokkal megegyezé szamu fékomponenst allitunk
el6, azaz Y=XA, ahol Y és X (nxp)-s matrixok, A, A és C pedig (pxp) méretlick.

A tokéletes reprodukcié nem kizarolagos cél, és nem is mindig redlis elvaras. Ha
csak néhany kozos faktort tételeziink fel, amelyekkel leirhatok a valtozok, akkor
mas eljarast valasztunk.

Legkisebb négyzetek médszerének (LKNM) sulyozatlan és stlyozott valtozatat
hasznalhatjuk, ha a faktorok szama adott, és keressiik azt a faktorstruktarat, amely
minimalizalja a megfigyelt és a reprodukalt korrelacios matrixok kozti p(p-1) eltérés
négyzetdsszegét. Csak a diagonalis elemeken kiviili eltéréseket mérjiik. A sulyozott
LKNM-ben a korrelaciokat a valtozok egyediségének'” reciprokaval sulyozzuk.

Maximum Likelihood (ML) faktoreljarast valaszthatunk, ha a valtozok
tobbdimenzios normalis eloszlast kdvetnek, és a megfigyelt korrelaciés matrix a
populécié korrelacidos matrixanak ,legvaldszeriibb” becslése. Itt is az egyediség
reciprokaval sulyozunk, és iteracidval kapjuk a megoldast. Adott k faktorszam
mellett tesztelni kell az illeszkedés josagat. A k-faktoros modell josagat mérd
statisztika (képlete: 7 . In 1AQ /| R| ) nagy minta esetében khi-négyzet eloszlast kovet.

J6 az illeszkedés, ha a probafiiggvény szignifikancia szintje magas. A 0,05 alatti
alacsony szignifikancia szint esetén (k+1) faktorra megismételjiik a futtatast. A
faktorok szama nem haladhatja meg azt a legnagyobb egész szamot, amire teljesiil a
kovetkezd egyenlStlenség: k<1/2(2p+1-(8p+1)"?

Principal-axis factoring (PAF): Fofaktor modszer a fékomponens elemzéshez
hasonl6 elvet kdvet, de az induld korrelacios matrix diagonalisaiban allo egyeseket a
becsiilt kommunalitasokkal cseréli ki. Ezt a redukalt korrelacios matrixot veti ala
sajatérték-sajatvektor felbontasnak. A kivant szamu faktor eldallitasa utan becsli a

19 Boyediség=1-kommunalitas
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faktormatrixban a ,loading” sulyokat, ebbdl Gjrabecsli a kommunalitasokat, és az
iteracio addig folytatddik, mig két egymast kovetd eredmény mar csak minimalisan
tér el. Ezen eljaras soran tobb matematikai probléma vetddik fel, melyeket a modell
ismertetése soran targyalunk.

6.2.1. A faktorelemzés modellje

A centirozott (atlagtdl valo eltéréssel megadott) megfigyelések matrixa felirhat6 a
kozos faktorok linearis kombinacidja és az egyedi faktorok dsszegeként:

X=FL"+H, melyben (6.17)
- X mérete (nxp), ahol n a megfigyelési egységek és p a valtozok szdma
- F (nxk)-s, ahol k a k6z6s faktorok szama (k< p)
- L (pxk)-s, a faktorstlyok matrixa (loading)
- H (nxp)-s egyedi faktor, hibatag matrix.
Feltevések:
- A faktorok linedrisan fiiggetlenek

F'F/n=E, ahol E egy (kxk)-s egységmatrix (6.18)

- A kozos faktor és a hibatag korrelalatlan: F'H=H'F=0 (6.19)
- A hibatagok fiiggetlenek, azaz variancia-kovariancia matrixuk (pxp)-s
diagonalis matrix: HTH_/n:Q2 (6.20)

A megfigyelt valtozok korrelacidés matrixat (6.17) alapjan felbontjuk, és a (6.18)-
(6.20) feltevéseket felhasznalva a faktorelemzés alapegyenletét kapjuk:

R=X'X/n=1/n(EL'+H)"(FL'+H) = LL"+ U’ (6.21)

Ha a korrelacios matrix diagonalis elemeibdl levonjuk a hibatagok varianciait, a
valtozoknak a kdzos faktorok altal magyarazott részét, a kommunalitasokat kapjuk.

Az U’ ismeretében az R-U’ redukalt korrelacios matrix sajatérték-sajatvektor

felbontasat kell elvégezni:

Re=LL" (6.22)
A hibatagok variancidja (U° féatloja) altalaban nem ismert, értékét a tobbszoros
korrelacios egyiitthatd komplementereként becsiiljiik, vagy a kommunalitasbol
szamoljuk: u; =1-h} (6.23)
Mivel altaldban a kommunalitdsokat sem ismerjiik, alapértelmezés szerint a
tobbszords korrelacios egyiitthatd négyzete adja a kommunalitds becslését.

Hasznalhato a PCA futtatasaval kapott kommunalitas is, vagy a korrelacios
matrixban szereplé maximalis paronkénti korrelacios egyiitthaté abszolut értéke.

A (6.22)-ben felirt redukalt korrelacios matrix sajatérték-sajatvektor felbontasakor:
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Ry =LL'=VAV" (6.24)

irhaté fel, melyben a J a sajatvektorok matrixa, A pedig a sajatértékek diagonalis
matrixa, ésigy L=VA'? all fenn.

A faktorok forgatasa (rotacidja)

Legyen T az ortogonalis transzformaci6é matrixa, melyre T "T=T1T" =E

Az L faktorsuly matrixot barmelyik eljarassal (PCA, PAF, ML,...) allitottuk eld, a
rotalas hatasara: L*=LT lesz. De Rred=LLT= LTTTLT =L*L*T fennall, azaz a
redukalt korrelacios matrix ¢és féatlojaban a kommunalitdsok valtozatlanok
maradnak.

Kétdimenzids térben az ora jarasaval egyezO forgatast eredményez az alabbi
transzformacios matrix:
cosa sina
T= .
- —sina cosa

A fékomponens elemzéstdl eltéréen a faktorelemzésnek nem mindig van megfelelé
megoldasa, mert a redukalt korrelaciés matrix nem pozitiv definit.

e Csak a pozitiv definit matrixra teljesiil az, hogy minden sajatérték nem-
negativ. Ezért a faktorelemzésben a sajatértékek kozott negativok is
lehetnek, ezek pedig nem megfeleld megoldasok, mert a sajatértékek a
faktorok varianciait fejezik ki, amelyek biztosan nem-negativ értékek.

e Tovabbi problémat okoz az, hogy ha vannak negativ sajatértékek is, akkor
az els6 néhany nagy pozitiv sajatérték O0sszege nagyobb lehet, mint a
redukalt matrix nyoma, azaz a diagondlis elemek Osszege. Ilyen esetben
ugy tlinhet, hogy a dimenzidcsokkentés utan megérzott informaciod
meghaladja a 100%-ot.

e Problémat okozhat az is, ha a (6.21) alapegyenlet megoldasa soran kapott
eredmény nem teljesiti a valtozo és a faktor kozti kapcesolat szorossagat
méro korrelacios egyiitthatokkal szembeni elvarasokat, és/vagy a hibatag
variancidjara negativ érték adodik.

Az emlitett problémak el6fordulasat kis mintapéldan mutatjuk be.

Harom valtozonk korrelaciés matrixa legyen a kovetkez6:

1 09 0.7
R=109 1 04
0.7 04 1

¢és k=1 faktort tételeziink fel, azaz az F' matrix (nx1)-s vektor, az L pedig 3
elemi vektor.
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A megfigyelések (nx3)-s méretii X matrixa tehat oszloponként igy irhat6 fel:
X;=1,F;+h; ,aholi=1,...n
Xo=0LF +hj
Xs=0LF +h;

A loadingok és a hibatagok a (6.21) alapegyenlet értelmében egyenlk a
korrelacids matrix elemeivel az alabbiak szerint:

1=07+u] 09=11, 07=11
1= +u*>  04=11

l=l32 +u’s

Ha a 0,7 és 04 korrelacios egyiitthatokra felirt egyenleteket elosztjuk
egymassal, akkor /; kiesik, és példaul /, kifejezhetd: 12 =4/ 711

Ezt behelyettesitve
09=11,=4/7l ésinnen [7 =1,575
Gydkvonas utan [, =+1,255

Egyik értek sem megfeleld, mivel /; az (egységnyi szorasu) valtozo €s a (szintén
egységnyi szorast) faktor kozotti korrelaciot méri, €s a korrelacié maximuma 1.

A foatloban pedig az elsd hibatag szorasnégyzetére negativ szam (1-1,575 = -
0,575) adodik, és ez sem megfeleld érték. Létezik tehat megoldas, de a kapott
eredmény nem fogadhat6 el. Valés méretli feladatok esetében halmozottan
jelentkezhetnek a problémak, ezért csak stabil, jol felépitett modell birtokaban
javasolhato a féfaktorok eldallitasa.

6.2.2. A PAF eredmények bemutatdsa és értelmezése

Az orszagok politikai, gazdasagi és pénziigyi kockazatat tobb szakértd kiilonb6zd
modon ¢és eltérd gyakorisaggal méri, de feltételezhetjiik, hogy l1étezik a hattérben egy
kozods orszag-kockazat faktor, és a publikdlt kockazati mértékek ennek a hatasat
tikrozik. Ezt az elméleti megfontoldst szem eldtt tartva végziink fofaktor elemzést a
Vilagbank altal kozzétett harom kockazati mérészamra. Mindharom kockazati
mérték 0 és 100 kozott mér, a nagyobb érték jelenti a kisebb kockazatot.

Az ,Investmentclimate.sav”’ adatok harom valtozojara Dimension Reduction/
Extraction/ Principal axis factoring valasztassal faktort allitunk el6. A tobbi beallitas
a PCA futtatassal megegyezik, egy faktor esetében rotalas nem végezhetd.
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A leird statisztikdk (6.11. tablazat) szerint a sok tényezébdl sulyozottan készitett
(kompozit) mutat6 atlaga magasabb, szorasa kisebb, mint a nemzetkdzi bankok és a
gazdasagi elemz6k szakért6i véleményét tiikrozo két mérdszam.

6.11. tabldzat: Atlagok és szérdsok

Descriptive Statistics

Std.
Mean Deviation | Analysis N
rCac:i?gposite ICRG risk 74 365 11,355 31
:gztr:tgutio nal Investor credit 64610 26,538 31
i ooy | w057 | 2aa|

A mutatok kozott nagyon szoros, 0,9 feletti a paronkénti korrelacio, ezért
megalapozottnak tiinik feltételezéslink, hogy k6zos faktor 1étezik. (6.12. tablazat)

6.12. tabldzat: Korrelacios matrix

Correlation Matrif

Country credit
Composite | Institutional worthiness
ICRG risk Investor rating
rating credit rating | (Euromoney)
Correlation Composite ICRG risk .
rating 1,000 ,921 ,925
Institutional Investor credit -
rating ,921 1,000 ,992
Country credit worthiness
rating (Euromoney) 925 992 1,000
Sig. (1-tailed) Composite ICRG risk
rating ,000 ,000
Institutional Investor credit
rating ,000 ,000
Country credit worthiness
rating (Euromoney) ,000 ,000

a. Determinant = 2,398E-03

A tesztek (6.13. tablazat) is azt bizonyitjak, hogy adataink alkalmasak latens valtozo
eléallitasara. Ez a rész megegyezik a PCA és a PAF eljarasoknal.
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6.13. tablazat: Alkalmassagi tesztek

KMO and Bartlett's Test

Kaiser-Meyer-Olkin Measure of Sampling

Adequacy. ,739

Bartlett's Test of Approx. Chi-Square 169,936

Sphericity df 3
Sig. ,000

A koz0s faktor altal magyarazott variancia hanyadat mutaté kommunalitasok (6.14.
tablazat) els6 oszlopa a PCA eredményt mutatja, masodik oszlopa pedig a
féfaktorhoz tartozé6 kommunalitast.

6.14. tablazat: PCA és PAF kommunalitasok

Communalities

Initial Extraction
I(.:ac:irr:wgposite ICRG risk ,856 ,860
:gitr:';utio nal Investor credit 983 ,988

Extraction Method: Principal Axis Factoring.

A 6.15. tablazat alapjan a redukalt korrelaciés matrix sajatértéke és relativ
fontossaga (2,842 és 94,7%) valamivel kisebb, mint az eredeti korrelaciés matrix

6.15. tablazat: PCA és PAF sajatértékek

Total Variance Explained

Extraction Sums of Squared
Initial Eigenvalues Loadings
% of Cumulativ % of Cumulativ
Factor Total Variance e % Total Variance e %
1 2,892 96,403 96,403 2,842 94,734 94,734
2 9,959E-02 3,320 99,723
3 8,325E-03 277 100,000

Extraction Method: Principal Axis Factoring.
A PCA komponens matrixa (C) helyett itt L faktormatrixot (6.16. tablazat) ad az

eljaras, amelybdl lathatd, hogy a foéfaktor és mindharom valtozé kozott nagyon
szoros pozitiv korrelacié van.
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6.16. tablazat: Fofaktor sulyok

Factor Matrix

Factor

1
Composite ICRG risk
rating 927
Institutional Investor cre
rating 994
Country credit worthines] 097
rating (Euromoney) >

E xtraction Method: Principal Axis Factc
a. 1 factors extracted. 4 iterations re«

A faktor score-ok regresszios becslésében (6.17/a. és 6.17/ b. tablazat) viszont
jelentdsen eltérnek az egyiitthatok, bar mindkét szamitas a sztenderdizalt regresszids
egyiitthato (béta) értékeket adja.

6.17./a tablazat: PAF eljardssal szamolt sztenderdizalt regresszios egyiitthatok

Factor Score Coefficient Matrix

Factor

1
Composite ICRG risk
rating 026
Institutional Investor credi|
rating 308
Country credit worthiness 668
rating (Euromoney) ?

Extraction Method: Principal Axis Facto

6.17./b tablazat: PCA eljarassal szamolt sztenderdizalt regresszios egyiitthatok

Component Score Coefficient Matrix

Compone
nt
1
Composite ICRG risk
rating .334
Institutional Investor credit
rating ,342
Country credit worthiness
f , 342
rating (Euromoney)

Extraction Method: Principal Component Analysis.
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Az eredeti korrelaciok eldallitasa a féfaktorral nagyon jol sikeriilt, a f6atlon kiviili
rezidualisok zérusnak tekinthetok a 6.18. tablazat alapjan. Meggy6zddtiink tehat
arrol, hogy egy fofaktort feltételezd modelliink jol illeszkedik a mért valtozokhoz,
tehat a kockazati faktor alkalmas arra, hogy az orszagokat kockdzat szerint
rangsoroljuk, csoportositsuk.

Felvetédik azonban a kérdés, hogy mennyire mas a PAF és a PCA eredménye?
Mivel a valtozok kozotti korrelaciok nagyon szorosak voltak, és a 6.14. valamint a
6.6. tablazat alapjan a két eljaras eredményei nem térnek el jelentdsen, nem
meglepd, hogy a PCA és a PAF koordinatak kozotti determinacios egyiitthato
0,9861. A koordinatdk egyezését a 6.2. dbra mutatja. Tokéletes egybeesést a 45°
egyenes pontjai mutatnak. Nagyobb eltérést csak Tordkorszag score-jai kozott
talalunk, mivel a PAF (-0,69) jelent6sen feliilbecsli a fékomponens (-1,01)
koordinatat.
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6.18. tablazat: Az eredeti korrelaciok eloallitasa a fofaktorral

Reproduced Correlations

Country
credit
Institution | worthines
Composite | al Investor s rating
ICRG risk credit (Euromon
rating rating ey)
- - - o
Reproduced Correlation Cqmposﬂe ICRG risk 860 922 925
rating
Institutional Investor credit b .
rating ,922 ,988 ,9911
Country credit worthiness b
rating (Euromoney) ,925 ,991 ,994
Residual?@ Composite ICRG risk
rating ,000 ,000
Institutional Investor credit
rating ,000 ,000
Country credit worthiness
rating (Euromoney) ,000 ,000

Extraction Method: Principal Axis Factoring.

a. Residuals are computed between observed and reproduced correlations. There are O
(,0%) nonredundant residuals with absolute values > 0.05.

b. Reproduced communalities

PAFrisk
o

-2,5
-26 -20 -15 -1,0 -5 0,0 .5 1,0 1,5

PCArisk

6.2. abra: PCA és PAF koordinatak pontdiagramja
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6.3. A faktorelemzés tovabbi kihivdisai

Nem célunk a tisztelt olvasdé megtévesztése. Nem kapunk mindig egyetlen és foleg
jol értelmezhetd faktort/fokomponenst a futtatds végén. Most a gyakorlatban
eléforduld nehézségekre is mutatunk példat ugy, hogy a fejezet elején feltett
kérdésre keressiik a valaszt, azaz a telepiilések életmindségét mérjiik.

6.3.1. Abszolut és relativ mutatok elemzése

A Kertiletek2010.sav adatallomanyban a tényleges vandorlasi adatok, mint abszolut
szamok mellett a lakonépességre vetitett — relativ — mutatok is szerepelnek. Melyiket
érdemes az elemzésbe bevonni? Ezen szakmai kérdés mellé tovabbi statisztikai
részkérdések is feltehetdk:

a) Melyik valtozokdrre kapunk jobban illeszkedd faktormodellt?

b) Mely részeredmények valtoznak, ha egyik vagy masik valtozdcsoportot vonjuk
be?

c) Egy kozds modellben elemezzilk a valtozokat, vagy két faktor-futtatast
készitstink?

Készitsiik el és ellendrizziik eredményeinket négy valtozatban: csak az abszolut
(A10) valtozokra, az abszolit mellett relativ (AR10) mutaték felhasznalasaval,
valamint kiilon valtozokorre (K6, K4) futtatas esetén. A valtozok listaja a 6.19.
tablazatban szerepel.

A tovabbiakban csak néhany részeredményt emeliink ki. Erdemes a négy valtozatot
onalloan elkésziteni és tanulmanyozni.

6.19. tablazat: A valtozok szerepe a négy kiilonbézd modellben

Valtozok és modellek A modell illeszkedése, f6bb kovetkeztetések
(A10) n=50 és p=10 KMO mérték: 0,850
Népességszam Legkisebb kommunalitas: Epitett lakasok (0,587)
Odavandorlas Egy feletti sajatérték és %: 8,454 (84,54%)
Elvandorlas Az 1. komponens tartalma: eleve nagy méretii és
. . i i vandorlasban is kiemelked6 telepiilés
Allanddodavandorlas
. A2k :ni
Allandéelvandorlas = KOmponens: Tines
.. i . Osszesitett mindsités: jol értelmezhetd modell
Onkormanyzatibev
Vendéglatohely
Lakasallomany
Epitettlakasok

Allaskeresdk
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AR10) n=50 és p=10

Allaskeresok
Odavanperfo
Elvanperfo
AllElvanperfo
Allodavanperfo

KMO mérték: 0,828

Népességszam Legkisebb kommunalitas: Epitett lakasok (0,756)
Onkormanyzatibev Egy feletti sajatérték és %: 6,8 (68%) és 2,045
o 1ai (20,45%)
Vendéglatohely
L . Az 1. komponens tartalma: méret és életfeltételek
Lakasallomany
Epitettlakasok A 2. komponens tartalma: vandorlas

Osszesitett mindsités: rotalas utan jol értelmezhetd
modell (ezt részletesen is bemutatjuk az 5.3.2.-ben)

K6) n=50 és p=6

KMO mérték: 0,822

Népességszam Legkisebb kommunalitas: Epitett lakasok (0,558)
Onkormanyzatibev Egy feletti sajatérték és %: 4,965 (82,75%)
Vendéglatohely Az 1. komponens tartalma: méret ¢és ¢letfeltételek
Lakasallomany Osszesitett mindsités: jol értelmezheté modell
Epitettlakasok

Allaskeresék

K4) n=50 és p=4 KMO mérték:0,746

Odavanperfo Legkisebb kommunalitas: odavandorlas/f6 (0,894)
Elvanperfo Egy feletti sajatérték és %: 3,681 (92%)
AllElvanperfo Az 1. komponens tartalma: vandorlas
Allodavanperfo Osszesitett minésités: j61 értelmezheté modell

Vajon miért van az, hogy haromszor egy faktoros, és egyszer két faktoros eredmény
adodott? Mibél ered ez a kiilonbség?

Ismét a mérethatasra emlékeztetiink. A mutatok tobbsége egymassal egyiittmozog,
erds a multikollinearitas, ezért az (A10) modell KMO-ja a legmagasabb. Ha az egyik
mutatd nagyobb értéket ér el, akkor a masik is magasabb. De a masodik modellben,
az (AR10)-ben relativ mutatdk is szerepelnek, és ezek kiiloniilnek el a tobbi
valtoz6tol. Ez azzal magyardzhaté, hogy a létszamhoz viszonyitott vandorlas
masként alakulhat, mint a vandorlas 6nmagaban.
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Hasonl6t lehet tapasztalni vallalati adatok elemzése esetén is. Mas lesz a
komponensek tartalma és értelme, ha az arbevétel, az eredmény, stb. mutatokat
Osszesen értékben hasznaljuk, vagy ezeket egy fére vetitjiik.

6.3.2. Kétdimenzios megoldas értelmezése, dabrazoldasa

Az elemzések soran az a gyakoribb, hogy nem sikeriil egyetlen faktorba tomoriteni
az Osszes valtozot, hanem tobb, egynél nagyobb sajatérték adodik. Ez nem von le
semmit az eredmények erejébdl, sét lehetdséget teremt két vagy haromdimenzids
abrak készitésére, a megfigyelések szerkezetének feltarasara.

A PCA/PAF futtatasok elsd né¢hany tablazata (leir6 statisztika, korrelacio, KMO,
Bartlett teszt, anti-image korrelaciok, kommunalitdsok) nem tér el az eddig
bemutatott output tablaktol, ezért ezeket itt nem kozoljik. Csak az ujabb
eredmények értékeld bemutatasara toreksziink. Két tengelyre mar rotélés is kérheto,
¢és ez a 6.20. tablazatban lathat6 jabb eredményeket ad.

6.20. tabldzat: Eredeti sajatértékek és rotalt megoldas

Initial Eigenvalues Rotation Sums of Squared Loadings
% of Cumulative % of Cumulative
Component Total Variance % Total Variance %
1 6,800 67,999 67,999 4,774 47,738 47,738
2 2,045 20,453 88,452 4,071 40,714 88,452
3 ,391 3,915 92,367
4 313 3,126 95,492
5 ,140 1,401 96,894
6 ,101 1,009 97,902
7 ,092 918 98,820
8 ,079 ,788 99,608
9 ,029 295 99,903
10 ,010 ,097 100,000

A 10 valtozobol kinyert 88%-nyi 0sszes informacié nem ndhet meg a rotalas soran,
de a tengelyek kozotti szétosztas 68+20 szazalékrol indulva 48+40%-ra, azaz
jelentésen megvaltozik. (Kivételes esetekben a masodik komponens sajatértéke
rotalas utdn meghaladhatja az elsét!)

A rotalas a faktorok értelmezésében, a valtozok tengelyekhez rendelésében, a tiszta
struktura kialakitasaban segit. A komponens matrix C rotalas eldtti (6.21. tablazat)
és utani (6.23. tablazat) elemeit, valamint a két abrat (6.3/a. és 6.3/b.) is bemutatjuk,
hogy e miivelet hatasat érzékeltetni tudjuk.

Az elsé pillantasra értelmezhetetlen komponens matrixot latunk a 6.21 tablazatban.
Szinte minden valtozo kdzepes vagy erds korrelaciot mutat mindkét faktorral, az
épitett lakdsok és az odavandorlds/f6 mutatok kozel azonosan korrelalnak mindkét
tengellyel, tehat mintha kozépen, a 45 és a 135 fokos egyenes mentén lennének. (Ezt
megerdsiti a 6.3/a. abra)
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6.21. tablazat: Eredeti komponens matrix

Component Matrix®

Component
1 2
Népességszdm 916 ,307
Onkorményzatibev ,896 ,269
Vendéglatohely ,830 ,306
Lakasallomany 921 ,327
Epitettlakasok ,558 ,666
Allaskeresdk 883 251
Odavanperfo -,689 ,683
Elvanperfo -,834 479
AllElvanperfo -,833 455
Allodavanperfo -,815 ,519

Extraction Method: Principal Component Analysis.
a. 2 components extracted.

Component Plot

1,0
Odavanperfo Epttettiakasok
o o
Allodavanperfo
0,57 O o
’ B Lakasallomany
A"E"anperfoElvanperfo Népességszan|
VendéglatohelyO
?j i Onkorméanyzatibev|
g Allaskeresok
[=
o 0,0
o
£
o
o
-0,57
1,0
T T T T

-1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0
Component 1

6.3/a. abra: 10 valtozo leképezése két dimenzioba
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6.22. tablazat: A forgatas mértéke

Component Transformation Matrix

Component 1 2
1 ,758 -,653
2 ,653 ,758

Extraction Method: Principal Component Analysis.

Rotation Method: Varimax with Kaiser Normalization.

A variancia maximalizalé rotacid (6.22. tiblazat) megtalalja azt a 40 fok'*™ kozeli
szoget, amivel a kis sulyok még kisebbek, a nagyok pedig még nagyobbak lesznek,
és kialakul egy értelmezhetdbb struktura a 6.21/b tablazatban és a 6.3/b. abran.

6.23. tablazat: Rotalt komponens matrix

Rotated Component Matrix"

Component
1 2
Népességszam ,895 -,365
Onkormanyzatibev ,854 -,381
Vendéglatohely ,829 -,310
Lakasallomany 911 -,354
Epitettlakasok ,858 ,140
Allaskeresdk ,833 -,386
Odavanperfo -,076 ,967
Elvanperfo -,320 ,907
AllElvanperfo -,334 ,888
Allodavanperfo -,278 ,925

104 Mivel cosa=0,758, a sz0g 40-41 fok k6z6tt van.
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Component Plot in Rotated Space
1,01 Allodavanperfo o
) &0 Odavanperfo
AllEivanperfoElvanperfo
0,57
o~ z A
- Epttettlakasok
[ [e]
(]
f=
o 0,0
o
£
<]
o Népességszam
VendéglatohelyO
Onkorméanyzatibev @ >
. Lakasallomany
-0,57 Allaskeresdk
1,0
T T T T
-1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0

Component 1

6.3/b. abra: 10 valtozo leképezése rotalt tengelyekre

A valtozok elhelyezkedése alapjan a siknegyedeket is jellemezni tudjuk a 6.4. abran,
ahol a telepiilések szerkezete lathatd. Emlékezziink ra, hogy 10 valtozobol

"o

kiindulva, 88%-0s informacidsiirités utan kaptuk a kétdimenzids vetiiletet!
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6.4. abra: 50 telepiilés 2 dimenzios faktortérben
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Az els6 tengely szétvalasztja a fovarost (atlag felettick) és az agglomeraciot (atlag
alattiak). Ez felveti azt a kérdést, hogy a két almintara vajon kiilon elemzést kell-e
végezni? A valaszt az alfejezet végén adjuk meg.

Az els6é siknegyedben csak fovarosi keriiletek vannak, ezek az atlagnal nagyobb
méretliek (1étszam, lakas) és jobb életfeltételt jelentenek, hisz tobb a vendégld és
magasabb az Onkormanyzati bevétel. Ezek vandorlasi mutatok szerint is vonzo
célpontok. Balra fent a XI. és XIII. keriiletet latjuk. (A IIL., IX. és XIV. keriiletek
talalhatok még itt.)

Alattuk, a negyedik siknegyedben vannak Budapest tovabbi keriiletei. Ezek kisebb
méretiiek, és nem jellemz6 rajuk nagy vandorlas. Legalul van az 1. és a XXIII.
kertilet.

A masodik siknegyedben a kisebb, de vonzé célpontok kdzott Budajend és Diodsd,
mellettiik vannak atlag kozeli mérettel és jelentSs vandorlassal: Erd, Budadrs és
Dunakeszi.

Az origdhoz legkdzelebbi pontunk, amely mindkét faktor szerint atlagos értékii:
Viac.

A harmadik siknegyed a kisebb és zartabb telepiiléseket, falvakat foglalja magéaban.
Ide tartoz6 pontként Szob emlithetd.

Ko6z6s modell tehat a megoldas vagy a két valtozohalmaz kiilon siiritését célszeri
megprobalni? Ezzel valaszolunk az 6.3.1. b) és ¢) kérdésekre is.

El6szor tekintsiink ra ismét a 6.3/a és a 6.3/b abrakra. A rotalassal nem sikeriilt
teljesen tiszta struktdrat kapni, hiszen a 6.23. tablazat komponens matrixaban még
tobb kozepes korrelacio lathaté. Nem teljesiil az az elvaras, hogy egy-egy valtozo
csak egy komponenssel korrelal.

Ha két szamitdssorozatot végziink, és a 6.3.1-ben vazolt (K6) valamint (K4)
elemzéseket egymastdl elhatarolva végezziik el, akkor az eldallitott fokomponensek
merdlegessége nem lesz elvart. A K6=méret és a K4=vandorlas faktorok kozotti
korrelacié -0,552 lesz, tehat valoban nem merdlegesek egymasra. A 6.5. abra
mutatja a kiilon becsiilt score-ok terében a megfigyelt keriileteket és telepiiléseket.

Harom fontos megjegyzést érdemes atgondolni:

- A fovarosi keriiletek értékei pozitiv korrelaciot mutatnak: a nagyobb
méretli  keriiletekben nagyobb vandorlast jeleznek az adatok. (R-
négyzet=0,420)

- Az agglomeracioban viszont nem korrelal a két komponens egymassal. (R-
négyzet=0,002)

- Az 50 megfigyelésre tehat ugy adodik negativ korreldcid, hogy a két
almintaban pozitiv korrelacid, valamint korrelalatlansag tapasztalhato.




181

FAKTORELEMZES

o‘e

o‘z

Jopqey (]JoqozoljeA g) 3249
o“ L o o‘L-

o‘ez-

l-0‘e-

120 = Jeaul Y 9InJey
200‘0
: Jeauln M :o10e1awo|66y
IBINISY —_
o1oeI8WOIBBY —__
I|nisy g
oloelawo|66vy o

12INJ9M

sioepn &

-0

EA

10}0e} 9y/sejiopu

6.5. abra: 50 telepiilés 2 kiilon becsiilt faktor terében



182 TOBBVALTOZOS ADATELEMZES

Ha ilyen eredményeket tapasztalunk, akkor nem érdemes er6ltetni az dsszes valtozo
egy modellben val6 stiritését. S6t azt is meg kell fontolni, hogy a két almintara
jellemz6 komponenseket kiilon allitsuk eld.

Amikor arrél dontiink, hogy a teljes mintdra vagy kiilon f6varosra és kiilon
agglomeraciora késziiljon a modell, akkor ijabb korlatba iitkdzhetiink. Az almintdk
hasznalata kisebb elemszamokat eredményez. Ha 23 és 27 a megfigyelések szama,
akkor az n>5p hiivelykujj szabaly miatt csak 4-5 valtoz6 egyidejii hasznalata
célszerii.

A szamitasok két uton végezhetdk el:

1) Elére leszlirjiik az adatokat a SELECT meniipontban, és csak az egyik felét
hasznaljuk. Ilyenkor csak a vizsgalt almintara kapjuk meg a faktor-score-okat.

2) A faktor-futtatdson beliil hasznaljuk szelekcids valtozénak a ,keriilet” nevii
dummy valtozot, ami a keriiletekre=1, kiilonben=0. gy a teljes adatallomanyra
elkésziil a faktor-score-ok becslése. Végiil a két futtatas eredménye numerikusan és
grafikusan vethetd 0ssze.

6.4. Idésorok faktorelemzése

Az 6t tézsdeindex elemzését mar az 1. fejezetben megkezdtiik, most folytatjuk. Nem
a valosagtol elrugaszkodott az a feltételezés, hogy ezek viselkedése az idében
egyiittmozog, még akkor is, ha nem tudjuk, hogy melyik okozza a masik valtozasat.
Inkébb az a jogos feltevés, hogy a hatterében egy meg nem figyelhetd faktor —
nevezhetjiik vilag-kockazatnak, t6zsdei bizonytalansagnak — huzodik meg. Ennek a
latens tényezének a feltarasa elvégezhetd faktorelemzéssel. A fejezetben ismertetett
1épések a kozonséges, és nem a dinamikus faktorelemzést'” kovetik.

6.4.1. Differenciadk faktorelemzése

Az Indexek.sav adatallomanyban a tdézsdeindexekbdl képzett differencidk mar
stacionaris viselkedésiiek, ezért alkalmasak lehetnek foékomponens(ek) eldallitasara.
Ugyanakkor a differenciak relativ szorasa tul magas, a linedris korrelaciok (6.24.
tablazat) pedig nem elég szorosak, ami megkérddjelezi a homogén adatallomany
mogdtt meghtuzodé kozos faktor feltevésiink teljesiilését. Erdemes észrevenni, hogy
New York differencia-adatai kevésbé korrelalnak a tobbi t6zsdével. Ebbdl szamitani
lehet arra, hogy gyengébb lesz az informacio-stirités.

195 A dinamikus faktorelemzés eljarast Bankovi Gyorgy — Veliczky Jozsef — Ziermann Margit

dolgoztak ki 40 évvel ezelott, és mutattak be szamos irasukban. Szamitogépes valtozata nem
része a statisztikai programcsomagoknak.
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6.24. tablazat: Korrelacios egyiitthatok
Correlation Matrix”
DBUX DUKX DDJI DDAX DNKY
Correlation DBUX 1,000 486 ,280 468 282
DUKX ,486 1,000 477 , 796 ,284
DDII ,280 477 1,000 ,542 ,102
DDAX ,468 ,796 ,542 1,000 ,270
DNKY 282 284 ,102 270 1,000
Sig. (1-tailed) DBUX ) 1000 ,000 1000
DUKX ,000 ,000 ,000 ,000
DDJI ,000 ,000 ,000 ,000
DDAX ,000 ,000 ,000 ,000
DNKY ,000 ,000 ,000 ,000

A KMO mutat6 értéke az outputban:0,751, ami kdzepes modellt jelez, de a DNKY
(New Yorki tézsde) kommunalitasa a 6.25. tiblazat szerint nagyon alacsony, a
valtozé elhagyasa megfontolandd. A gyenge korrelacio és az alacsony kommunalitas
a nem linearis kapcsolatbol adodhat. Ha jelent6sége miatt nem az elhagyas mellett
dontiink, akkor a masodik faktort érdemes eléallitani, amiben kiilonvalik New York,
hiszen a 6.26. tablazat sajatértékei koziil a masodik nagyon kozel van egyhez, és
kozel 19 szazalékkal emeli az 6sszesen meg6rzott informaciot.

6.25. tablazat: A differencia-vailtozokbol megorzott informdcio

Communalities
Initial Extraction
DBUX 1,000 ,470
DUKX 1,000 ,776
DDIJI 1,000 454
DDAX 1,000 ,794
DNKY 1,000 ,198

Extraction Method: Principal Component

Analysis.
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06.26. tablazat: 5 indexbdl 1 vagy 2 komponens képezheté

Total Variance Explained

Initial Eigenvalues Extraction Sums of Squared Loadings
% of Cumulative % of Cumulative

Component Total Variance % Total Variance Y%
1 2,691 53,830 53,830 2,691 53,830 53,830
2 ,944 18,881 72,711
3 ,651 13,029 85,740
4 ,514 10,280 96,020
5 ,199 3,980 100,000

Extraction Method: Principal Component Analysis.

6.4.2. Tozsdehanyadosok faktorelemzése

Az Indexek.sav adatidllomanyban a tdzsdeindexekbdl képzett hanyadosak is
szerepelnek, ezek is stacionarius viselkedésliek, ezért alkalmasak lehetnek
fokomponens(ek) eldallitasara.

A hanyadosok (ratak) relativ szorasai nagyon kicsik, mind az 6t 0,1 alatti (6.27.
tablazat), a linearis korrelaciok (6.28. tablazat) pedig kicsit valtoztak: néhol néttek,
néhol csokkentek. A KMO=0,754 hajszanyit javult, és ha két komponenst kériink
(6.29. tablazat), akkor minden kommunalitds megfeleld (6.30. tdblazat)

6.27. tablazat: A relativ szorasok ellendrzése

Descriptive Statistics

Mean Std. Deviation Analysis N
RBUX 1,0006 ,01703 2753
RUKX 1,0000 ,01330 2753
RDJI 1,0001 ,01299 2753
RDAX 1,0002 ,01669 2753
RNKY 1,0000 ,01594 2753
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6.28. tablazat: A tozsdehanyadosok kozétti korrelaciok
Correlation Matrix®
RBUX RUKX RDJI RDAX RNKY
Correlation RBUX 1,000 ,506 ,299 ,468 ,301
RUKX ,506 1,000 ,488 ,790 ,295
RDIJI ,299 ,488 1,000 573 ,119
RDAX ,468 ,790 ,573 1,000 ,260
RNKY ,301 ,295 ,119 ,260 1,000
Sig. (1-tailed) RBUX ,000 ,000 ,000 ,000
RUKX ,000 ,000 ,000 ,000
RDIJI ,000 ,000 ,000 ,000
RDAX ,000 ,000 ,000 ,000
RNKY ,000 ,000 ,000 ,000
a. Determinant = ,161
6.29. tablazat: A masodik komponens eléallitasa megfontolando
Initial Eigenvalues Original and Rotation Sums of Squared
% of | Cumulative % of % of | Cumulative
Total | Variance % Total | Variance | Total | Variance %
1 [2,732] 54,639 54,639 2,732 54,639 2,358] 47,156 47,156
2 ,939 18,790 73,429 ,939 18,790 | 1,314 26,272 73,429
3 ,634 12,680 86,109
4 ,494 9,882 95,991
5 ,200 4,009 100,000
6.30. tablazat: Ket komponens mellett a kommunalitasok megfeleléek

Communalities
Initial Extraction
RBUX 1,000 ,545
RUKX 1,000 ,782
RDII 1,000 ,672
RDAX 1,000 ,821
RNKY 1,000 ,851

Extraction Method: Principal
Component Analysis.

A két komponens tartalmat a rotalds utan a 6.31. tdblazatban és a 6.6. abran
megvizsgalva észrevehetjiik a budapesti tézsde épp ,.kdzépen” van, egyrészt
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egyiittmozog az angol-német-japan tézsdékkel az 1. komponens pozitiv korrelacioi
alapjan, masrészt erésebben egylittmozog az amerikai adatokkal, mint barmelyik
masik nagy tézsde.

6.31. tablazat: Rotalt tozsdehanyados komponensek

Rotated Component Matrix"

Component
1 2
RBUX ,506 ,538
RUKX ,820 ,331
RDIJI ,817 -,073
RDAX ,872 ,244
RNKY ,034 ,922

Extraction Method: Principal Component Analysis.
Rotation Method: Varimax with Kaiser Normalization.
a. Rotation converged in 3 iterations.

Component Plot in Rotated Space

1,0 RNKY
(o)

RBUX
[e
0,5

RUKX
© RDAX
o

0,0

ROt

Component 2

-0,57

-1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0
Component 1

6.6. dbra: Tozsdeindex hanyadosok faktortérben

Utols6 megfontolasként gondoljuk 4t a kozos faktor feltevést és a PAF
faktorbeallitas alkalmazasat. A két faktor altal megdrzott dsszes informacio 53%-ra
esik vissza, mig a PCA 73,4%-ot jelzett a 6.27. tablazatban.

Mivel a kezdeti kommunalitasok (6.32. tablazat) az alacsony eredeti korrelaciok
miatt kicsik, sszességében is gyenge eredményeket kapunk.
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6.32. tablazat: A faktormodell kommunalitasai
Communalities
Initial Extraction
RBUX 293 A12
RUKX ,654 ,737
RDJI 334 378
RDAX ,675 877
RNKY 121 ,252

Extraction Method: Principal Axis

Factoring.

A New Yorki t6zsde rata elhagyasa az elemzésbol statisztikailag hatarozottan
javasolhatd, de emellett a német és a magyar kommunalitds is alacsony. A
ratavaltozok mogott a vizsgalt 11 évben nem huzodott meg 1-2 kdzos faktor.






7. Diszkriminancia elemzés

7.1. A diszkriminanciaelemzd eljards alapgondolata

Megfigyeléseink sok esetben nem homogének, és mar elézetesen csoportokba
sorolva allnak rendelkezésiinkre a valtozok mentén mért értékek. A csoportositas
szempontjai lehetnek a jovedelmi viszonyok vagy a fizetoképesség éppugy, mint az
iskolai végzettség, foldrajzi, terilleti elv vagy mas szakmai megfontolasok.
Statisztikai megfontolasokb6l a mintan beliili eltérések csokkentése érdekében
statisztika eljarasok alkalmazasaval (pl. klaszterelemzéssel) is csoportosithatjuk az
egyedeket.

Most azt vizsgaljuk, hogy melyik valtozé milyen szerepet jatszik az adott, ismert
csoportositasban. Célunk az, hogy a megfigyelt p szamu valtozo olyan linearis
kombinacioit allitsuk eld, amelyek a Iehetd legjobban elkiilonitik a g szamu
osztalyba tagolt mintat. Ha ez(ek) a diszkrimindl6 fiiggvény(ek) nem képes(ek) az
elére megadott felosztas teljes reprodukaldsira, akkor az eljards megadja a
fiiggvény(ek) alapjan javasolt csoportositast.

7.2. A diszkriminancia elemzés alkalmazdsanak feltételei
A linearis dontési fiiggvényt két eléfeltevés mellett keressiik:

1. avaltozok tobbvaltozos normalis eloszlast kovetnek, és
2. minden csoportnak azonos a kovariancia matrixa.

Mivel a szamitasi lépések soraba tobbvaltozés normalitisi teszt'® nincs
beépitve, e feltétel teljesiilésérdl csak ,,hozzavetdlegesen” gy6zddhetiink meg. A
valtozokra kiilon-kiilon grafikus vagy numerikus normalitasvizsgalatot végezve
feltarhatjuk azokat a valtozokat, amelyek eloszlasa erdsen eltér a normalistol.
Ha valtozo-transzformacioval sem tudjuk biztositani a normalis eloszlast, akkor
biztosan el kell vetniink az egyiittes normalis eloszlas feltevését. E mogott az a
valdszintiségszamitasi tétel htizodik meg, hogy a tobbvaltozdés normalis eloszlas
peremeloszlasai biztosan normalis eloszlast kovetnek, de a tétel nem
megfordithatd.

A csoport kovariancidkat a Box-féle M ¢és ennek F-eloszlast transzformaltja teszteli.
Ez a teszt érzékeny a normalitastdl vald eltérésre, ezért egyenldtlennek itélhetiink
kicsit eltéré kovariancia matrixokat akkor, ha a normalitasi feltevés nem helytallo.
Mivel az M kiszamitasaban a kovarianciak eltérését a csoportok méretével

19 A7 SPSS-ben nem szerepel olyan statisztikai proba, amellyel a tobbvéltozos normalitas
tesztelheto.
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stilyozzuk, kis eltérések is szignifikansnak tiinnek, ha nagy a csoport mérete'®’. Kis
méretll csoportokra a linearis diszkriminal6 fiiggvény alkalmazhaté akkor is, ha a
kovariancia matrixok kissé eltéréek. Ha a kovariancia matrixok nem egyenlok — de a
minta elég nagy — akkor kvadratikus diszkriminancia fliggvény alkalmazasa
ajanlhato. Ilyen valasztast az SPSS nem tesz lehetové.

Ha csak két osztalyunk van, azaz dichotom valtozoval irhaté le a csoportositas,
akkor a logisztikus regresszi6 alkalmazéasa célravezet6. E moddszernél ugyanis
kevesebb eldfeltevést kell figyelembe venniink. Ezt a modszert az 5. fejezet
ismerteti.

Vegyes mérési skalaju adatok elemzésére szamos nemparametrikus modszer all
rendelkezésre, ilyenkor nem célszerli diszkriminancia elemzést végezni. Problémat
okoz az, hogy diszkrét valtozokra normalis eloszlast tételeziink fel, vagy az, hogy
ordinalis skalan mért valtozokra kovariancia nem szamithato.

Az indulé adatok:

Ismerjiik p szamu valtozo terében a legalabb intervallum szinten mért adatokat, €s
egy tovabbi oszlopban szerepel a csoportositdst megadd nomindlis valtozo. A
csoportok elemszama eltérd lehet.

A matematikai hattér:

Az ismert csoportositasbol kiindulva a tobbvaltozos szoraselemzés alapgondolatat
kovetjiik. Eléfeltevéseink:

e A csoportbeli megfigyelések fiiggetlenek és véletlen mintabdl szarmaznak.

e A fiiggetlen valtozok tobbdimenzidés normalis eloszlast kovetnek minden
csoportban.

e A variancia-kovariancia matrixok azonosak minden csoportban.

A foéatlagtol mért teljes eltérések négyzetdsszege két részre bonthatd: a csoportok
kozotti és a csoporton beliili eltérések négyzetdsszegére'™.

T=K+B,ahol T=X"X, (7.1)

ha centirozott adataink vannak, azaz X elemei mar a foatlagtoél vald eltéréseket
tartalmazzak.

g
X matrix (nxp) méretii, ahol a g csoport elemszamai eltéréek lehetnek: Zni =n.

i=1

197 Ha minden csoport elemszama kozel azonosan nagy, akkor ennek nincs torzito hatésa. A
suly szerepe akkor fontos, ha vegyesen vannak nagyon nagy és nagyon kisméretli
csoportjaink.

1% Ha tobbvaltozos elemzést végziink, akkor atlagvektorok és eltérés négyzetdsszeg matrixok
irhatok fel, méretiik (pxp).
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A B matrixban az Osszes megfigyelésre 0sszegezziik a csoportatlagoktdl vald
négyzetes eltéréseket. Alternativ szamitasa a csoport-kovariancia matrixok'® (S)
sulyozott dsszege:

g
B=>"(n,-1S, (7.2)
i=1

A megfigyelt valtozok linearis kombinacidjaként allitjuk el6 a diszkriminald
figgvényt, ahol a ¢ egyiitthatok a fOkomponens elemzéshez hasonldéan
normalizaltak'":

y=Xcéclc=1 (7.3)

Kiilonbozd ¢ egylitthatd vektorokhoz tehat kiilonb6zd diszkriminald fliggvények
tartoznak. Az y vektor értékei nem megfigyeltek, de a centirozas miatt az atlaga
zérus, variancidja''' pedig (7.3) és 7.1) felhasznalasaval a kiilsé és a belsé eltérés
négyzetosszeg matrixokbol allithato elo:

yiy=(Xe) (Xe)=c" X" Xe=c"Tc=c"(K+B)c=c"Kc+c'Be (7.4)

Most nem egyszeriien az y variancia maximalizaldsa a célunk. Feladatunk olyan c
egylitthatd becslése, amely mellett a csoportok a lehetd legjobban kiillonboznek
egymastol, és a belsd eltérések kicsik, azaz a kiilsé eltérések maximumat és a bels6
eltérések minimumat egyszerre keressiik, a hanyadosukat maximalizaljuk:

¢’ Ke
A=———>max (7.5.2)
¢ Bc

Mindkét oldal logaritmusat vessziik, és ¢ szerint derivaljuk, a derivalt zérus helyét
keressiik:

InA =In(c"Kc) —In(c” Be)

olnA 2Kc 2Bc
T T T =0
oc ¢ Ke ¢ Be

19 A t3bbvaltozés variancia-elemzésben a csoportok variancia-kovariancia matrixanak
egyezését tételezziik fel. Ezek Osszege is invertalhatd, ha egy csoport S matrixa invertalhato.
Probléma csak akkor 1ép fel, ha az elemzésbe bevont valtozok kozott nagyon szoros a
korrelacio.

10 A gyakorlatban a csoport kovariancidk sulyozott atlagat is figyelembe vessziik:

CTS »€ =1 potlolagos feltételt alkalmazunk. Ha a valtozok minden csoportban

korrelalatlanok és egységnyi szorasuak, akkor (7.3) szerint szamolunk, mert S=F.
" tt még csak a szamlalot irjuk fel, nem osztjuk (n-1)-vel.
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Az egyenletet c"Kc-vel végig szorozzuk, ¢és (7.5.a) alapjan A-t behelyettesitjiik, c-t
kiemeljiik, igy sajatérték-sajatvektor egyenletrendszert kapunk:

Kc—ABc=0

(7.5.b)
(B'K —AE)c=0

A megoldast megkapjuk, ha 1étezik a B, azaz a B rangja p. A K matrix rangja =
min (g-1;p), ezért a szorzatuké sem lehet ennél tobb. Ha (g-1) kisebb, mint p, akkor
(g-1) kiilonbo6z6 sajatértéket kapunk. Ha p a kisebb, akkor p szamu eltérd sajatérték
¢és hozzatartozé sajatvektor hatdrozhatdé meg. Tehat a diszkriminalo fliggvények
szamanak fels6 korlatja a (g—1) és a p koziil a kisebb érték.

112

A j-edik diszkriminalo fiiggvény a A; sajatértékhez ' tartozo sajatvektorral irhatd

fel: y = Xc Iz Ezeket a sztenderdizalatlan egyiitthatokat hasznalva a szarmaztatott,

(itt hasznalt elnevezéssel) kanonikus térbe képezziik le az eredetileg p dimenzidban
megfigyelt pontokat.

A j-edik fiiggvény egylitthatoit altalaban sztenderdizaljuk, azaz szorasaval osztjuk.
Igy a valtozok hatadsdnak erdssége Osszehasonlithatéva valik. (Hasonld okbol
szamitjuk ki a regresszids modellnél a b mellett a béta egylitthatokat is.)

Az egyes diszkriminalé fiiggvények erejét a A; sajatértékek fejezik ki. Ha a
sajatértékek Osszegével osztjuk a Aj-t, akkor az adott fliggvény szétvalasztd erejét
szazalékban fejezziik ki. Barmely masik ¢ egyiitthatd vektor kevésbé kiiloniti el a
csoportokat, mint a maximalis (els6) sajatértékhez tartozo c;.

A diszkrimindl6 fiiggvények egyiittes szétvalasztd erejét a sajatértékekbol (7.6)
szerint szamitott — Wilks lambdanak nevezett — A mutatdé méri, amely megegyezik a
belso és teljes eltérés négyzetdsszeg matrixok determinansainak aranyaval. Mivel a
nagy A; sajatértékek jelzik az erés diszkriminal6 fliggvényt, a Wilks-lambda kicsi
értéke utal szignifikans fiiggvény(ek)re:

ol 8
A_Hlmj i 70

J=1

Azt, hogy hany fiiggvény mentén van szignifikans kiilonbség a csoportok kozott,
sziikséges-e mind a k kiszamithato fiiggvény az elkiilonitéshez, Bartlett nyoman khi-
négyzet probaval teszteljiik. Wilks lambdéjat (7.7) szerint khi-négyzet eloszlasuva
transzformaljuk. A nullhipotézis szerint a diszkriminalo fiiggvény(ek) hatasa nem
szignifikans.

;ﬁ:-(n—l——g;p)ln/\ (1.7)

"2 1tt nem jelent kivalasztasi szabalyt az, hogy a sajatértékek egynél nagyobbak-e.
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a szabadsagfoka: (p-r)(g-r-1), ahol r a kihagyott fliggvények szama.

Az y értékek alapjan tavolsdgot szdmithatunk egy 1j, kordbban nem osztalyozott
pont és a csoport atlagok kozott, hogy az uj megfigyelést a hozza leghasonldébbakkal
egy osztalyba soroljuk.

7.3. A diszkriminancia elemzés szamitasi lépései
A diszkriminancia elemzést elézetesen mar csoportokba sorolt adatokra végezziik,
mégis a csoportosito eljarasok blokkjaban talalhat6 ez az eljaras.

ANALYSE/CLASSIFY/DISCRIMINANT 1épéseket kdovetve a nyitd oldalon a
kovetkezoket talaljuk:

Grouping Variable: kategoria valtozo megadasa
Define Range: a legkisebb ¢és legnagyobb vizsgalando kategoriat jelezziik.

Pl. 5 foku osztalyozas esetén min=3 ¢és max=5 kijelolésével csak a kdzepes vagy
annal jobb érdemjegytli didkokat csoportositjuk.

Independents: azok a valtozok keriilnek ide, amelyek kombinacidja eldallithatja a
dontési fiiggvényt.

e  Enter: ha minden valtozdt bevonunk a dontési fiiggvénybe

e Stepwise, ha csak a szignifikans valtozokat kivanjuk szerepeltetni. (Ha a
valtozok korreladlnak egymassal, ezt érdemes valasztani.)

Statistics gombra kattintva a leir6 statisztikak koziil valaszthatunk:
O Means (a valtozok atlagai)
O Anova (egy-egy valtoz6 F-tesztje)
O Box M mutaté (a csoportok kovariancia-matrixainak egyezését
méri)
A fiiggvényegyiitthatok:
Q Fisher félék (kdzvetlenil az osztalyozast segitik), vagy

O Standardizalatlanok (a dontési fiiggvényeknek az eredeti térben vald
abrazolasdhoz ¢és a csoportok kozéppontjainak meghatarozasahoz
hasznalhatok)

A matrixok kozott pedig
Q Csoporton beliili korrelaciok
a Csoporton beliili kovarianciak

Q Csoportok kozti kovarianciak
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Q Teljes kovariancia megvizsgalasara van lehetdség.

,Enter independents together” valasztisa esetén modszert nem valaszthatunk, a
Method gomb nem aktiv. Ha a valtozokat 1épésenként vonjuk be a dontési
fiiggvénybe, amint ezt a kovetkez6 alfejezet ismerteti, akkor a belépési kritérium
kivalasztasaval modszert is valasztunk.

A Select>> gomb segitségével egy ujabb valtozd kijelolésével almintat
véalaszthatunk ki, és csak erre késziil a diszkriminancia elemzés.

Classify gombra kattintva

Q a priorok értékérdl donthetiink. Alapértelmezés szerint a csoportok mérete
egyenld, de valaszthatjuk azt is, hogy a tényleges mintanagysag alapjan
becsiiljiik a csoportok valoszintiiségét.

O Kovariancia matrix: alapértelmezés szerint a valtozok kovariancia matrixait
a csoportokon beliill szamoljuk (Within-groups). A masik lehetdség
(Separate-groups) nem a valtozd, hanem a diszkriminald filiggvények
kovariancia matrixait szamolja. Ha a fiiggvények szama kisebb, mint a
valtozoké, akkor eltér a két eredmény.

O Display: itt adjuk meg azt, hogy mit kériink outputként. Az Osszegzd
eredmények mellett — ha nem til nagy a minta —, érdemes esetenként
vizsgalni a besorolast. Egy-egy elem kihagyasaval (n-1) megfigyelésre
elvégezve az osztalyozast észrevehetjilk az eredményre jelentds befolyast
gyakorold megfigyeléseket.

o Casewise result

o Summary Table

o Leave-one-out-classification

Q Plots:

o Combined groups: egy abran mutatja az &sszes csoport
kozéppontjait és elemeit. (neve: All-groups scatterplot) 1
fiiggvény esetén hisztogramot rajzol.

o Separate groups: ahany csoport, annyi kiilon abra készil. 1
fliggvény esetén valtozonként hisztogramot rajzol.

o Territorial map: a szarmaztatott térbeli térképen szerepelnek a
csoportatlagok, a csoportokat jelzé szamokbol képzett ,,vonalak”
pedig elhataroljak a térrészeket egymastol. Csak két vagy tobb
fliggvény esetén készithetd.
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A Save utasitas zarja a sort.

o

Predicted group membership valasztassal az 0j besorolast mentjiik
el.

Discriminant scores: Ez adja meg a becsiilt értéket a dontési
fliggvények terében (ha alacsonyabb dimenzidba jutottunk, akkor
ez nagyon hasznos, példaul abrazolhatova valnak a
megfigyelések).

Probability of group membership: a posteriorokat mutatja.

7.4. Az eredmények részletezése, értelmezése

A grafikus szemléltetést is lehet6vé tevo kis példaval kezdjiik ezt az alfejezetet.

A harom csoportba sorolt, csoportonként 3-3 megfigyelésiinket kivanjuk két
dimenzidban szétvalasztani, ezért két diszkriminald fiiggvényt keresiink.

Indulé adataink abréjan (7.1. &bra) lathato, hogy a masodik valtozé mentén joval
nagyobb az adatok ingadozasa (a terjedelem 10 egység), mig az elsén az atlagok
egymashoz kozelibbek (itt 4 egység a terjedelem).

7
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[ SIS
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-3

-4

-5

5 4 -3 2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
X1
7.1. abra: Harom csoport, kilenc pont

A pontok koordinatai:
Csoport 1 1 1 2 2 2 3 3 3
X -2 0 -1 0 2 1 1 0 -1
X, 5 3 1 6 4 2 -2 0 -4
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Az SPSS eredménylistajanak rendjét kovetve haladunk. A 7.1. abra pontjaira

egylittesen (Total) készitett alapstatisztikakat,

valamint

a csoportonként és

valtozonként szamitott atlagokat és szorasokat mutatja a 7.1. tdblazat.

7.1. tablazat: Valtozonkénti atlagok és szorasok

Group Statistics

Valid N

(listwise)
Std. Unweight

CSOPORT Mean Deviation ed

1 X1 -1,00 1,00 3
X2 3,00 2,00 3
2 X1 1,00 1,00 3
X2 4,00 2,00 3
3 X1 ,00 1,00 3
X2 -2,00 2,00 3
Total X1 ,00 1,22 9
X2 1,67 3,28 9

A csoportatlagok valtozénkénti egyezésének tesztjét bemutatdo 7.2. tablazatban
Wilks-lambda elnevezés szerepel. Ez nem azonos sem a (7.5)-ben, sem a (7.6)-ban
szereplé lambda mértékkel.

7.2. tablazat: Wilks 1. lambda mutatdja

Tests of Equality of Group Means

Wilks'
Lambda F df1 df2 Sig.
X1 ,500 3,000 2 6 ,125
X2 279 7,750 2 6 ,022

Itt az egyes valtozokra kiilon-kiilon szamoljuk ki klasszikus, egyvaltozos statisztikai
értelemben azt, hogy a csoporton beliili eltérések négyzetdsszege (SSB) hogyan
aranylik a teljes eltérés négyzetdsszeghez (SST), az arany SSB/SST=lambda. Az
eltérések nagysagat az egyvaltozos F-teszttel vizsgaljuk:
F(xi)z | —lambda n—g _ SSK/(g—l)’

lambda g—1 SSB/(n—g)
ahol a szamlalo6 szabadsagfoka (g-1), a nevez6é pedig (n-g).
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Példankban csak a masodik valtozé szerint kiillonboznek szignifikdnsan a
csoportok', az elsé mentén a csoportatlagok nem kiiléniilnek el statisztikai
értelemben (F(x;)= 3 és p; =0,125 >0,05).

A 7.3. tablazatban szerepl6 egyesitett (pooled) kovariancia matrixot (7.2) szerint
szorozva a B belsé eltérések négyzetdsszeg-matrixat kapjuk, és ez a 7.4. tablazat
csoportonként adott kovariancia matrixaibol kiszamithato. Az egyesitett korrelacio a
csoportonként szamitott korrelaciok elemszammal stlyozott atlaga. Altalaban nem
egyezik''* meg a teljes korrelacids matrix elemeivel, amelyet ugy szamitunk, hogy
az n elemet egyetlen homogén mintanak tekintjiik.

7.3. tablazat: A belso kovariancia matrix elemei

Pooled Within-Groups Matrices

X1 X2
Covariance X1 1,000 -,333
X2 -,333 4,000
Correlation X1 1,000 -,167
X2 -167 1,000

a. The covariance matrix has 6 degrees of freedor

A 7.4. tablazatban lathat6, hogy az 1. és 2. csoport kovariancia matrixbeli elemei,
azaz a kovariancia-struktarajuk teljesen megegyez6, mig a 3. csoporté eltérd.

7.4. tablazat: A csoportok kovariancia matrixai és a teljes kovariancia matrix

Covariance Matrites

CSOPOR X1 X2

1 X1 1,000 -1,000
X2 -1,000 4,000

2 X1 1,000 -1,000
X2 -1,000 4,000

3 X1 1,000 1,000
X2 1,000 4,000

T otal X1 1,500 , 125
X2 , 125 10,750

a.The total covariance matrix has 8 degre

13 Erre utalt x, jéval nagyobb terjedelme is.

14 Képzeljiink el két valtozd mentén 3 csoportot Gigy, hogy a csoportok elemei kis koroket
formaznak, a csoporton beliil szinte nincs korrelacié. A 3 csoport értékei viszont mindkét
valtozé szerint novekednek, ezért a 3 csoport a 45 fokos egyenes mentén helyezkedik el.
Ekkor a teljes mintara szamitott korrelacio egyhez kozeli lesz.
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A 7.5. tablazatban a széraselemzés gondolatmenetét kovetve a csoport kovarianciak
azonossagat teszteljilk, amihez eldszor a csoport kovariancia matrixok
determinansanak logaritmusat vessziik. Példankban az elsé csoportban

1
|S 1| = | 4 =3, ebbdl In3=1,0986, az egyesitett (poolozott) kovarianciara
pedig:
1 -1/3 8
‘S p‘ = = 3—, ennek természetes alapti logaritmusa 1,358.
-1/3 4 9

7.5. tablazat: Csoport kovarianciak determinansainak logaritmusa

Log Determinants

Log
Determin

CSOPORT Rank ant
1 2 1,099
2 2 1,099
3 2 1,099
Pooled within-groups 2 1,358

The ranks and natural logarithms of determinants
printed are those of the group covariance matrices.

A 7.6. tablazatban Box M-mutatojat szamitjuk. M kis értéke jelenti a kovariancia
matrixok jo egyezést, ezt F-teszttel ellendrizziik.

-1)/2
o (n,=1) (n-g)/2

M =[] ][5 18" abol
k=1

— g g
S=>(n,-DS, /(n-g) é n=>n,
k=1 k=1

F =-2bInM , ahol b az adott feladatra jellemzé szorzoszam'".

15 A b értéke megtalalhato pl Jobson: Applied Multivariate Data Analysis c. knyvének 221.
oldalan. A valtozok és a csoportok szama, az egyes csoportokban talalhatdé elemek
sulyozottan, kiilonbdzd hatvanyokon figyelembe véve biztositjak azt, hogy M transzformalt
értéke F-eloszlast kovessen. Ezek a képletek adjak a szabadsagfokokat is.
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7.6. tabldzat: Box-M és F-teszt a csoport kovariancidk egyezésére

Test Results

Box's M 1,557
F Approx. ,133
df1 6
df2 897,231
Sig. ,992

Tests null hypothesis of equal population covariance matrices.

Mivel az F=0,133 és a szignifikancia szint 0,992, a minta nem mond ellent a
nullhipotézisnek, a csoport kovarianciak nem térnek el jelentésen.

A 7.1.-7.6. tablazatokbol a diszkriminancia elemzés korrekt végrehajtasdhoz
sziikséges elokészitd 1épéseket és teszteket ismertiik meg. Ezek alapjan
mintafeladatunk alkalmas a diszkriminal6 fiiggvény(ek) eldallitasara.

Elészor a (7.5.b)-ben szerepld (B' K) matrix A; sajatértékeit és azok relativ
fontossagat kapjuk meg a 7.7. tablazatban. Az elsé fiiggvényhez tartozik a
legnagyobb csoportok kozotti valtozékonysag, ezért szétvalasztd ereje mindig
magasabb, mint a tovabbi fiiggvényeké. Mivel (g-1)=2 és p=2, két sajatérték van, 2
diszkriminalé fiiggvény allithatd eld, és az elsd fiiggvény 76%-4t magyarazza a
kiils6 eltéréseknek ( 2,867/(2,867+0,904)=0,76 ).

7.7. tablazat: A diszkrimindlo fiiggvény jellemzdi
Summary of Canonical Discriminant Functions

Eigenvalues

% of Cumulativ | Canonical
Function | Eigenvalue | Variance e % Correlation
1 2,8672 76,0 76,0 ,861
2 ,9042 24,0 100,0 ,689
a. First 2 canonical discriminant functions were used in the
analysis.

A 7.7. tablazat utolsd oszlopaban a kanonikus korrelaciéo azt méri, hogy milyen
szoros az asszociacid a kapott diszkriminancia értékek (mint fiiggd valtozok) és a
csoportok kozott. Kiszamitasa és értelmezése megegyezik az ANOVA-bol ismert
eta-négyzet mutatd gyokével, ahol eta-négyzet a csoportok kdzotti és a teljes eltérés
négyzetdsszegek hanyadosa. Itt azt méri, hogy a diszkriminalé ,score”-ok
valtozékonysagat milyen aranyban magyarazza a csoportbesorolas. Kozvetlen
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Osszefiiggés 4ll fenn eta-négyzet és a dontési fliggvény A; sajatértéke kozott:

A

2 J

g =1+/1j ’

példankban (0,861)> =0,74=2,867/3,867 &s (0,689)> =0,47=0,904/1,904.

A 7.8. tablazatban masodszor talalkozunk az outputban Wilks lambdaval. Ezzel itt a
fiiggvények (és nem az eredeti valtozok) hatasat mérjiik (7.6) szerint. Lambda (A)
értéke alacsony, ha a 7.7. tablazatban van nagy sajatérték, ami azonos azzal, hogy a
belsd eltérések kicsik a teljes eltérésekhez képest. Ha az elhagyott fiiggvények
szama, r=0, akkor a min(p, g-1) korlat altal meghatarozott Osszes fliggvényt
felhasznaljuk a csoportok szétvalasztasahoz.

Az els6 két fiiggvény altal meg nem magyarazott heterogenitds 0,136, mert

1 1
A prggviny = : = 0,136
2y = 2867 1+ 0,904
1
A\ figavenynetis = 150904 =0,525

7.8. tablazat: Szignifikans fiiggvények kivilasztisa

Wilks' Lambda

Wilks' Chi-squar
Test of Function(s) | Lambda e df Sig.
1 through 2 ,136 10,982 4 ,027
2 ,525 3,543 1 ,060

Példankban a (7.7) szerint felirt els6 khi-négyzet értéke magas (valoszinlisége
kisebb, mint 0,05), arra utal, hogy sziikséges k-r=2 fiiggvényt hasznalni a csoportok
elkiilonitéséhez. Az elsé diszkriminald fliggvény elhagyésa utan a tobbi (esetiinkben
a masodik) fliggvény nem szignifikdns részét magyarazza a csoportok kozti
eltérésnek.

7 =—0O-1- 2 er 3)111 0,136 = 10,98 szabadsagfoka: (2-0)(3-0-1)=4
2 2+3 badsagfoka: (2-1)(3-1-1)=1
7 =—0-1- > )In 0,525 = 3,543 szabadsagfoka: (2-1)(3-1-1)

A dontési fiiggvény értelmezése szempontjabol az egyik legfontosabb eredményt a
7.9. tablazatban talaljuk. Mivel a sajatvektorok nagysaga fiigg az eredeti valtozok
szOrasatol, a teljes mintdban mért szorassal sztenderdizalt valtozokbdl (is) szamitunk
diszkriminald egyiitthatokat. Ezeket a regresszids bétahoz hasonldan értelmezziik,
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ezért mondhatjuk, hogy az elsé fiiggvényben a masodik valtozo hatasa erésebb, mint
az els6 valtozoé, mig a masodik fiiggvényben forditott a helyzet.

7.9. tablazat: Sztenderdizalt diszkriminancia egyiitthatok

Standardized Canonical Discriminant Function Coefficients

Function
1 2
X1 ,386 ,938
X2 ,989 -,224
y, = 0,386(ﬁ + 0,989()6—2} és
§ op

y, = 0,93 s[ﬁJ _ 0,224(’“—2j
Sy S)

Példankban s, = /1,5 =1,2247 és 5, = /10,75 = 3,2404 .

A valtozoknak a diszkriminalo fliggvényhez vald hozzajarulasat a sztenderdizalt
egyiitthatok mellett korrelacioval is kifejezhetjik. A 7.10. tablazat elemei a
fokomponens elemzésnél megismert struktira matrixhoz hasonldan a valtozok ¢€s a

dontési fiiggvények kozotti korrelacios egyiitthatok.

7.10. tablazat: Valtozok és fiiggvények korrelacioi

Structure Matrix

Function
1 2
X2 ,925* -,380
X1 ,221 ,975*

Pooled within-groups correlations between discriminating
variables and standardized canonical discriminant functio
Variables ordered by absolute size of correlation within fu

*. Largest absolute correlation between each variable a
any discriminant function

A struktira matrixbol leolvashatjuk, hogy az els6 fiiggvény mentén ndovekvé értékek
tartoznak azokhoz a megfigyelésekhez, amelyeknek mindkét koordinataja
novekszik, és x,—vel a kapcsolat nagyon szoros. A masodik tengely mentén elért
értéket viszont csokkenti az, ha x, magas, de x; hatasa erds, pozitiv.

A 7.11/a. tablazatban szerepld sztenderdizalatlan egyiitthatokbol irjuk fel a dontési

fiiggvényt, és a konstans segitségével dbrazolhatjuk is a diszkriminalé fliggvényeket
az eredeti térben.
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0,386x, +0,495x, —0,824 =0
0,938x; —0,112x, +0,187 =0

Az abrazolas természetesen csak azért lehetséges, mert az eredeti feladat
kétdimenzios.

7.11/a. tablazat: Nem sztenderdizalt diszkriminancia egyiitthatok

Canonical Discriminant Function Coeffic

Function
1 2
X1 ,386 ,938
X2 ,495 -,112
(Constant) -,824 ,187

Unstandardized coefficients

A 7.11.a tablazat eredményei kiilonbdznek, ha az indulaskor sztenderdizaljuk a
valtozokat (7.11/b. tablazat), de 7.11/a és 7.11/b elemei a teljes szdrasok
segitségével egymasbol szarmaztathatok. Az elsd oszlopban példaul: 0,472=
(0,386)(1,5)"% és 1,622=(0,495)(10,75) %, ahol 1,5 és 10,75 a valtozok varianciéi.

7.11/b. tabldzat: Sztenderdizalt valtozokbol szamolt nem sztenderdizalt egyiitthatok

Canonical Discriminant Function Coefficien

Function
1 2
Zscore(X1) 472 1,149
Zscore(X2) 1,622 -,367
(Constant) ,000 ,000

Unstandardized coefficients

Ha a kanonikus térben 4&brazolni kivanjuk megfigyeléseinket, akkor a
sztenderdizalatlan sajatvektorokra van sziikségiink. A sajatvektorok fontos
tulajdonsaga, hogy eldjeliik 6nkényes. Erre a tényre az értelmezéskor kell kiilondsen
figyelni.

A sztenderdizalatlan egyiitthatokkal szamitjuk ki a csoportok centroidjainak (vagy
barmely mas egyednek) a koordinatdit a szarmaztatott, kanonikus térben (7.12.
tablazat).
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Példankban az els6 csoport atlagpontja (-1,+3), ezt mindkét diszkriminald
figgvénybe behelyettesitve kapjuk a centrum 0j koordinatait:

0,386(-1) +0,495(3) —0,824 = 0,274
0,938(-1) —0,112(3) +0,187 = -1,087

7.12. tablazat: Csoportkézéppontok a kanonikus térben

Functions at Group Centroids

Function
CSOPORT 1 2
1 ,274 -1,087
2 1,540 ,677
3 -1,813 ,410

Unstandardized canonical discriminant
functions evaluated at group means

A csoportatlagok atlaga zérus a diszkriminald térben. A tengelyek mentén mért
szoras pedig a megfeleld sajatértékek gyoke, ezért az elsd tengely mentén jobban
szorodnak a pontok, mint a fliggdleges tengely mentén.

Fontos hangsulyozni, hogy altaldban dimenzidcsokkentést is végrehajtunk a
diszkriminancia elemzéssel ha p>(g-1), mivel az eredeti p dimenzids adathalmazt k
(ahol k< min(p, g-1)) dimenzids térbe képezziik le. A sajatvektorokkal eldallitott
diszkriminal6 tengelyek ortogonalisak.

Egy uj megfigyelés csoportba sorolasdhoz kiszamitjuk a diszkriminalé score-okat
(yij) a 7.11/a. tablazat egyiitthat6ibol, és a 7.12. tiblazatbeli csoportitlag score-ktdl
(yoj) mért négyzetes euklideszi tdvolsagok legkisebbike hatdrozza meg a besorolast:

k
ming > (yy; — y;)’ . aholi=1,....g.
1 j:] :

Az output részeként megkapjuk a kanonikus térbeli abrat (territorial map), ahol az
atlagok koriil a csoportok elemei is lathatok. (7.2. dbra)

Mivel kétdimenzios volt az eredeti feladat, a 7.1. és a 7.2. abra 0Osszevetésébol
lathatd, hogy a csoportok mas-mas sik negyedben vannak, mint az eredeti abran, ami
a linearis kombinacidban szerepld egyiitthatok nagysaganak és eldjelének a
kovetkezménye.
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Canonical Discriminant Functions
2
1 2
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5 2
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Function 1

7.2. abra: Pontok a kanonikus térben

Az osztalyozas josaganak megitélésében tobb részeredmény segit.

Elészor a megfigyelések eredeti, a csoportositassal megadott, a priori eloszlasat
kozli a 7.13. tablazat. Mivel a harom csoport azonos méretii volt, minden csoport
priorja P(G;)= n; /n=3/9. A futtatas soran a prior a minta empirikus eloszlasat koveti,
vagy a csoportok egyenld valdsziniiségét P(G;)= (1/g) tételezziik fel.

7.13. tablazat: Klasszifikacios statisztika

Prior Probabilities for Groups

Cases Used in
Analysis
Unweight
CSOPORT Prior ed Weighted
1 ,333 3 3,000
2 ,333 3 3,000
3 ,333 3 3,000
Total 1,000 9 9,000

A korabban megismert sztenderdizalt és sztenderdizalatlan kanonikus egytitthatok
mellett a Fisher, R.A. altal javasolt linearis diszkriminal6 fiiggvények szerepelnek a
7.14. tablazatban. Ezek a csoportonként meghatarozott egyiitthatok alkalmasak arra,
hogy kozvetleniil az eredeti térben elvégezziik az osztalyozast. Abba a csoportra
soroljuk a vizsgalt egyedet, amelyikre a legnagyobb diszkriminalo érték adédik. Ez
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a dontési szabaly nem csak a szdmitdsokban figyelembe vett pontokra miikodik,
hanem 1j, eddig nem ismert megfigyelés utdlagos osztilyozéasara is alkalmas. A
gyakorlatban pl. banki {igyfelek hitelmindsitésére hasznalhato a linedaris
diszkrimindlo fiiggvény. Elénye, hogy minden eredeti valtozoét figyelembe vesz,
nem redukdlja a dimenzidt, és nem eredményez nehezen értelmezhetd redukalt
térbeli tengelyeket.

A Fisher-féle a egyiitthatovektorok szamitasadhoz a csoport atlagvektorok kozotti
eltéréseket és a csoportokon beliili kovariancia matrixokat hasznaljuk. Ezt a
fiiggvényt akkor alkalmazhatjuk, ha teljesiil a normalitasi feltevés. Két csoport

esetén: 4 — Spfl(xl _Z)
7.14. tablazat: Fisher dontési fiiggvénye

Classification Function Coefficients

CSOPORT
1 2 3
X1 =771 1,371 =171
X2 ,686 1,114 -,514
(Constant) -2,513 -4,013 -1,613

Fisher's linear discriminant functions

Ha a harmadik csoportba sorolt (0,0) pontot vessziik, akkor éppen a konstansok
adjak a Fisher-fliggvény értékét, és valoban a harmadik csoportban kapjuk a
legnagyobb értéket, a (-1,613)-t.

Ha egy uj pontot vizsgalunk, amelynek koordinatai (2,3), akkor az 1. csoportra —
1,997, a masodikra 2,071, és a harmadikra —3,497 adodik. A fiiggvény alapjan a
(2,3) pontot a 2. csoportba soroljuk.

A kanonikus fiiggvény és a linedris diszkrimindlé fiiggvény alapjan készitett
osztalyozés eredménye megegyezik, ha az 6sszes kanonikus fiiggvényt eldallitjuk és
felhasznaljuk.

A 7.15. tdblazat minden megfigyelésre kozli az eldzetes és a javasolt besorolast,
feltételes valdszintiséget és posteriort ad. Az eljaras a Bayes-tételen alapul, ahol
annak valosziniisége, hogy a D diszkriminancia score-ral rendelkez6 egyed az i-edik
csoportba tartozik:

P(G,|D) =

g

2 P(D|G)- P(G))

Minden egyed abba a csoportba sorolodik at, ahol a legnagyobb a posterior
valdsziniiség.

Van a tablazatban egy ,négyzetes Mahalanobis tavolsdg” oszlop is, amely a
csoportkdzépponttdol mért négyzetes eltérés a belsd kovariancidk kisziirése utan,
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valamint olvashatdék a kanonikus diszkrimindl6 fiiggvény(ek) mentén mért score
értékek. Ez utobbiak a szarmaztatott térbeli koordinatak, amiket a 7.2. abran lattunk.

A 7.15. tablazat als6 fele azt az osztidlyozast mutatja, ahol az adott egyed
kihagyasaval (n-1) elemre késziilt a diszkriminancia fiiggvény. Igy két pont
besorolasanak megvaltoztatasara tesz javaslatot az eljaras. Az 1. csoport 2.
pontjanak eredeti koordinatai (0;3), és ez tényleg kozelebb van a 2. csoport (1;2)
pontjéhoz (d°=2), mint az 1. csoportbeli masik két ponthoz. Hasonléan ellenérizhet
a (0;6) pont 1. csoportba vald atsorolasara tett javaslat.
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15. tablazat: Megfigyelésenkénti eredmények
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Az osztalyozéas josagat Osszefoglaléan a 7.16. tablazat mindsiti. Az eredeti és a
javasolt besorolas szerint egyez6 elemek szama és aranya szerepel csoportonként a
tablazatban, majd ezek atlagaként az egész osztalyozast mindsité egyetlen szazalék
szerepel a tablazat alatt. A tablazat als6 fele az egy-egy elem kihagyasaval késziilt
(cross-validated) osztalyozés josagat mutatja.

7.16. tablazat: Az osztalyozas eredmeénye

Classification Result8°

Predicted Group Membership

CSOPORT 1 2 3 Total
Original Count 1 3 0 0 3
2 0 3 0 3
3 0 0 3 3
% 1 100,0 ,0 ,0 100,0
2 ,0 100,0 ,0 100,0
3 0 ,0 100,0 100,0
Cross-validated® Count 1 2 1 0 K}
2 1 2 0 3
3 0 0 3 3
% 1 66,7 33,3 ,0 100,0
2 33,3 66,7 ,0 100,0
3 0 0 100,0 100,0

a. Cross validation is done only for those cases in the analysis. In cross validation,
each case is classified by the functions derived from all cases other than that case.

b. 100,0% of original grouped cases correctly classified.

C. 77,8% of cross-validated grouped cases correctly classified.

Eddig csak azzal foglalkoztunk, hogy az Osszes megfigyelt valtozo egyideji
bevonasaval készitsiink dontési fiiggvényt. Az elemzések sordn gyakran el6fordul
az, hogy tobb valtozot tartunk érdemesnek arra, hogy a diszkriminalé fiiggvényben
szerepeljen, mint ahanynak szignifikans szerepe van a csoportok elvalasztasaban. A
tobbvaltozos regresszid-szamitashoz hasonloan itt is a lépésenkénti valtozoé bevonas
elvét kovethetjiik, ha a Stepwise modszert valasztjuk.

7.5. A valtozok lépésenkénti bevonasaval végzett diszkriminancia
elemzés

Az SPSS 5 kritériumot kinal fel, ha a valtozokat 1épésenként (stepwise) kivanjuk
bevonni a diszkriminalé fliggvény eldallitasaba. Ezek a kritériumok nem
rangsorolhatdk, nincsen kozottik egy, amelyik minden adathalmaz esetén megadja a
legjobb szétvalasztd fliggvényt. Mind az 6t eljaras abbodl indul ki, hogy elészor azt a
valtozot kell bevonni, amelyik mentén a csoportatlagok a leginkabb kiilonboznek.
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Ezt kovetden 1épésenként egy tovabbi valtozd bevonasara vagy elhagyasara keriil
sor, amelyek kivalasztasa az alabbi elvek szerint torténik.

1. Wilks lambda elve: A (7.6) szerint a valtozdkra kiszamitott lambda és
transzformaltja, (1-lambda)/lambda alkalmas arra is, hogy egy tovabbi
valtozd bevonasa utani valtozas jelentoségét mérje. Mivel a kis lambda és a
nagy F érték arra utal, hogy a valtozd mentén jelent6sen kiilonboznek az
atlagok, most a p valtozés modell utdn a (p+1) valtozos dontési fiiggvény
diszkriminal¢6 erejét mérjiik:

:n_g_p.l_ﬂpﬂ/ﬂ’p
change g_l 2/ /ﬂp

p+l

Ha F nagy (a szignifikancia szintje <0,05), akkor a bovitést érdemes végrehajtani,
mert a bels6, nem magyarazott eltérések jelentdsen csokkennek az 1j valtozéd
bevonasaval. A modellben szerepld valtozot kihagyjuk, ha az adott 1épésben az F a
kihagyasi kiiszob ala esik. A szelekcid szabalyozhato, mert alapértelmezés szerint az
F belépési és kihagyasi kiiszobértéke rogzitett''®. Ettdl eltérhetiink, és valaszthatjuk
bevonasi szignifikancia szintnek a 0,05-t, kihagyasi kiiszobnek pedig a 0,10-t.

A Mabhalanobis-féle altalanositott tavolsag kozponti szerepet jatszik a tovabbi négy
kritériumban.

2. A Mahalanobis tavolsagot maximalizald valtozot vonjuk be minden
Iépésben a dontési fliggvénybe. Azt a valtozot keressiik, amely mentén a
két legkozelebbi csoport (A és B) kdzéppontjanak tavolsaga a legnagyobb:

I - —

D, =(n- g)z z W, (xia — Xig)(X 4 —X;8) , ahol a képletben szerepls
i=1 j=1

w a csoportokon beliili kovariancia matrix inverzének megfelelé eleme, p a

modellbeli valtozok szama.

A Mabhalanobis tavolsag, mint valtozo szelekcids kritérium alkalmazasa a
kovetkezd 1épéseket jelenti:

a) Mind a g(g-1)/2 csoport-parra p-dimenzioban Mahalanobis tavolsagot
szamolunk.

b) Kivalasztjuk a két legkdzelebbi csoportot''’, azaz a minimélis D?
értéket.

16 Az F-eloszlas kritikus értékét a szamlalo (g-1) és a nevezd (n-g) szabadsagi foka is
meghatarozza, ezért a tablazatban t6bb helyen talalhatd 5%- mellett 3,8 koriili érték, pl. (g-
1)=4 és (n-g)=8, vagy g-1=2 és n-g=13. Nagyobb megfigyelésszam mellett csokken a kritikus
F-érték.

"7 K ét csoport esetében ez a 1épés kimarad.



210 TOBBVALTOZOS ADATELEMZES

¢) A D%ben szereplé 6sszeadandd négyzetosszegek (i=j) koziil
kivalasztjuk a maximalisat. Ez lesz a kdvetkezd 1épésben bevonandd
valtozé indexe.

3. Ha a legkisebb F arany elv alapjan valasztjuk ki a dontési fiiggvény
kovetkezé valtozojat, akkor a Mahalanobis tavolsagot a csoportok
elemszamaval sulyozzuk:

F= (n_l_p)”A”B D>
p(n=2)(n, +n,) *

Az a valtoz6 keriil bevonasra, amelyik a legnagyobb - csoportok kozti - F
értéket adja. Mivel itt az A és B csoport méretét' "™ is figyelembe vessziik, a 2.
és a 3. kritérium alapjan eltéré valtozot vonhatunk be egy adott 1épésben a
diszkriminal¢ fiiggvénybe.

4. A Rao-féle V mutaté'" is a Mahalanobis tavolsagbol indul ki, de itt egy-
egy csoport atlagat viszonyitjuk a foatlaghoz minden egyes modellbeli
valtozd mentén. Minél inkabb eltérnek csoportatlagok és a foatlag, annal
nagyobb Rao V-je.

V =(n —g)zplzp:wijzgl(;ik —x ) —x;)

i=1 j=1

A maximalis V-t kivalasztva azonositjuk a leger6sebben megkiilonboztetd valtozot.
Mivel Rao V-mutatdja kozelitdleg p(g-1) szabadsagfokli khi-négyzet eloszlast
kovet, egy valtozd bevonasa utan a V valtozasa is khi-négyzet eloszlast. igy
tesztelhetjiik, hogy a modell bdvitése szignifikans valtozast okozott-e. Egy valtozé
bevonasa révén csdkkenhet is Rao V-je. Ezt megakadalyozand6 megadhatunk egy
minimalis V-t (VIN), aminek az alapértéke 0.

5. A meg nem magyarazott variancia osszege (Sum of unexplained
variance, minimalis variancia), mint szelekcios elv kdzvetlen kapcsolatban
all a Mahalanobis tavolsaggal.

18 Az (nang)/(n, + ng) maximumat akkor veszi fel, ha ny = ng . A stlyozas miatt mas (AB)
csoportra kapjuk a legkisebb F értéket, mintha a mérett6l fliggetleniil valasztjuk ki a
legkdzelebbinek itélt két csoportot. Az elsé valtozo kivalasztasakor p=1, ezért (n-1-1)/(n-2) ki
is esik a képletbdl.

"9 Maés néven is emliti a szakirodalom: ,Lawley-Hotelling trace”, azaz L-H nyoma.
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Két csoport szétvalasztasa ugy is felfoghatd, hogy 0 €s 1 értékkel kddolt dummy
valtozéra, mint fliggd valtozora illesztett tdbbvaltozds regresszid. A meg nem
magyarazott varianciat minimalizalo valtozot keressiik, amit a tobbvaltozos
regressszios modellben (1-R* ) mér.

Belathatd, hogy a Mahalanobis tavolsag és a determinaciés egylitthatd aranyos
egymassal, R”= cD? , ahol ¢ konstans.

7.6. Példa a szelekcios kritériumok alkalmazdasdara

Valasszuk ki a Kényszerértékesités.sav adatallomanyt, amely 5 negyedévre
(2011. IV. és 2012. 1.-IV. negyedév kozott) Budapest és a megyék bontdsaban
részletezi az adatokat. Keressiik meg azokat a diszkriminalo fliggvényeket,
amelyek a negyedévek mentén a lehetd legjobban elkiilonitik a megyéket. (Itt
most minden csoportban, azaz negyedévente azonos szamu megfigyelésiink
van, de az azonos csoportméret nem elvaras a diszkriminancia elemzés
alkalmazasa soran. )

A futtatas beallitasa:
O Csoportositd valtozd: negyedev (1;5)

O Figgetlen valtozok: x1: Kvota alapja (db), x2: Kvdta alapjan kijeldlhetd
maximum  (db), x3: Kényszerértékesitésre kijelolt (db), x4:
Kvotakihasznaltsag (%)

O Stepwise mddszer, az 5 elv egymas utani alkalmazasa

Az eredmények részletezése elott tekintsiik at a leir6 statisztikak koziil az Explore—
ban eléallitott Boxplot abrakat két valtozora.

A 7.3. abran lathatd, hogy a kezdeti idészaknal joval magasabb volt 2012. elsd
felében a kihasznaltsdg, mig az év masodik felében alacsonyabb szazalékok
jellemzdek. Az eltérések miatt ez a valtozo megkiilonbdztetd erdt mutat.

A 7.4. dbran a maximalis lakasszamok dobozdiagramjai lathatoak. A negyedévek
eltérése csekély, ezért ez a valtozd varhatéan nem keriil bevonasra, nem fog
szerepelni a diszkriminald fiiggvényben.
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A valtozdk egyedi megkiilonboztetd szerepérdl a 7.17. tablazat statisztikai alapjan
dontiink. A kvota kihasznaltsag valtozora az atlagok egyezését elvetjiik az F-proba
alapjan. (p=0,000).

7.17. tablazat: Csoportatlagok egyezésének tesztjei 5 negyedévre

Tests of Equality of Group Means

Wilks' Lambda F df1 df2 Sig.

Kvota alapja ,992 ,180 4 95 ,948
Kvéta alapjan kijelolheté

] 942 1,461 4 95 ,220
maximum
Kényszerértékesitésre

942 1,457 4 95 ,221

kijelolt
Kvoétakihasznaltsag ,388 | 37,478 4 95 ,000

Ezen a ponton szamos elemz6i kérdés fogalmazodik meg.

e  Mivel 6t csoportunk és 4 valtozonk van, a (g-1)=4 lesz a dontési fiiggvény
szamat meghatarozoé felso korlat.

e Mely valtozokat és milyen sullyal vonjuk be a diszkriminalasba?
e Ténylegesen hany dontési fliggvény képezhetd?
e Milyen sikeres lesz a negyedévek elkiilonitése?

A 1épésenkénti bevalogatas tobb szelekcios elv szerint készithetd el. Az elso sikeres,
a feltételeknek eleget tevo és statisztikailag jol értelmezheté megoldas megtalalasa
azonban tobb el6készitd 1épést igényel. A 1épések megadasa mellett kitériink arra,
hogy milyen feltételek nem teljesiilése tette sziikségessé az ujabb 1épéseket. (Ez
természetesen nem jelenti azt, hogy mindig ilyen — és ilyen sorrendben végrehajtott -
korrekcidkra van sziikség.)

1) Az eredeti valtozokat és Ot negyedévet hasznalva keressiik a diszkriminalo
figgvényt. Ekkor a magas M érték és az alacsony szignifikancia szint (0,000)
miatt a kovariancia matrixok egyezésének hipotézisét el kell vetniink.

Test Results

Box's M 324,382
Approx. 7,359
F df1 40
df2 19908,088
Sig. ,000
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2) Az elsé harom eredeti valtozo6 logaritmusat és a kihasznaltsagi ratat, valamint
0t negyedévet hasznalva keressiik a diszkriminalé fiiggvényt. A valtozok
logaritmusat véve a pozitiv ferdeségli valtozok jobban kozelitik a normalis
eloszlast. Példaként a pozitiv ferdeségli kvota alapot és természetes alapu
logaritmalt értékeit mutatjuk be a 7.5/a és 7.5/b. abran.

Kvota alapja

257 Mean = 53336
T Std. Dev. = 3396027
N =100
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7.5/a. abra: A kvota alapja valtozo gyakorisaga
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7.5/b. abra: A kvota alapja valtozologaritmusanak gyakorisagi abrdja
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Ezzel a valtozokorrel a kovariancia matrixok eltérése kisebb mértékli, a Box-
féle M értéke hatodara csokkent, de még elvetjiik az egyezésiiket (szignifikancia
szint 0,002<0,05).

Test Results

Box's M 53,5637
Approx. 2,076
E df1 24
df2 24918,584
Sig. ,002

3) Az els6é harom eredeti valtozo logaritmusat és a kihasznaltsagi ratat, valamint
a 2012. év négy negyedévét hasznalva keressiik a diszkriminaléd fliiggvényt.
Ezt a 1épést az indokolja, hogy a 2011. év negyedik negyedévére szamolt
kovariancia matrix tért el leginkabb a tobbit6l, mert Budapest 2011. 1V.
negyedévei adata a 7.6. abra szerint tavol van a tobbi ponttol.
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Kvétakihasznaltsag
7.6. dbra: Ot negyedév adatai két viltozoé terében

A 2011. IV. negyedévi adatok nélkiil az F teszt 0,819 értéke és a hozza tartozo
0,598-as szignifikancia szint alapjan a kovariancia matrixok egyezésének hipotézise
nem vetheto el.



DISZKRIMINANCIA ELEMZES

217

Test Results

Box's M

Approx.
df1

df2

Sig.

7,743
,819

9
66191,846
,598

A Wilks lambda érték alapjan 2 valtozo keriilt be a diszkriminalé fliiggvénybe. Az

eredmények bemutatasa és értelmezése az SPSS-ben k6zolt sorrendet koveti.

A 7.18. tablazatban a 2012. évi négy negyedéves csoportositds mellett 1athatd a
valtozdkra kiilon-kiilon szdmolt atlagok F tesztje. A csoportatlagok egyezését csak a
kvotakihasznaltsag valtozo esetében vethetjiik el.

7.18. tablazat: Csoportatlagok egyezésének tesztjei 4 negyedeévre

Tests of Equality of Group Means

Wilks' Lambda F df1 df2 Sig.
Kvoétakihasznaltsag ,335 50,215 3 76 ,000
Inkvalap ,987 ,330 3 76 ,803
Inkvmax ,986 ,365 3 76 778
Inkenyszer ,982 ,459 3 76 711

A kovariancia matrixok egyezésének F tesztjét ellendrizve és a nullhipotézist
elfogadva a diszkriminal¢ fiiggvénybe bevont valtozokat adja meg a 7.19. tablazat.

7.19. tablazat: A Wilks lambda elv alapjan bevalasztott két valtozo

Variables Entered/Removed®>¢

Step Entered Wilks' Lambda
Statistic | df1 df2 df3 Exact F
Statistic df1 df2 Sig.
Kvoétakihasznalt
1 i ,335 1 3| 76,000 50,215 3 76,000 ,000
sag
2 Inkvalap ,146 2 3| 76,000 40,383 6 150,000 ,000

At each step, the variable that minimizes the overall Wilks' Lambda is entered.

Ebbdl a két valtozobol képezhetd két diszkriminald fiiggvény, amelyek koziil az
els6nek nagyon magas (0,924) a kanonikus korrelacidja, azaz a negyedévek altal
alkotott csoportok és a dontési fiiggvény mentén felvett értékek kozott erds
asszociacios kapcsolat van a 7.20. tablazat alapjan.
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7.20. tablazat: A két fiiggvény és a 4 negyedév kozotti kanonikus korreldacio

Eigenvalues

Function Eigenvalue | % of Variance | Cumulative % Canonical
Correlation

1 5,808° 99,9 99,9 ,924

2 ,005° ,1 100,0 ,068

a. First 2 canonical discriminant functions were used in the analysis.

A két diszkriminalé fiiggvény egyiittesen szignifikdnsan (khi-négyzet teszt
szignifikancia szintje=0,000) megkiilonbozteti a négy negyedévre megfigyelt
adatokat, de a masodik fiiggvény dnmagaban nem szignifikans (szig=0,839) részét

magyarazza a csoportok kozotti eltéréseknek.

7.21. tablazat: Fiiggvények szignifikans szerepének tesztelése

Wilks' Lambda
Test of Function(s) Wilks' Lambda | Chi-square df Sig.
1 through 2 ,146 146,130 ,000
2 ,995 ,351 ,839

A fiiggvények szamat megismerve a tartalmat is megkapjuk, ha a 7.22., 7.23. ¢és
7.24. tablazatokat attekintjiik.

A 7.22. tablazat Struktira matrix nevet viseli, mert az Osszes valtozo és a két
fiiggvény kozotti korrelacios egyiitthatokat tartalmazza. Az els6é fliggvénnyel
pozitivan korrelal a kvota kihasznalasa, mig a masodik fiiggvényt dontden a
kvétalap logaritmusa hatarozza meg. A Iépésenkénti kivalasztds nem engedi a nem
szignifikans, a bevont valtozokkal is korrelalo valtozok (a kényszer és a maximum)
szerepeltetését a dontési fliggvényben.




DISZKRIMINANCIA ELEMZES

219

7.22. tablazat: A valtozok és a fiiggvények kozotti korreldacios egyiitthatok

Structure Matrix

Function
1 2
Inkvalap -,038 ,999"
Inkenyszerb ,048 ,997*
Inkvmax” -,053 996
Kvotakihasznaltsag 584 812"
Pooled within-groups correlations between

discriminating variables and standardized canonical

discriminant functions

Variables ordered by absolute size of correlation

within function.

*. Largest absolute correlation between each
variable and any discriminant function
b. This variable not used in the analysis.

A diszkriminalo fiiggvényt két alakban: sztenderdizalt és sztenderdizalatlan
egyiitthatokkal felirva is megkapjuk. A regresszidos bétakhoz hasonld tartalmt a
sztenderdizalt egyiitthatd (7.23. tablazat) azt jelzi, hogy az elsé fliggvény mentén
novekvd értékli koordinatak tartoznak a magas kvotakihasznaltsaghoz és az
alacsonyabb kvotaalaphoz. A masodik fiiggvény pedig a magas kvdtaalapra ad

magas koordinatat.

7.23. tablazat: A sztenderdizalt egyiitthatok értékei

Standardized Canonical Discriminant

Function Coefficients

Function
1 2
Kvotakihasznaltsag 1,627 ,062
Inkvalap -1,322 ,950

A 7.24. tablazatban az eredeti valtozok terében is abrazolhat6é — sztenderdizalatlan -
dontési fiiggvény egyiitthatdi kaptak helyet. Ezekbe a fiiggvényekbe behelyettesitve
a negyedéveket jellemz6 atlagokat kapjuk a 7.25. tablazatban lathato ,,centrum”,

azaz atlagpontokat.
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7.24. tablazat: A ket dontési fiiggvény egyiitthatoi

Canonical Discriminant Function

Coefficients

Function
1 2
Kvoétakihasznaltsag 29,786 1,135
Inkvalap -2,570 1,847
(Constant) -,309 -16,455

Unstandardized coefficients

7.25. tablazat: A négy negyedév kozéppontjai a kanonikus dontési térben

Functions at Group Centroids

Negyedév Function

1 2

2012. I. negyedév 2,263 -,092
2012. Il. negyedév 2,414 ,085
2012. lll. negyedév | -2,035 ,035

2012. IV. negyedév -2,642 -,028

Unstandardized canonical discriminant functions

evaluated at group means

A 7.7. abran lathat6, hogy az elsé diszkriminadlo fliggvény mentén
jelentdsebb a megyék szorodasa, mint a fliggdleges tengelyen. Azt is
leolvashatjuk a 7.25. tablazat és a 7.7. abra alapjan, hogy az
atlagpontok nem kiiloniilnek el markansan a négy negyedévre. Ezért
érdemes az osztadlyozd matrix alapjan (7.26. tablazat) az elkiilonités
sikerét ellendrizni, amely nem éri el a 60 szazalékot. Az elsé és a
masodik negyedév, valamint a harmadik és a negyedik negyedév nem
kiilonithetd el markdnsan, hiszen ezeken belil a nagyobb
lakasallomannyal rendelkezé fOvaros és Pest megye masként
viselkedik, mint a kisebb megyék.
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Function 2

Canonical Discriminant Functions
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7.7. abra: A negyedévek elkiiloniilése a kétdimenzios kanonikus téerben

7.26. tablazat: Az eredeti és a dontesi fiiggvény szerinti besorolas osztalyozo
matrixa

Classification Results®*®

Negyed év Predicted Group Membership Total

2012. 1. 2012. 11. 2012. 1. 2012. V.
negyedév negyedév negyedév negyedév

Megyék db 10 10 0 0 20

8 12 0 0 20

0 0 14 6 20

0 0 9 11 20

Szazalék 50,0 50,0 ,0 ,0[ 100,0

40,0 60,0 ,0 ,0[ 100,0

,0 ,0 70,0 30,0] 100,0

,0 ,0 45,0 55,0 100,0

a. 58,8% of original grouped cases correctly classified.

c. 51,3% of cross-validated grouped cases correctly classified.
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Az 6t lehetséges kritériumot egymas utan lefuttatva nem egybehangz6'*’ eredményt
kapunk. Mind az 6t esetben két valtozo keriil be a fiiggvénybe, de nem ugyanaz a
két valtozo!

Vessiik Ossze a 7.27. tablazatban azt, hogy az egyes lépésekben melyek a
kivalasztott valtozok és mennyire sikeres a dontési fliggvénnyel az osztalyozas.

7.27. tablazat: A szelekcios kritériumok hatasa az eredményekre

Wilks lambda | Minimalis Mahalanobis F hanyados |Rao-V
(min) Variancia tdvolsdg(max) (max)
1. 1épés | kvota- kvota- kvota- kvoéta- kvota-
kihasznaltsag | kihasznaltsag | kihasznaltsag kihasznaltsag | kihasznaltsag
2.1épés | Inkvotaalap Inkvotaalap Inkényszer Inkényszer Inkvotaalap
azonosan | 58,8% 58,8% 60% 60% 58,8%
besorolt
7.7. Egyéni munkara javasolt tovabbi feladatok
1) A  Kényszerértékesités.sav ~ adatokra  lefuttatva a  1épésenkénti

diszkriminancia elemzés 5 valtozatat, mely — tovabbi - részeredmények
kiilonboznek, melyek egyeznek meg?

Megoldas:

2 féle eredmény adodik, melyek a 7.27. tablazat szerint kiillonboznek:
e Box-M ésF teszt
o fliggvények egyiitthatoi
e centrumpontok

2) Készitse el a dontési fiiggvénybe bevont valtozdok terében a pontdiagramot,
€s szerkessze bele a nem sztenderdizalt egyiitthatokkal a dontési
egyenesecket.

120 Egyes adatallomanyokra az ot valtozoszelekcios elv azonos eredményt ad. Most
tapasztaltunk némi eltérést.




8. Sokdimenzios skalazas

8.1. Az eljaras alapgondolata

A sokdimenzids skalazas (Multidimensional Scaling=MDS) a feltair6 moédszerek
csaladjaba tartozik. Geometriai hatterében az a feltevés all, hogy a térben minden
megfigyelésnek megfelel egy pont, €s a hasonlobb pontok kozelebb vannak
egymashoz. Az MDS alkalmazisakor nem fogalmazunk meg sztochasztikus
modellt, nem tételeziink fel oksagi kapcsolatot, nem allitunk fel tesztelendd
hipotézist. A skalazassal az adatok kozott mért kiillonbozdségekbdl nyeriink
informaciot, szarmaztatunk koordinatakat a skalatérképen. Majd a szarmaztatott
koordinatak  kozotti  tavolsagokat  Osszevetjik az  eredetileg  ismert
kiilonbozoségekkel, és toreksziink az eltérések minimalizalasara. Az MDS elemzés
célja hasonlé ahhoz, amit a fékomponens elemzésnél tiiziink ki: az objektumok
kozotti eltéréseket megdrizve csokkentjiik a tér dimenzidjat, objektiv skalat hozunk
létre egy redukalt dimenzidju térben.

Az indulo adatok

A matrixok szama és a mérési skala szerint tobb modell 1étezik.

e Az (nxp) méretli matrixba rendezett adatok mérési skaldja lehet intervallum
szintll, ismerhetjiilk a kategéria gyakorisagokat, és binaris valtozdval
mérhetjiik a tulajdonsaggal rendelkezést vagy nem rendelkezést. Ekkor az
adatok mérési skalajanak megfelel hasonlosagi vagy tavolsag mérészamot
valasztva hasonlitjuk 6ssze paronként az n szami megfigyelést vagy a p
darab valtozot.

e Az eredeti adatok ismerete nélkiil is rendelkezésiinkre allhat egy (nxn) vagy
egy (pxp) méretli hasonlésagi vagy tavolsagmatrix'*'. A hasonlosagi és
tavolsag mérészamokat részletesen a 3. klaszter-fejezet ismerteti.

e Kiilonboz6 id6épontokban, eltérd koriilmények kozott vagy mas személyek,
csoportok altal mért hasonlosagok, tavolsagok matrixaibdl is végezhetiink
skalazast. Ekkor az egyéni kiilonbségek feltarasat végezzik el.

A matematikai hattér
A megfigyelt kiilonb6zdségekbl MDS térbeli koordinatakat szarmaztatunk, és a

koordinatak kozott euklideszi tavolsagot szamitunk. Ismert, hogy n pont kozotti
eltéréseket (n-1) dimenzidban tokéletesen tudunk abrazolni. A skalazas célja az,

12l Ha nem fontos a hasonlosag és a tivolsig megkiildnbdztetése, akkor altaldnosan
kiilonb6zdségi matrixot emlitiink.
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hogy alacsonyabb dimenzi6ji térben jelenitse meg a pontokat, és feltarja a

természetes csoportokat, mintabeli struktarakat'*.

A skalazé modszerek két {6 tipusat kiilonboztetjiik meg.

O Klasszikus (vagy metrikus) skalazasrol beszélink akkor, ha a f6
koordinatakat'> keressiik, és az induld kiilonbozoségeket euklideszi
tavolsaggal mérjitk. A metrikus modellben linearis fiiggvénykapcsolat van
a kiilonbozoségek (8) és a skalatérképen mért tdvolsagok (d) kozott, és a
modell intervallum szintli: d=a+bd vagy arany skalaju, ha a=0 a linearis
fiiggvényben.

O A modell lehet nem-metrikus'*, ha a skalatérképen a tavolsagok (d)
ordindlisan (pl. monoton fiiggvénnyel) kapcsolédnak az eredeti
kiilonbozéségekhez (8). Nem-metrikus modellt célszeri hasznalni, ha az
eredeti adatok ordinalisak, pl. rangszamok.

8.2. Koordinadtik meghatarozasa klasszikus skalazassal

Induljunk ki az alapesetb6l, X matrix tartalmazza az n pont koordinatdit a p
dimenzios térben. A levezetést egyszeriisiti, ha bevezetjiik az (nxn)-s méretii'> B
matrixot, amelynek elemei a pontok kozti szorzatok:

P
bm :Zxrjxsj aholr,s=1,...,n (8.1)
=1

A négyzetes euklideszi tavolsagok D® matrixanak ltalanos eleme felirhato (8.1)
felhasznalasaval:

2

p
2
d, = Z(xrj - XSJ) =b, +b,-2b, (8.2)
=1
Miutan X-bél kénnyen felirhat6 D, vizsgaljuk meg a forditott problémat. Tegyiik fel,

hogy ismerjiik a tavolsagok négyzeteit, de nem ismertek a koordinatak. Két 1épésben
oldjuk meg a feladatot, el6szor B-t becsiiljiik, majd B=XX" szorzatta bontjuk.

122 Hasonl6 a célja a klaszterelemzésnek is.

123 A metrikus skalazas atyja Torgerson (1952, 1958). Gower a ,principal coordinates
analysis” elnevezést javasolta erre a modellre, de roviditése, a PCA nem kiilonbozik a
fokomponens elemzéstol, ezért inkabb a metrikus skalazas terjedt el.

124 Kruskal (1964) dolgozta ki a nem-metrikus eljarast, amit ordinalis skalazas néven is emlit
a szakirodalom.

125 Az eljards matematikai lépéseinek ismertetése soran az n megfigyelést jelenitjiik meg
altalaban p-nél alacsonyabb dimenzidban. A p valtozé skaldzasa hasonld Iépések
alkalmazasaval végezhetd el.
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Ahhoz, hogy egyértelmii megoldast kapjunk, fel kell tételeznlink, hogy a

n
koordinatak atlaga 0, azaz z X, = 0 minden j-re. Ez az egyszer(isités azt
r=1
eredményezi, hogy a (8.1)-ben megadott b, sor- és oszlopdsszegei is nullak lesznek.
Ezt felhasznalva, és (8.2)-t sszegezve a sorindex, az oszlopindex, majd mindkettd
szerint kifejezhetjiik b,—t a tdvolsdgmatrix elemeibdl az aldbbiak szerint:

Zn:di =tr(B)+nb,ebbdl b = Zdi /n—tr(B)/n=d}, —tr(B)/n
r=1

(8.3)

rs

>'d? =nb, +tr(B)£S b, = d./n—tr(B)/n=d —tr(B)/n  (84)
s=1

SIS @2 = 2n0r( B) (8.5)

ahol tr(B) a B matrix féatlobeli elemeinek Osszege, azaz a matrix nyoma, az
indexben szerepld pontok pedig a sor- €s oszloptavolsagok atlagara utalnak.

Ha (2)-bél kifejezziik b, —t: b

4

1

s = _(brr + bSS - di‘2§' )
2

és behelyettesitjik (8.3)-(8.5) atalakitott alakjait:

b, =%(df. +d; —d., ~d}) =_71(dfs —d;, —d; +d.) (8.6)

A koordinatak szarmaztatisanak els6 1épésében (8.6) szerint kettds centirozast
eljarast.

Ha (8.6)-ban négyzetes euklideszi tavolsagok vannak, akkor belathatd, hogy B
matrix szimmetrikus, pozitiv definit matrix, amelynek a rangja k. Igy B-nek van k
darab pozitiv sajatértéke, melyek nagysag szerint sorba rendezhetéek
(M=hp2... M>0). Diagonalis matrixuk jele A. A hozzajuk tartozo egységnyi hosszu
sajatvektorok (vy,...y) is kiszdmithatok, és (nxk)-s matrixuk V. A tovabbi (n-k)
sajatérték zérus, ezért k dimenzids térben kapjuk meg a megoldast. Tehat B matrix
felbontasaval megkapjuk a keresett koordinatakat:

B=VAV"'=XX", ahol X=1/A"". (8.7)
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Megjegyzések a klasszikus skalazas eredményeinek értelmezéséhez

» Ha k<p, akkor az eredeti térnél alacsonyabb dimenzioju térben jelenitjiik
meg a megfigyelt pontokat.

» Mivel a sajatvektorok eldjele tetszOleges, a szarmaztatott koordinatak
értelmezése nem mindig esik egybe az eredeti valtozok terének iranyaival.
(Példaul kétdimenzids térben nem varjuk el, hogy az elsd sik negyedben
legyenek a mindkét tulajdonsag szerint ,,jobb” megfigyelések.)

» A koordinata tengelyek nem is azonosithatok kozvetleniil az eredeti
valtozokkal. Tobbvaltozos regresszid-szamitds  végezheté annak
megallapitasara, hogy melyik valtoz6é milyen erds hatast gyakorol egy-egy
tengelyen mért koordinatakra.

» Ha a B matrix (8.6) szerinti eléallitaskor nem az euklideszi tavolsagok
négyzeteit ismerjiik, akkor B nem pozitiv szemidefinit, és nem k, hanem n
darab sajatértéke lesz, melyek kozott lesz legalabb egy zérus'*®, és lehetnek
negativok is. fgy nem egyértelmii, hogy hany nagy sajatérték van, és hany
dimenziodban kell kiszamitani a koordinatakat. Ilyenkor az javasolhato,
hogy annyi kis pozitiv sajatértéket hagyjunk el, hogy Osszegiik
megegyezzen a negativ sajatértékek osszegével. gy a megmaradé ,,nagy”
sajatértékek Osszege egyenld lesz a matrix nyomaval.

» Bar a klasszikus skalazas robusztus az euklideszi tavolsagtdl vald eltérésre,
nagy eltérd tavolsdg mértékek hasznalata nem ajanlott. Ilyen esetekre nagy
negativ sajatérték, vagy sok kdzepes méretii pozitiv sajatérték figyelmezteti
az alkalmazot.

A metrikus skalazds és a fékomponens elemzés eredményei kozott kozvetlen
kapcsolat van, ha a korrelacios matrix felbontdsat és az egységnyi varianciat
eredményezd sztenderdizalt euklideszi tavolsagok skalazasat vetjiik ossze. Ha az
(nxp)-s X matrix elemei az atlagtol valo eltérések, €s X rangja k<min(n;p), akkor az
X'X és az XX szorzatmatrixok sajatértékei megegyeznek, sajatvektoraik viszont
kiilonboz6 elemszamuak. Ha a normalizalt sajatvektorokat'?’ hasonlitjuk ossze,
akkor egymasbol kozvetleniil eldallithatd eredményeket kapunk. Az i-edik
megfigyelésre vonatkoz6 fokomponensek score-ok (Xa;) négyzetdsszege éppugy A, ,
mint a skalazassal kapott koordinatak négyzeteinek Osszege. A (8.8)-ban felirt
egyenléségben a sajatvektorok onkényes eldjelétol eltekintiink:

2 v =Xa, (8.8)
Ay, =Xa,

Ha az eredmények azonosak, akkor mikor alkalmazzuk a fokomponens elemzést, és
mikor a skalazast? Fdékomponens elemzést célszerli végezni, ha az indulo

126 1 esz zérus sajatérték, mivel B minden sordban az elemek 6sszege nulla.
127 A komponensek négyzetdsszege =1.
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adatmatrixban n>5p, mert ekkor a (p*p) méretii X'X dekompozicidja jelent kisebb
feladatot.

8.3. Ordinalis skdladzds

Egyes tudomanyteriileteken, kiilondsen a pszicholdgidban eléfordul az, hogy a
kiilonbozbéségek szamszeri értéke kevésbé fontos, mint a kiilonbozéségek sorrendje.
Ilyenkor az eredeti adatok helyett csak a rangszamokat hasznaljuk, és arra
toreksziink, hogy az n pont kozott szarmaztatott tavolsagok (kozelségek, angolul
proximities=p*) 2-3 dimenzidban'*® j6 egyezést mutassanak a kiilonbozdségekkel.
Ez a kdvetelmény nem elégséges ahhoz, hogy egyértelmi megoldast kapjunk, ezért
feltessziik, hogy pontjaink az origd koriil helyezkednek el, és az orig6tdl mért
tavolsagok négyzetgyoke egységnyi.

A nem-metrikus skalazas iteracioval végezhetd. Feltételeziink egy kezdeti
konfiguraciot a p* dimenzids térben, e koordinatakbol a pont-parokra szarmaztatott
euklideszi tavolsagot (d,) szamolunk, és ezeket Osszevetjik a megfigyelt
kiilonbozoségekkel (J,5). Ha a tavolsagok sorrendje megegyezik a kiilonbozdségek
sorrendjével, akkor megfeleld kezdeti konfiguraciot talaltunk. A tokéletes egyezés
ritkan érhetd el, csak gyenge monotonitast koveteliink meg, azaz a kiilonbozoségek
azonossagat nem, csak a tavolsagok egyezését engedjiikk meg:

ha §,,<d,, , akkor cAZ s < (;7 « alljon fenn.

A d becsiilt értékét monoton regresszioval allitjuk eld. Ennek soran az egymassal
megegyez0 kiillonbozdségekre altalaban nem tesziink kiilon kikotést, mert az egyezd
kiilonbozoéségekhez egyezd tavolsdgok megkovetelése konvergencia problémat
okozhat. Monoton regresszi6 alkalmazasat mutatja a 8.1. tablazat és a 8.1. abra.

8.1. tablazat: A kiilonbozdségek rangsorahoz illeszkedd tavolsagok becslése
monoton regresszioval

Kiilonbozoség 1 2 3 4 5 6 7 8
Téavolsag 4 2 5 3 7 5 8 6
Becsiilt tav. 3 3 4 4 6 6 7 7

28 It a tényleges dimenzidszam nem ismert. A keresett dimenzidszamot az illeszkedés
alapjan probalgatassal allapitjuk meg. Egyes szakteriileteken, pl. az archeoldgidban egy
dimenzids eredményt, azaz idébeli sorrendet hatdroznak meg skalazassal.
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8.1. dbra: A kiilonbozoségek rangsordhoz illeszkedd tavolsdagok

Ha novekvd kﬁlﬁnhﬁ7(’i<éghe7 kisebb szarmaztatott tévnlq;’\g tartozna, akkor a

monoton regresszid vizszintes gorbe lesz, mert a becsléshez a tavolsagok atlagat
vessziik. A gyakorlatban eléfordul, hogy csak tobb 1€péssel biztosithaté a gyenge
monotonitas.

A kezdeti konfiguracié megfeleld, ha az abbol szamitott és a becsiilt tavolsagok
eltérése kicsi. Az illeszkedésének josagat a Kruskal altal javasolt célfiiggvénnyel, a
Stress'*-fiiggvénnyel mérjiik:

1/2

S=|3d, ~dn ) 1Y d (8.9)

r<s r<s

Az S a [0;1] tartomanyon vesz fel értékeket, és Kruskal véleménye szerint S<0,05 jo
illeszkedést, S>0,20 gyenge illeszkedést jelent. Az illeszkedés josaganak
megitélésekor ne felejtsiik el azt, hogy n és p* is befolyasolja az S értékét. Tobb
pont vagy kevesebb dimenzi6 esetén nyilvan magasabb normalizalt rezidualis eltérés
négyzetdsszeg adodik.

A nem-metrikus skalazéassal elért megoldas altalaban csak lokalis minimumot
szolgaltat, és nem mindig konvergil. TSbb kezdeti konfiguraciot'™ érdemes
kiprébalni a kivalasztott p* dimenzidban, és a dimenzidszam valtoztatdsa mellett
érdemes figyelni az S valtozasat. Ha a dimenzidszam fiiggvényében felrajzoljuk az S
alakulasat, akkor latjuk, hogy milyen jelent6s a Stress csokkenése a magasabb
dimenzidban.

129 STRESS= Standardized Residual Sum of Squares
130 Jlyen kezdeti konfiguracionak vélaszthatjuk a metrikus skalazassal kapott koordinatakat is.
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Osszefoglalva megallapithatjuk, hogy a metrikus és az ordinalis skalazas hasonld
eredményre vezet, ha euklideszi tavolsdgokbdl indulunk ki, de nem euklideszi
tavolsagnal csak a nem-metrikus skaldzas alkalmazasa javasolhato.

8.4. A megvalositds lépései az SPSS™'-ben

Az MDS térbeli koordinatak kiszamitasa és az abrazolas az

ANALYSE/SCALE/MULTIDIMENSIONAL SCALING 1épéscket kovetve
végezhetd el.

A nyit6 oldalon eldszor azt kell megadni, hogy 1) az input tavolsagmatrix, vagy 2)
az (nxp)-s X megfigyelési matrixbol szamitjuk a tavolsagot:

1) Data are distances

Ha tavolsagmatrixbol indulunk, akkor a matrix alakjarol is informaciot kell adnunk,
mert a tadvolsdgmatrix lehet

o Négyzetes, szimmetrikus. Ekkor a sorokban és az oszlopokban ugyanazok
vannak felsorolva, és kiilonbozdségiik az Osszevetés sorrendjétdl
fiiggetlentil azonos. Ez a leggyakoribb tavolsagértelmezés.

e Négyzetes, aszimmetrikus. A sorokban és az oszlopokban most is
ugyanazok vannak felsorolva, de kiilonbozéségiik mértéke mas az alsé és a
fels6 haromszogben (pl. kilométerben és mérfoldben is megadjuk két-két
varos tavolsagat).

e Héromszdg (Rectangular) alakd. Ilyen matrixunk van, ha az egyik csoport
minden eleme azonos tdvolsdgra van a masik csoport elemeitdl, és a
csoporton beliili tavolsagokrol nincs informacionk. Formailag az X (nxp)
adatmatrix is ilyennek tekinthetd, mivel n altaldban nem egyezik meg p-vel.

2) Create distances from data
Ebben az esetben a listabol kivalasztjuk a valtozokat.

a) Elészor arrol kell donteniink, hogy a megfigyelések (n darab) vagy a
valtozok (p darab) kozotti kiilonbséget mérjiik, mert az elsé esetben (nxn), a
masodikban (pxp, ahol p>3) lesz a tavolsagmatrix mérete.

b) A valtozok mérési skalajat is meg kell adni, vegyes skala véalasztasa nem
lehetséges.

> Intervallum skalan hat tavolsagmérték'** vélaszthato, alapértelmezés
az euklideszi tavolsag. Valaszthatd négyzetes euklideszi, Csebisev,
city-blokk, Minkowski vagy ,,customized” tavolsag.

'?' Az SPSS késobbi valtozatai altaldban kényelmesebbek, tobb lehetdséget ajanlanak fel.
Ugy tapasztaltam, hogy az MDS-ben ez nem sikeriilt.
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» Gyakorisagokra két mérészamot talalunk. A fliggetlenség feltételezése
melletti khi-négyzet és a phi-négyzet szamithato.

» Binaris skalan hat mértéket kinal a program. Ezek részhalmazat
képezik a klaszterezésnél megismert mértékeknek.

¢) Sztenderdizalhatjuk az adatokat a valtozok szerint (alapértelmezés) vagy az
egyes eseteken beliil hatféle értelemben.

A sztenderdizalassal kaphatunk

0 varhato értékl és 1 szorasu z valtozot,
(-1,+1) tartomanyon mozgo értékeket, ha a terjedelemmel osztunk,

(0,1) kozott valtozo értéket, ha a minimumot vonjuk le minden értékbdl, és
a terjedelemmel osztunk,

egységnyi kiterjedésii relativ értéket, ha a maximalis értékkel osztunk,

egységnyi varhatd értékii valtozot, ha az atlaggal osztunk (Ha az atlag
zérus, minden megfigyeléshez egyet hozzaadunk.),

egységnyi szorasu valtozot, ha a szorassal osztunk.

A Model meniipont vezet el a modellvalasztashoz, ahol elészor a modell mérési
szintjét adjuk meg.

a) Level of Measurement

Ordinalis szinten mért adatokra a Kruskal-féle nem-metrikus skalazast
hajtjuk végre monoton transzformacidval.

Intervallum vagy aranyskalat valasztva metrikus skalazast végziink.

b) A skalazé modellek masik lehetséges csoportositasa attdl fiigg, hogy hany
matrixunk van.

Euklideszi tavolsag modellt valasztunk, ha egyetlen matrixunk van. Ekkor
klasszikus skalazast (KMDS) hajtunk végre, amely lehet metrikus és nem-
metrikus is.

Ha tobb - azonos méreti - matrixunk van, amelyek az egyéni
kiilonbségeket ' irjak le, akkor INDSCAL eljarast végziink.

B2 A tavolsagmértékeket a klaszterelemzésnél részletesen targyaltuk. EmlékeztetSiil: a
customized tavolsag a koordinata eltéréseket p-edik hatvanyra emeli, majd ezek Osszegébdl r-
edik gyokot von. A p és r megfeleld megvalasztasaval a tobbi tavolsdgot megkaphatjuk,
kivéve a Csebisev mértéket, amely a maximalis koordinata-eltéréssel egyenld.

133 Az egyéni kiilonbségek eredhetnek abbol, hogy kiilénbozd idépontokban, kiilonbdzé
feltételek kozott mériink valamit, vagy kiilonbozd végzettségli emberek véleményét
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c) A tavolsagmatrix egyes elemeinek értelme fiigghet attol, hogy a matrix mely
részében talalhatd. Errdl adunk informéciot, ha a ,,Conditionality” 3 lehet6sége
kozil valasztunk.

e Matrix: szimmetrikus tavolsdgmatrix, ez az alapértelmezés. Az eltérések
azonos mérési skalan keriiltek szamszer(sitésre.

e Row: a sorokban példaul kiilonb6zo szakértdket sorolunk fel, akiknek a
szubjektiv itéletei alapjan mérjiik egyes termékek hasonlosagat, és
feltételezziik, hogy a szakértok eltérd skalat hasznalnak. (Aszimmetrikus és
haromszdg matrixokra hasznalhato.)

e Unconditional: akkor hasznaljuk, ha tobb azonos méreti matrixunk van.
Igy példaul harom-utas faktorelemzést is végrehajthatunk, ha intervallum
vagy arany skalan mért adatok tavolsagat szamitjuk.

d) A modellspecifikacid6 negyedik fontos 1épése a dimenziészam
meghatarozasa. Minimum (1 az alapérték) és maximum (6) adhaté meg. E két
értékre és koztiik minden egész szamra megkapjuk az eredménytablakat.

Opcidk a skalazasban

Az opciok kozott abrakat valaszthatunk, és konvergencia kritériumot allithatunk be.
a) Abrak:

e Group plots: egy kozos térben abrazolja a pontokat a kiszamitott
koordinatak alapjan. Annyi abra késziil, amennyi a tér dimenzidjanak
mértéke a megadott minimum és maximum ko6zott. Egyuttal kapunk egy
pontdiagramot is, amely az eredeti tavolsagok (x tengely) és az MDS
térbeli tavolsagok (y tengely) illeszkedését mutatja.

e Individual subject plot, szimmetrikus tdvolsdgmatrixra kérhetd.

o Adatmatrix megjeldlése esetén az induld és a skalazassal kapott
tavolsdgmatrixot latjuk kinyomtatva. Ezek illeszkedését mutatja a
pontdiagram.

e Modell és 0sszegzés: az eredményt befolyasoldo beallitasokrol ad
Osszefoglalot. Akkor célszeri hasznalni, ha tobb futtatds késziil, és igy
latjuk, hogy miben kiilonb6znek egymastol.

b) Harom kritérium beallitasat valtoztathatjuk meg. Az a kdvetelmény allitja
le az iteraciot, amelyik eldszor teljesiil.

e  S-stress konvergencia: Leall az iteracids eljarés, ha a célfiiggvény (S-stress)
valtozasa kisebb, mint 0,001. Kisebb szammal pontosabb megoldast

kérdezziik, stb. Az Individual Differences Scaling roviditésébdl ered az eljaras INDSCAL
elnevezése.
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kapunk, nagyobb érték megadédsdval rovidebb a szamitasi id6. Zérus
megadasaval 30 iteracios 1épést hajt végre az SPSS.

e Minimum S-stress: leall a program, ha (az alapértelmezés szerint) 0,005
alatti S célfiiggvény-értéket kapunk. Gyakorlati szabaly, hogy kivalo az
illeszkedés, ha S kisebb, mint 0,05. Ez vagy egy nagyobb érték kevesebb
iteraciot igényel. Barmely 0 és 1 kozti szam megadhato.

e  Maximalis iteracié szam: 30 az alapérték, de ndvelhetd.

Alapbedllitas szerint a nullanal kisebb tavolsagokat hianyzo adatként kezeli az
SPSS.

8.5. Az eredmények részletezése, értelmezése

Budapest 23 keriiletének vizét jellemeztik 4 valtozd6 mentén, és euklideszi
tavolsagot szamitottunk a sztenderdizalt valtozokra. 2 €s 3 dimenzids megoldast is
kértiink az 6sszehasonlitas érdekében.

Mivel magasabb dimenzidoban tokéletesebb az illeszkedés, mindig a maximalis
dimenzidészamhoz tartozd megoldast kapjuk meg eldszor. Mivel az output nem
tagolt, szamokkal tordelve, szakaszosan fliziink megjegyzéseket az eredményekhez.
1) A haromdimenziés megoldas

Az iteracio a 3. 1épésben leall, mert a célfiiggvény csdkkenése kisebb, mint egy ezred.

Iteration history for the 3 dimensional solution (in squared distances)
Young's S-stress formula 1 is used.

Iteration  S-stress  Improvement

1 ,04234
2 ,03342 ,00892
3 ,03308 ,00034

Iterations stopped because

S-stress improvement is less than ,001000

Stress and squared correlation (RSQ) in distances

RSQ values are the proportion of variance of the scaled data (disparities)
in the partition (row, matrix, or entire data) which

is accounted for by their corresponding distances.

Stress values are Kruskal's stress formula 1.

For matrix

Stress = ,02618 RSQ = ,99630

Az illeszkedés harom dimenzidban kivald, S=0,02618 kisebb, mint 0,05. Az adatok
és a tavolsagok megfelelését méré R” nagyon magas: 0,9963
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2) A koordinatak
A vetiileteket megkapjuk harom dimenzioban, de sajnos kozvetlenill a ,,mentés”

nem lehetséges.

Configuration derived in 3 dimensions

Stimulus Coordinates

Dimension

Stimulus Stimulus 1 2 3

Number Name

1 12151 1,1148 2766
2 3576 8341 1,2442
3 1,7544 -3214 -,1385
4 ,9237 -1,0688 -,2229
5 ,6276 2,9403 0390
6 1,0598 -,6098 -,7026
7 6630 -,8249 -2454
8 -3203 -1,5557 1,2401
9 8091 -9016 12216
10 1,1973 ,0522 -1,0767
11 4442 1,1190 -,6994
12 L6089 1,2245 8052
13 6436 -,1807 0765
14 5090 -,3929 6542
15 6622 6255 -,1427
16 9285 -8751 -,1241
17 5104 -,0429 0703
18 ,0396 -,0856 -,2694
19 -8464 -7769 -1,1336
20 -1,4968 1,1220 -4716
21 -1,9283 ,0073 -,5381
22 22,8726 ,1205 ,6089

[\
w

-2,9831 -2731 -4715
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3) Az iteracio 1épései
A kétdimenzios iteracid is a harmadik 1épésben all meg.

Iteration history for the 2 dimensional solution (in squared distances)
Young's S-stress formula 1 is used.

Iteration  S-stress  Improvement

1 ,16331
2 ,14217 ,02114
3 ,14173 ,00044

Iterations stopped because

S-stress improvement is less than ,001000

Stress and squared correlation (RSQ) in distances

RSQ values are the proportion of variance of the scaled data (disparities)
in the partition (row, matrix, or entire data) which

is accounted for by their corresponding distances.

Stress values are Kruskal's stress formula 1.

For matrix Stress = ,12402 RSQ = ,93216

Az illeszkedés a dimenzidcsokkenés miatt romlott, S=0,124 értéke 0,10 és 0,15 kdzé
esik, itt kozepes illeszkedésrdl beszéliink. A tavolsagok determinaltsaga 93,2%.

4) A kétdimenzios koordinatak

Ezek természetesen nem egyeznek meg a haromdimenzidos megoldas elsé két
tengelyére vonatkozo6 koordinatakkal.

Stimulus Coordinates

Dimension 1 2
1  VARI 1,0377 ,9246
2  VAR2 ,3620 11,0082
3  VAR3 1,4920 -,2629
4 VAR4 ,8007 -,8864
5  VARS ,5252 2,5081
6 VARG 9701 -,5448
7 VAR7 5713 -,6737
8 VARS -,2607 -1,5925
9 VAR9 -,8046 -1,0084
10  VARIO 1,2050 ,0636
11 VARI1 -4095 1,0159
12 VARI2 ,5454 11,1262

—_
w

VARI3 ;5318 -,1242
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14 VARI14 4737 -,3509

15 VARIS ,5610 -,4893

16 VARIG6 ,7986 -, 7019

17  VARL17 ,4160 -,0153

18 VARIS ,0301 -,0453

19 VARI9 -8319 -8313

20 VAR20 -1,2869 9575

21 VAR21 -1,6589 ,0195

22 VAR22 -2,4946 ,1221

23 VAR23 -2,5737 -2187

5) Csoporttérbeli abra

Dimenzionként kapjuk a csoporttérbeli abrakat. Itt csak a kétdimenzios térképet
mutatjuk be. Feliratozast nem lehet valasztani, a megfigyeléseket mindig
sorszamokkal azonositjuk (8.2. abra).

Derived Stimulus Configuration

Fuclidean distance model

3
case 5
o
2
12
1 case 20 casg 11 cast case 1
= = =]
case 22
21 , chse 10
0 dcasea |7 cas tsedqy PR 0
I caS‘énléll cases
= Cg%g%as b 6 o
N cfise 199 ma@]é
g qaee a
w2
5 case 8
g =
a -2
-3 -2 -1 0 1 2

Dimension 1

8.2. abra: MDS térkeép ket dimenzioban

6) Az eredeti és a szamitott tivolsagok egyezésének pontdiagramja
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Az abran is lathatd, hogy nem tdokéletes az illeszkedés, mert eredetileg relative tavol
levé pont-par (disparitds=2) nagyon kozel keriilt a skalatérképen (distance= 0,1). A
haromdimenziés megoldéds pontdiagramjan a tavolsag-parok szinte tokéletesen a 45
fokos egyenesen fekszenek. (8.3. dbra)

Scatterplot of Linear Fit

Euclidean distance model

5
. ol
B
é‘ﬂf
3 o
2
-
g1 1
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1 0 i 2 3 4 5

Disparities

8.3. dbra: Az eredeti és a szamitott tavolsdagok egyezése

8.6. Az egyéni kiilonbségek skalazasa (INDSCAL)

Az MDS alkalmazasanak kiilonosen fontos esete az, amikor tobb idépontra
vonatkozé megfigyelésiink van, vagy kiilonbozé koriilmények ** kozott gyijtottink
adatokat, vagy tobb egyén véleményét ismerjiik.

Ha az n szamua megfigyelést a p valtozo terében tobb idopontban mértiink, akkor 3
dimenzids adattombiink van, amelyben az altalanos elem x;, , ahol i=I,...,n a
megfigyelések indexe, v=1,...,p a valtozok azonositdja, és t=1,..., T az idépontokat
jelzi. Ha nem az id6beni kiilonbségek a dontéek, hanem a megfigyelés koriilményei,
vagy az egyéni vélekedések, akkor ezt a k index jelzi az X, jeldlésben, ahol
k=1,....K.

Most is adddhat olyan feladat, amelyben a megfigyelések, vagy a p szamu valtozo
kapcsolatrendszerét, a koztiik levé tavolsag vagy hasonlosag alapjan vizsgaljuk,

134 Fizikai kisérleteknél ilyen pl. a hémérséklet valtoztatasa, egy kezelés vagy beavatkozas
el6tt és utan valdé mérés, a biztositasmatematikaban a technikai kamatlab kiilonb6zé mértéke
mellett elvégzett szamitasok.
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tehat (nxn) vagy (pxp) méretli kiilonbdzdségi matrixbdl all rendelkezésiinkre tdbb,
amelyeket kiilonboz6 idOpontokban, kiilonbozé feltételek teljesiilése mellett

gylijtottink. Input méatrixunk tehat haromdimenziés. Altaldnos eleme dijk » ahol i €s
az Osszehasonlitott eseteket vagy valtozokat, k pedig a matrix harmadik dimenziodjat,
az egyént, az id6t vagy a koriilményt jeloli.

Az id6épontok vagy a kornyezet valtozédsa altalaban befolyasolja a valtozok vagy
megfigyelések kapcsolatrendszerét, és ez a hatas gy jelenik meg, mintha az egyes
idopontokban mas és mas sulyt rendelnénk a kozos MDS térkép koordinataihoz. Ezt
a stulyozott euklideszi modellt nevezziik az egyéni kiilonbségek skalazasanak, ahol a
kiilonbozoéségek stabilitasat vizsgalhatjuk gy, hogy az ismétlédéen megfigyelt
matrixokra az egyéni kiilonbségeket feltar6 INDSCAL eljarast alkalmazzuk.

A szamitasok soran eldallitjuk a kozos dimenziés térben az MDS koordinatakat,
amelyek azt a helyzetet tiikrozik, amikor az ismétlédéen rendelkezésre allo matrixok
szisztematikusan nem kiilonboznek. Az egyedi y koordinatak kozott kdzonséges
euklideszi tavolsdgot szamitunk, és ezen tavolsagok (monoton vagy linearis)
fiiggvényei az eredeti kiilonbozdségek:

»

1/2
Oy = f(dy), ahol d :(Z(yiks =Y js )2j

s=1

A kozos tér feltételezésére tett hipotézist ellendrizziik azzal, hogy az egyes
idépontok vagy koriilmények kozott mért adatokban rejlé egyediséget kifejezziik, és
mint az MDS tengelyekre vonatkozo sulyokat szamszerisitjiik.

Az egyedi terek (y) és a csoport tér (x) kozott az egyedi sulyok teremtenek
kapcsolatot:

Yies =AWk " Xie €S Vg T A Wis X

ezért a kozos térben mért tavolsag a stlyozott kdzods koordinatakbol is eldallithato:

1/2
- P
dijk :(Zwks(xis _xjs) j
s=1

A w suly tehat a k-adik egyénre (idépontra vagy koriilményre) és az MDS
koordinatara vonatkozo, 0 és 1 kozotti szam. A suly négyzete az s-edik dimenzio
fontossagat fejezi ki. A sulyok sor-négyzetdsszege determinacids egyiitthatoként
értelmezhetd, és a k-adik ,.egyén” tavolsigai és kiilonbozoségei kozti megfelelés
mértékét fejezi ki.

”

2 _ p2
Zwks - Rk
s=1

Minden egyén sulyai egy (rxr) méretii diagonalis Wy matrixba rendezhetdk.
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8.7. Az INDSCAL megvalositisa az SPSS-ben

A futtatas beallitasa megegyezik az alapbeallitassal, két kiegészitéssel:
e a ,Modell” gomb alatt kell jelezni, hogy tobb azonos méretii matrixunk van,
ezért egyéni kiilonbségeket skalazunk,

e tovabba az ,,Opcidk” részben az abraknal kérjik az ,Individual subject plot”
abrat'”.
Az eredmények attekintése kdzben részletezziik az illeszkedés josaganak mutatoit.

A WORLDS9S5 adatokat futtatjuk, 4 valtozo hasonlosagat tarjuk fel INDSCAL-Ial,

cres

Valtozoink: irastudas, varosi népesség aranya, férfi és néi varhatd élettartam. A
valtozokat sztenderdizaljuk, euklideszi tavolsagot szamolunk, és 2 dimenzids
megoldast kériink.

Az eredmények részletezése, értelmezése

Az eredményeket a klasszikus MDS-hez hasonlé szerkezetben kapjuk, ezért most is
tagoljuk.

1) A célfiiggvény valtozasa az iteracié soran

Young's S-stress formula 1 is used.
Iteration  S-stress  Improvement

0 ,17198
1 , 15957
2 ,15683 ,00274
3 ,15654 ,00029

Iterations stopped because S-stress improvement is less than ,001000
RSQ values are the proportion of variance of the scaled data (disparities)
in the partition (row, matrix, or entire data) which
is accounted for by their corresponding distances.
Stress values are Kruskal's stress formula 1.

Matrix  Stress RSQ Matrix Stress  RSQ

1 214 ,803 2 ,146 935
3 ,044 988 4 ,134 934
5 ,076 970 6 234 ,699

Averaged (rms) over matrices

135 Az SPSS az egyedi tereket nem rajzolja le.
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‘ Stress = ,15664 RSQ = ,88810

Az illeszkedés josagara adott korabbi mindsitést itt nem alkalmazzuk, mert a k6zos
térben nem varunk el az egyes régioktol jo illeszkedést. Harom 1épés utan mar nem
javul jelentésen az illeszkedés. Régionként nézve a 3. térségben kivalod, az 5.
térségben j6 az illeszkedés.

A végso Stress (0,15664) nem a régiods célfliggvények atlaga, az R-négyzet (0,8881)
viszont az egyes csoportok mérészamainak egyszer(i szamtani atlaga, tehat a 89%
azt jelenti, hogy atlagosan jo az illeszkedés.

2) Koordinatak a kozos térben

Configuration derived in 2 dimensions
Stimulus Coordinates

Dimension
Stimulus 1 2
URBAN -1,0130 -1,4641
LIFEEXPF 9989 ,2403
LIFEEXPM 1,0010 -,1126
LITERACY -9869 1,3364

AW N —

Ezek alapjan késziil el a k6zos térben az abra, amelybdl az egyedi stlyok gyokével
szorozva az egyedi terekben a valtozok abrazolhatok.

3) Az egyedi silyok és a ,,weirdness” (W) index

Subject Weights
Subject Weirdness Dim 1 Dim 2

1 ,6807 ,8741 ,1980
2 ,9029 9649 0652
3 ,7561 2130 9709
4 ,0843 7641 5914
5 ,7032 2554 9510
6 ,0709 ,6557 ,5184

Overall importance of each dimension: ,4699 4182

Az egyedi sulyok négyzetgyokével szorozzuk a kozds koordinatakat az egyes
dimenzidkban. A szdmokbol lathatd, hogy a 2. régié (Kozép-Kelet Eurdpa) adja az
elsé tengelynek a maximalis sulyt, az 5. régid (Kozel-Kelet) pedig a legkisebbet. A
masodik tengely fontossagat a 3. és az 5. régid hangsulyozza magas sullyal.

Az egyes dimenziok altalanos fontossaga megegyezik a dimenzid sulyok

6 6
négyzetosszegének egy csoportra esd atlagaval: z w2 /6> Z w2, /6
k=1 s
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A szamitdsok természetébdl adodik, hogy az elsé dimenzid fontosabb (0,4699), mint
a masodik (0,4182).

A dimenzié-sulyok eldtt all6 W-indexek 0 és 1 kozott vehetnek fel értéket.
Ertelmezésiikhoz rovid utmutatast is ad az output. A minimumot akkor kapja az
Hegyeén” (esetiinkben egy régid), ha a stlyai az atlagos stlyokkal aranyosak. Most a
6. régi6é a legkisebb index (0,07), ami arra utal, hogy itt szokasos, atlagos a
valtozok kapcsolatrendszere. (A 45° egyeneshez kozel fekszik a stlyt jelzd pont.)

A maximumhoz kdzeli index azt jelzi, hogy az adott régi6 sulyaranya nagyon
szokatlan, az atlagtdl erésen eltér6. Egy az index, ha csak egyetlen tengelyre
vonatkozik nagy suly, a tobbi tengelyhez kicsi stlyt rendel az egyén. Példaként a 2.
régi6 emlithetd.

A sulyok terének értelmezése figyelmet igényel. Itt nem a sulyok kozti tavolsag,
hanem az origobol a sulyt jelold ponthoz hizott vektorok kozott bezart szogeket
értelmezziik. Ha kicsi a bezart szog két suly-vektor kozott, akkor mondhatjuk, hogy
a két egyén hasonloan stlyozza a dimenzidkat. A 45°egyeneshez kozeli vektor
tipikus, az attol tavoli vektor sajatos sulyt jelez.

A W-index kiszamitasahoz a suly-vektort normalizaljuk "**:

K

W =W, /(Z WkSJ és egységnyi hosszi, vele linedrisan Osszefiiggd vektort
k=1

allitunk elé:

- 1/2
o ..n n\2
Vis = Wi /[Z (Wks) j
s=1

Az egyéni suly-vektor és a 45° egyenes altal bezart szog radianja kiszdmithatd, ha
figyelembe vessziik, hogy a maximalis szog radianja a dimenzidszambol hatarozhato
meg: cos” (r ).

A W-index (WI) képlete: 7 = (cos™ [f” 2] (Z Vi J) /(cos™' (r7'?))
s=1

4) Az egyedi hatasok linearis mértéke: Flattened Weights

Mivel az egyedi stlyok kozotti szogek értelmezhetdk, nem a sulyok koordinatai,
ezért a szogekbdl Ujra pontokat szdrmaztatunk, hogy a koztiik lathato tavolsagokat
értelmezni tudjuk. Ezeket a ,lapitott” sulyokat (r-1) dimenzioba vald vetitéssel
kapjuk, ¢és az egyénekre is (r-1) dimenzioban jelennek meg. Az 0j sulyok linearisan
értelmezhetdk, és Osszegiik minden tengelyre zérus. Példankban a két dimenzids
stly-térben mindkét tengellyel 45° szdget bezard egyenest hiizunk, és erre vetitjiik a

136 A normalizalt silyokat nem kapjuk meg, de az index kiszamitasahoz elvégzi az SPSS a
Szamitast.



SOKDIMENZIOS SKALAZAS 241

régiok sulyait. Az atlagos sulyu régié most nulla-kozeli F-stlyt kap, az elso tengelyt
preferalokhoz nagy pozitiv, a masodik tengelyt kiemelékhoz pedig nagy negativ
sulyt rendel az eljarés.

5) Abrak az INDSCAL-ban

a) Csoport térben lathatok a valtozok (8.4. abra) vagy a megfigyelések.

vimension 2

Derived Stimulus Configuration

Individual differences (weighted)

1.5 speopte—who Tead o6
=]

average fpmale life

m

0.0 average nhale life o
>

m

people liying in cit

-1.,5
-1.5 -1.0 -.5 0.0 .5 1.0 1,

(n

Dimension 1
8.4. abra: A vailtozok kézelsége
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b) A régidok eltéréen sulyozzak az egyes tengelyeket (8.5. 4bra).
Derived Subject Weights

Individual differences (weighted)

1,0 =2
8 o
.8
4
.6 < =
a

.4
~
= 1
% .2 =
=
15 2
E o
A o.0

.2 .4 .6 .8 1.C

Dimension 1

8.5. abra: A régiok tengely-sulyai

c) A kiilonbozéségek €és a tavolsagok linearis illeszkedését mutatd abra
megegyezik a klasszikus MDS abraval, ezért kiilon nem ko6zoljiik.

d) A linearis sulyok abraja — egy dimenzidban a 8.6. abran lathato.
Flattened Subject Weights

Individual differences (weighted)

1.8
s
1.5
0
1.3
1,0 T
.8
.5
.3 4
0.0
-.3
-.5
— _.8
= L
:_g -1,0 3
=1 1,3
— 1.5

.6 -4 -2 -.0 .2 .4 .6

One Dimensional Plot

8.6. abra: A tengely-sulyok egy dimenzios vetiiletei
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A 4. és a 6. régi6 linearis (Flattened) jelzOszdmai az origd kozelében egymasra
esnek, mert sulyaik nagyon kozel keriiletek az egy dimenzidba torténd vetités soran
egymashoz.

8.8 Onill6 elemzési feladatok

A Kényszerértékesités.sav  adattablazat alkalmas az egyéni kiilonbségek
megjelenitésére, akar a negyedévek, akar a teriileti kiilonbségek szerint bontjuk meg
a mintat.

1) Mutassa meg, hogy idében — azaz az 6t negyedév szerinti bontasban vizsgalva
az egyéni kiilonbséget, eltéré-e a négy valtozo

a. x1:Kvéta alapja (db),

b. x2: Kvéta alapjan kijelolheté maximum (db),

c. x3: Kényszerértékesitésre kijelolt (db),

d. x4: Kvétakihasznaltsag (%) kozotti kapcsolatrendszer.

2) A regiondlis kiillonbségek statisztikai jelentdségét is feltarhatja az MDS
eljarassal, ha a megyék szerint méri a négy valtozo

a. x1:Kvoéta alapja (db),

b. x2: Kvéta alapjan kijel6lheté maximum (db),

c. x3: Kényszerértékesitésre kijeldlt (db),

d. x4: Kvotakihasznaltsag (%) terében az egyéni kiilonbségeket.
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